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52. Suites limite.priodiques et thorie des hombres. II

Par J.-L. MAUCLAIRE
Pensionnaire la Maison franco-japonaise

(Communicated by Shokichi IYAN.(., M. . A., May 12, 1980)

On conserve les notations de la Note I de mme titre. Les rsultats
tablis dans la-dite note permettent de dmontrer le thorme suivant"

Theoreme 4.1. Soit f une fonction multiplicative complexe, i.e.

f N*-C et f(mn)-- f(m)f(n) si (m, n) --1.
Si l’on a"

(H.1)

(H.I.1)

(H.1.2)

(H.2)

I1 existe un 1 tel que"

F.(s)= If(n)l" converge pour Re sl.
n>/1 n
lim sup (a- 1)F.(a) + c.
a-l
al

I1 existe un chemin F donnd par y’[0, 1]--C, . continue,

,(1)=1 et lim sup II(m)r(t)l < + c
t Re ,(t)- 1

f(n)
n

existe et est non nulle.

(c)

E f(P)-- 1,
p p

et de plus, pour tout p,

les sommes ou sgries suivantes convergent"
If(P)-- II I_____" [Z If(P) Z [f(pr)

p IX(p) 1>2 p p r>/2 pr

1+ E f(PO:#0.

Rgciproquement, les conclusions gnoncges dans C impliquent les hy-
potheses H.

De plus, la moyenne de f existe, et l’on a"

lim--1 E f(n)= E (s-1) f(n)
X n<x sl n=l u

Re s>l

=lim 1--1
P’y+ py kO

Esquissons brivement la dmonstration du Thorme.
1 Tout d’abord, on dmontre que moyennant (H), pour tout p,

la srie ,0 f(P)/P dfinit une onction holomophe dans un voisi-
nage de 1, et non nulle dans ce voisinage.

satisfaisant d"

Re ’(t) > 1 si t: 1,

pour lequel"

lira (s-- 1)
s--*l
sF
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2 On vrifie ensuite que, si g’(n) est une suite de , off est
dfini par 1/+1/19=1, alors, si g’ est associe g e Lffl-[E, ( dp)
=L(E, dz), lim,_ (s- 1) X=h f(n)g’(n)/n’= (f, g’) existe, et g’

(f, g’) est une forme linaire continue sur . On en dduit qu’il
existe une fonction F e L(E, d), telle que, si g’ est associe dans

g e L(E, dz), J’s F. gd= (f, g’).

3 Le thorme 3.2, ainsi que 1 et 2 va permettre de montrer
que la suite de fonctions

t=(t)F(t)= f(t)
< (1-I/p) >0 f(pO/p

est une suite de fonetions de L"(E, dz) qui tend dp-presque-partout, et
en norme aussi, vers une fonetion de L"(E, dz) quand y+. En
eonsid6rant alors le fair que les fonetions

h(t)=F(t) X [Fv(t)] <"/)-1 si F(t)O
0 si F(t) 0

convergent dans L(E, dz) et dz-presque-partout vers une fonction h(t)
e L(E, dz), quand y+, la formule de Fourier-Plancherel appli-
que h(t) nous donne .que"

et d’autres formules que l’on utilise pour tablir que

4 Pour dmontrer que , (1-f(p))/p converge, on utilise les r-
sultats de 3, l’hypothse (H.2), et une idle de H. Delange ([1]).

5 La rciproque du Thorme est donne par un rsultat de H.
Daboussi ([2, Th. 2.b]). Les formules relatives la moyenne de f sont
la consequence du Thorme 2.2.
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