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40. Cohomologie d estimation L? et extension des fonctions
holomorphes avec contréle de la croissance

Par Tsuneo YOSHIOKA
Department of Mathematics, Nara Women’s University

(Communicated by Kunihiko KODAIRA, M. J. A.,, March 12, 1981)

Soit (F', - - -, F',,) un systéme fini de fonctions holomorphes dans
un ouvert pseudoconvexe 2 de C*. Posons y=log >,|F,|* et t=min{n,
m—1}. Soit s un réel>1. Soient p, ¢ et r des entiers>0. On re-
prend les notations et les définitions d’Hormander [1].

1. Le théoréme 1 suivant est une extension du théoréme 1 de
Skoda [5] aux formes différentielles de bidegré (p, q) o-fermées. Pour
une fonction ¢ sémi-continue supérieurement dans £, pouvant prendre
la valeur —oco, on note L%, (2, ¢) 'espace des formes u de bidegré
(p, @) a coefficients localement de carré intégrable avec

fuli= [ lult 7> @V < 4o,
dV étant la mesure de Lebesgue sur C".

Théoreme 1. Soit ¢ une fonction pluriscusharmonique dans £.
Pour toute f e Li, (2, o+ (st+1Dy telle que 3f =0, il existe alors un
systeme (hy, - - -, h,,) tel que

h,e L%, (2, o+sty), oh,=0 (=1, ---,m),
SFh=F et Dbl S e

Pour le démontrer, en poursuivant les raisonnements de Skoda,
on voit qu’il suffit de montrer le

Théoréme 2. Soit X un ensemble analytique de dimension com-
pleve<n—1 dans un ouvert D de C". Soient we Ly, (D, loc) et
ve L, ., (D, loc). Sil’onacu=v dans D\X au sens des distributions,
alors on U’a dans D tout entier.

On peut montrer le théoréme 2 d’aprés le théoréme de Fubini, la
formule de Green-Stokes et la régularisation de Friedrichs.

2. D’aprés le théoréme 1 et le théoréme 2.2.1 d’Hoérmander [1],
on peut montrer le

Théoreme 3. Soit ¢ une fonction plurisousharmonique dans £
admettant e* pour borne inférieure pour sa plurisousharmonicité, o
étant une fonction réelle continue dans 2. Supposons q=1. Alors,
pour tout systéme (fi, - -+, fn) tel que

fi € L%p,q)(‘gy 05+§0+8tX):
of;=0(0G=1, - ---,m), et Zi F,f,=0,
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il existe un systeme (u,, - - -, u,) tel que
U, € Ly (2, o+8ty), ou=r, (=1, ---,m), >, Fu=0

2 2 1
et zinuin,,m,_q R N 2 A

3. Le théoréme suivant est un theoreme de cohomologie & esti-
mation L* et & valeurs dans le faisceau des germes de m formes de
bidegré (p, q), o-fermées et donnant une relation linéaire homogéne
entre les F',. Soit &}, ,, le faisceau des germes d’éléments de L3, ,, (2,
loc).

Théoréme 4. Soient ¢, g et © des fonctions plurisousharmoniques
dans 2. Supposons que o est continue, que ¢ admet e pour borne
inférieure pour sa plurisousharmonicité et quon o oc+7=>0 et r=1.
Soit N=(U)),cq un recouvrement dénombrable de Q2 satisfaisant aux
conditions suivantes :

(i) chaque U, est un ouvert pseudoconvexe dans 2 ;

(ii) 1l existe un entier N tel que tout point de Q appartienne d au
plus N ouverts de U ;

(iii) ¢l existe une partition de Uunité >, w,=1 de classe C', subor-
donnée a U et telle que > ,|ow,|’< e dans L.

Alors, pour tout systéeme (fy, - - -, fn) tel que

JieC@, 8., 6f:=0, daf=0,
Ilfi||¢+stx<+°° (i=1, Tty ’)’YL), et Zzefz—_"O)
il existe un systeme (u,, - - -, u,) tel que
u, € C™'(Y, 2,0, ou=r, ou,=0@=1,---,m),
2 Fu,=0, et 3 “ui“7'(¢r+r)+tp+stx-—M 2 1 allp s sty
ou § est U’opérateur de cobord et M est une constante positive dépend-
ant seulement de n, N, r et s.

Dans la démonstration du théoréme 4, le théoréme 3 joue un
role fondamental. En prenant soin de l'opérateur de multiplication
(S>3 F.f, on peut démontrer le théoréme tout parallelement a la
démonstration d’Héormander (pp. 114-116 de [1]).

4, En formulant le théoréme suivant, on met en ordre les choses
a faire pour le probléme d’extension a croissance. Soit ¢ le faisceau
des germes de fonctions holomorphes.

Théoréeme 5. Conservons les mnotations et les hypothéses du
théoréme 4. En outre, soit \» une fonction plurisousharmonique dans
0, telle que v =3(o+1)+ o+ (st+1)y dans 2. Alors, pour toute cochaine
g9=(g) € C°(Y, 0) vérifiant || glly <+ o0 €t]|39l,+ (51, < + 00, il ewiste une
fonction G, holomorphe dans Q et telle que I’ on ait

G=g,— > F.h,, dans chaque U,, et
IGIL=21lg1i+M189 5+ 14120
ow h,, est une fonction holomorphe dans U, et M est une constante
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positive dépendant seulement des n, N et s.

5. D’aprés le théoréme 5, établi en vertu du théoréme 4, on
peut montrer un théoréme d’extension a croissance qui généralise le
théoréme de Leontev [3] pour m=n=1 et celui de Nishimura [4] pour
m=1, n: quelconque. Pour ceci, on introduit une famille @ de fonc-
tions plurisousharmoniques dans £, dite famille contréleuse sur 2,
telle que 'on puisse trouver une fonction p réelle continue dans 2, une
fonction ¢ plurisousharmonique continue>=0 dans 2 et un entier K>2,
satisfaisant aux conditions suivantes:

(i) toute g @ vérifie p=1, p=p, =0, et J e-*dV < + oo et elle
2

admet ¢’ pour borne inférieure pour sa plurisousharmonicité dans 2 ;

(i) si 2=, -, 2) e, 2'=(/, - -, 2))eC" et |2]—2]|<e*®
(i=1, ---,n), alors on a 2" € 2 et p(2’) <K¢(2') quelle que soit p € P ;

(i) sig,e®, M,>0 (=1, ---,J<+o0) et M=0, alors il existe
une ¢ € O telle que p=M+>, M,p,.

Cela posé, le résultat principal est le suivant :

Théoreme 6. Soit g une fonction holomorphe sur la sous-variété
X des zéros communs aux F,. Supposons 1<m=<n et qu’il existe une
o€ O telle que I'on ait

|F|<ef dans 2 (1=1, ---, m),
|[dF N\ - - - ANdF,,|=Ze* sur X et |g|< e sur X.
Sous ces hypothéses, il existe une fonction G, holomorphe dans 2 et
telle que I’on ait
G=g surXet |G|<e* dans Q,
ot € @ est indépendante de g.

Pour le démontrer, on construit un recouvrement ouvert de 2 dont
les ouverts rectangulaires deviennent de plus en plus petits suivant que
s’augmente une certaine fonction de @, déterminée par ¢, mais ne
deviennent pas trop petits, puisqu’il faut une grandeur qui assure
Pexistence d’une partition de I'unité, subordonnée au recouvrement et
majorée en gradient. En étendant la fonction g & chaque ouvert du
recouvrement d’une fagon triviale dans la direction transversale & X,
on évalue la norme de cette extension locale et la norme de son cobord
avec certains poids, ce qui nous permettra d’y appliquer le théoreme 5.

6. On a une infinité de familles controleuses sur C*, de la maniére
suivante:

On part de la fonction plurisousharmonique ¢, (2)=1-+log(1-+|z[»)%
Pour chaque k=1, 2, -- -, soit p,(t) une fonction réelle de classe C*
convexe d’'une variable réelle ¢ pour t=1, avec p,(1)=1 et p;(1)>0, par
exemple e (¢>0) ou t° (¢>1). Pour ces fonctions, on choisit conve-
nablement une suite (a,) de réels positifs assez grands et on pose ¢.(z)
=a,p(pc_,(2)). Alors, pour chaque k=0, on aura une famille con-
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troleuse @, formée des fonctions ap,, a étant une constante>1.

2 C" étant général, on se donne une famille contrdleuse @* sur
C". Soit R(2) la distance polycylindrique de z € 2 & la frontiére de 2
et soit ¢ 'une des max{l, —log R} et R~° (¢>>0). On voit aisément
que les fonctions ay+¢*, avec une constante ¢ >0 et ¢* € @*, forment
une famille contrdleuse sur 2.

Les démonstrations de ces résultats seront publiées ultérieure-
ment.
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