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49. Suites limite.priodiques et thorie des hombres. VIII

Par J.-L. VIAUCLAIRE
C.N.R.S. et Universit Waseda

(Communicated by Shokichi IYANAG, M. . A., April 12, 1983)

Soit f:N*-(O, 1} une suite indexe par les entiers strictements
positifs ne prenant que les valeurs 0 et 1. f est donc la fonction
caractristique d’une partie A de N*. On suppose que f est limite-
priodique B (voir [3]). On dfinit une function 5(n) par:

(0mi sineA’
3(n)= n {m-nlmn, me A} si neA;

dans ce cas, 3 est l’cart entre deux lments conscutifs de A. On a
le rsultat suivant"

Theoreme. Si la densitd de A est non-nulle, alors 5(n) est limite-
priodique B.

Preuve. 1) On a 5(n)=x+o(x), x+oo.
En effet, soient N(x)=Max {n]n_<x, n e A}et L(x)=5(N(x))+N(x).

Pour y vrifiant N(x)<_y<_L(x)-l, on a
S(y) ,nx f(n) --S(N(x)) -S(L(x) 1).

D’ofi, comme la moyenne de f existe et gale la densit de A,
S(N(x)) S(L(x)- 1) S(y) ( 1 1 )o(1)=
N(x) L(x)-- I N(x) L(x)- I

S(y) 6(N(x)) 1
N(x).(L(x)-l)

ce qui donne
(N(x)) d(A) o(1), x > + oo,
N(x)

i.e. a(N(x)) =o(1), x > + c.
N(x)

Or, a(n)=L(x)--Min {nln e A}. Donc, comme
S(N(x)) S(y) + o(1) S(L(x)- 1) + o(1),
N(x) y L(x)- 1

x >+c, si N(x)<_y<_L(x)-l,
on a, en choisissant y=x,

N(x) 1 + o(1), x > + c.
x

Et comme 6(N(x))--o(N(x)), on obtient
L(x) 1 + o(1),
x
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2) Soit g(n) --f(n). (1--f(n+l)). (1--f(n+ 2))... (1--f(n % k)),
(k_0, fix). Alors, g(n) e B.

Posons 3(n)-0 g(n). I1 est clair que 5(n) e B et que l’on a
0 si ne A

(n)-- (n) si neA et (n)_N
[N+I si neA et 5(n)N.

Pour dmontrer que (n) e B, comme 15(n) 5(n)]= 5(n)- 5(n), on
dmontrera que

lim lim 1 , ((n)-(n)) 0,
N-,+ x+, X n:x

lim lim 1 ] 6(n)=l.
N+oo x-,+ X nx

Preuve de (.). On utilise les notations de [3] et l’analogue du
thorm.e 5.1 de [4]. A f on peut ssocier g, fonction caractristique
d’un ensemble mesurable B de G pour la mesure dm, d’aprs le rsultat
ci-dessus mentionn. *) On en dduit qu’ 5 s’associe une fonction D
de _(G, din) dfinie dm presque-partout par

0 si teB
D(t)= n(t) si feb et n(t)_N

[N+I si teB et n(t)_N+l,
off n(t) est dfinie par

n(t)=min(mOIm+teB} si teB.

Comme la suite des entiers positifs est dense dans le groupe ablien
compact G, la transformation T’tt+l de G vers G est ergodique
(voir [1]). Par consequent, n(t) est le temps de retour (le "Poincar
cycle") de t pour T dans B, et un rsultat de Kac (voir [2]) nous dit
que

n(t)dm(t) 1.
B

Or, d’aprs [3], thorme 2.1, on a

(**) D(t)dm(t)= lim--1 6(n).
G x+ X nKx

Mais oD(t)dm(t)=,D(t)dm(t).
Pour dmontrer (,), d’aprs (**), il suffit de dmontrer que

D(t)dm(t)- 1.
B

Comme n(t)_D(t) dm presque-partout, il suffit de montrer que

A= lira [ (n(t)-D(t))dm(t) =0.
N+oo JB

*) Comme f=ff e B les transformes de Fourier de g et de g sont les mmes,
donc g--g dm presque-partout,
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Or, n(t) e _(G, din). Par consequent, on a
z= lira m.mesure de {t e G In(t)=m}

N-+oo m>N

--0,
ce qui termine la dmonstration.
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