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48. Sommes de Gauss modulo pa. II

Par J.-L. VAUCLAIRE
C.N.R.S. et Universit4 Waseda

(Communicated by Shokichi IYANGA, M. $. n., April 12, 1983)

On traite ici le cas oh/9=2. On a
Theoreme 2. ; tant un caractre primitif modulo 26, on note

r(;0 la somme de Gauss modulo 2 dgfinie par

r()= ;(x) exp (2i-;-).
Alor8

1. Si a=2k, on dgfinit h par (l+2)=exp [-2i--), 0<h<2;

alors, pour tout L--h mod 2, on a

r(Z) 2 (L) exp (2i-).
2. Si a=2/+l, k_2, soit h l’unique entier grifiant

(1+2+2-)=exp (--2i 2h+ ), 0h2+

h s’gcrit en base 2 sous la forme h=h+u2 (u=0 ou 1) oh
lc -1

h=Ee2, e{0,1}, i=0,1,...,k-1.

hi et u sont dgtermings de faon unique. Alors, on a

r(Z) =2. Z(h) exp (2iz h
-7i-/" (1 -exp (iz(u+ h/2))).

Preuve. Le cas 1 du thorme 2 a t tabli dans la partie I
(Voir [1]); il ne rest-e donc qu’ considrer le cas 2. On laisse de cSt
le cas k=l qui se traite par un calcul direct. Supposons donc k_2.

Eaa utilisant les mmes notations et mthodes qu’en [1], on vrifie
que/,+ est compos des , 0_h_2+’-l, dfinis par

(l+2m)=exp 2i 2v+v(--2m+
on remarque que

=/= si hl mod2+,
et que

h (m +n))(l+2m)(l+2n)=exp (2izf(-m-n)) exp (2i-
((1+2m) (1+2n)).

On a donc
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xG (Z/2+ Z)*

z(O(l+ . mll exp
O (Z/N)* , Z(1 + 2m) exp 2iz2 v!

(, ;(t) exp 2i.2/G (Z/2Z)*

exp (2i=( h 2- -v+)"2/ (--m+ m))+ mO

On calcule la seconde somme, qui s’crit

( t-h m)exp (2i h m)exp 2i: 2--/--0m2k+-i 4

[i si t(hO mid 2 ())t-h exp 2i h 2 si t-h--O mod 21+exp 2i
2 /----- --On pose h=t+u2. Comme 0_h_2/-1 et OgOg2-1, on voit que

u ne peut prendre que la valeur 0 ou 1. On obtient

r(Z)=(h-u2) exp (2i h-u2 (2iz 2 )exp)2(l+exp -u2 (2i h

--;(h-u2) exp (2i h-u2; )2(1 +exp (i=(-u
Or

Z(1 +2 +2-) Z(1 +2(1+2-))

( h 2_) 2_)))=exp 2ir;5- (--2(1+ +2-(1+

exp ( 2iz ) car k_2.

D’oh le 2) du thorme 2.
Remarque. La mthode utilise dans le cas de Z/pZ peut

s’tendre pour dmontrer, par exemple, le rsultat suivant.
Soit Rune representation de G()=GL(Z/pZ); on dfinit la

somme de Gauss associe R par

( -P---I Tr(M))r(R)- _) R(M) exp 2iz
M
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Alors on a
Proposition. Soit Rune reprgsentation de GLn(Z/pZ). Soit A

la matrice coefficients dans Z/pZ de dimension n dgfinie de fafon
unique par

R(I+pC)=exp(-2i(1/p)TrAC), pour tout C de Mn(Z/pZ).
Alors la somme de Gauss r(R) associde R vgrifie l’ggalitg

r(R)=
pour tout L----A mod p, si A e GLn(Z/pZ).

0 si A e GLn(Z/pZ).
Preuve. On peut crire de faon unique M--H.B, oh H--M mod

p, H e GLn(Z/pZ)=G(), et B--H-M=I--pC, off C e Mn(Z/pZ)
=M). Onadonc

( 1 TrH(I+pC))r(R)--
H,c’ R(H(1+pC)exp 2iz

p2--lTrH)" ’() R(I+pC)exp(2ilp--V, R(H) exp \2i Tr
H G k) C

Or, le sous-groupe (I+pC, C M()} de G() est isomorphe (Z/pZ),
et par consequent R(l+pC)--exp(2iz((--1/p)TrAC)), off A e M() est
fixe. On a donc, pour la deuxime somme,

( 1
p--i- ) (

ce()’ R(I+pC) exp 2i TrHC c__() exp 2iu-1 Tr(H-- A)C

[0 si H-A 0 mod p
0nu si H A mod p,

d’ofi

{: ( 1 T?’A) "9n sinaLn(Z/9Z)
r(R)

(A) exp 2i

smon.
Si A e GL(Z/pZ), soit L=_A mod p; alors L=A(I+pB) et

R(L)exp(2i= TrL exp(2i= Tr(A+pAB)

TrA = _
=R(A) exp 2i-

P .-] r(R). p

ce que dmontre la Proposition.
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