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30. Sur les fonctions partiellement elliptiques

Par Etsuko HIIAI
D6partement de Math6matique, Universit6 de Kyoto Sangyo

(Communicated by Kunihiko KODAIRA, M. J. A., March 12, 1984)

Dans la prsente note, on se place toujours dans un domaine produit
D-- V C d’un domaine V sur le plan de x et de tout le plan C de y dans
l’espace C de deux variables complexes x et y. Le but de cette note
est d’tudier des problmes qui se produisent quand une onction ana-
lytique F(x, y) dans D est considre comme amille de onctions entires
ou mromorphes de y admettant un paramtre x. On suppose donc
que 3F/3yO. Pour un ensemble quelconque E dans D, E(a) dsigne
la section de E par la droite analytique x=a. L dnote la droite ana-
lytique y----0 dans D.

1. Comme on peut aisment le voir, on a deux noncs suivants.
A. Soit F(x, y) une fonction holomorphe dans D, et soit e l’en-

semble de a V, tels que F(a, y) soit un polyn6me de y. Si e est non
dgnombrable, F(x, y) est un polyn6me de y coefficients ho.lo.morphes
en x dans V.

B. Soit f(x, y) une fonction holomorphe dans un voisinage de L
contenu dans D, et soit e l’ensemble de a e V, tels que f(a, y)puisse se
prolonger analytiquement en un polynSme de y. Si e est non dgnomb-

table, f doit tre prolongge analytiquement dans D tout entier.
I1 est ici indispensable que e soit non dnombrable mSme s’il est

partout dense dans V. Les noncs sont aussi vrais mSme quand on
considre des onctions rationnelles au lieu de polyn6me. De plus, on
a l’6nonc suivant par T. Nishino [3].

Soit F(x, y) une fonction holomorphe dans D, et soit e l’ensemble
de a e V, tels que F(a, y) admette une pgriode non nulle. Sie est non
dgnombrable, il en est de mme pour to.ut x saul au plus l’ensemble
discret dans V.

Comme on peut facilement le voir, cet nonc-ci ne peut pas tre
gnralis la forme B. Mais, pour une fonction doublement priod-
ique, on aura le

Theoreme 1. Soit f(x, y) une fonction mgromorphe dans un
voisinage de L contenu dans D. Supposons qu’on puisse trouver un
ensemble e non dgnombrable tel que, pour tout a e e, f(a, y) puisse se
prolonger analytiquement en une fonction elliptique de y. Alors,
f(x, y) peut se prolonger analytiquement dans D tout entier et, pour
tout a e V saul au plus un ensemble discret dans V, f(a, y)devient une
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fonction elliptique de y.
Une telle fonction sera dire partiellement elliptique. La condition

que l’ensemble e soit non dnombrable est aussi indispensable mme s’il
est partout dense dans V. Dans la suite, nous 41uciderons les caractres
de telles onctions.

2. Soit F une onction mromorphe dans D. Un point (a, b)e D
s’appellera pgriode de Fen a, si on a l’galit4 f(a, y/b)--f(a, b)=0
pour tout y e C. L’ensemble E de tous ces points s’appellera varigtg

de pgriode de F. Evidemment E(a) (a e V) est un sous-groupe additi
discret de C, dont le rang sur Zest 0, 1 ou 2, ou bien C soi-mme. On
peut ici dire que

La varit de priode E de F est ferme dans D et, de plus, se

forme l’ensemble analytique dans D.
Mantenant, on considre priori un ensemble analytique E dans

D tel que, pour tout a e V, E(a) soit un sous-groupe additif discret de
C ou bien C soi-mme. On l’appellera aussi varigtg de pgrio.de. Le
present problme est de trouver une onction mromorphe F(x, y) dans
D, dont 1 varit de priode E coincide avec E.

Toute composante de dimension zro ou de la orme x=a (a e V}
de E s’appellera pgriode gventuelle. La sous-varit analytique E* de
E obtenue par l’exception de routes les priodes ventuelles a aussi la.
mme proprit que E. On dit que E est de rang m si m----sup range
E*(a). Pour de priodes ventuelles, on peut voir quelques noncs,,
mais nous n’y toucherons pas dans cette note. Donc, dans la suite,,
tout E sera suppos d’etre sans priode ventuelle.

Au cas oh E est de rang 1, on peut dire que

E se compose tou]ours d’une infinitg de composantes irrgductibles

de la forme y=ng(x) (n=0, 1, 2, ...) ou bien y=n(g(x))/ (n=0, 1,
2,...), ot g(x) est une fonction mgromorphe qui ne s’annule ]amais
dans V [3].

I1 s’ensuit aisment que, pour une telle E, l’on peut toujours former
une fonction holomorphe F dans D telle que E=E.

I1 s’agit donc du cas oh E est de rang 2, on aura le
Thorme 2. Pour toute varit de prio.de E dans D, de rang

2, do.nnge priori, on peut tou]ours trouver une fonction partiellement
elliptique F telle que E=E, et de plus, on peut dgcider routes ces

fonctions.
Grace au thorme de Rad5 [4], on peut dire que l’ensemble de

a e V tels que rangE(a)2 est discret dans V. Ceci nous permet de
ormer la fonction demande selon l’ide de Weierstrass. Lorsque
F(a, y)(ae V)cesse d’etre elliptique, elle se rduit en une onction
rationnelle de you de e, c tant un nombre complexe convenable.
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3. Soit donne une varit de priode de rang 2 dans D. On peut
alors considrer comme d’habitude, pour tout x e V except tousles
points a auxquels on a rang E(a)2, le module re(x)de E(x)comme
fonction holomorphe et uniforme de x. Elle peut se prolonger de faon
mromorphe dans V tout entier. La fonction ainsi prolonge, qu’on
dsigne par la mme notation re(x), s’appellera caractgristique de E.
Le present problme est de former, pour une fonction mromorphe
quelconque re(x) donne priori dans V, toutes les varits de priode
dont les caractristiques sont gaux m(x). C’est un problme ana-
logue k celui qui a t tudi par Kodaira [2] dans le recherche sur les
surfaces elliptiques.

Une varit de priode E de rang 2 dans D sera dire rggulire si
la condition suivante soit satisfaite" Lorsqu’on reprsente E par y
--a(x), on peut faire correspondre k tout b e V un entier positif n tel
que, pour tout domaine angulaire 3 de sommet b, suffisamment petit,
et pour route branche (x) de a(x) dans 3, on a lim (x)(x--b)=O.

Soit m(x) une fonction mromorphe dans D donne priori. Alors,
l’aide des solutions de l’quation diffrentielle de Gauss, on peut

toujours former une varit de priode rgulire de caractristique
m(x), puisque l’quation n’admet qu’un point singulier rgulier. De
plus, on a l’nonc suivant"

Soient Eo et E deux varidtgs de pdriode dans D, de rang 2 et de
mme caractgristique re(x). Supposons que l’une d’elles soit rggulire.
Alors, l’autre l’est aussi et on a la relation

E(x) (x)/Eo(x),
ot (x) est une fo.nction mgromorphe dans V, et N est l’entier 6, 4 ou
2 suivant que re(x) est la constante O, 1 ou l’autre.

D’o5, on. sait que route varigtg de pgriode est rggulire.
Grace au thorme de Weierstrass, on peut ormer une varit de

priode, non-ncessairement unique, admettant le plus petit ordre de
l’infini en chaque point singulier rgulier. On l’appellera primitive.

En rsum, on a le
Theoreme 3. Pour une fonction mdromorphe re(x) dans V don-

nge priori, on peut to.u]ours former une varigtg de pgriode Eo pri-
mitive de caractgristique re(x). Les autres varigtg de pgrio.de E de
mme caractgristique sont donnges de la forme ci-dessus au too.yen
d’une fonctio.n mgromo.rphe dans V s’annulant nulle part mais d’ail-
leurs quelconque.
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