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42. Sur la thorie des suites presque.pdriodiques. I

Par Jean-Loup /IAUCLAIRE
Centre National de la Recherche, Scientifique, France

(Communicated by Shokichi IY.kN)(]), M. Z. ,., May 13, 1985)

On va donner brivement quelques nouveaux rsultats relatifs aux
suites presque-priodiques qui se dduisent de proprits d’espaces fonc-
tionnels dfinis sur le compactifi de Bohr de Z.

1o Zest le groupe additif des entiers relatifs dont le dual 2 s’identifie
R/2Z. On munit de la topologie discrete et le dual de 2, Z, est le

compactifi de Bohr de Z par dfinition. On a le thorme"
Theoreme 1. Z=G, o g] est un groupe compact connexe et G est

totalement discontinu.
Remarques 1.1. G-= I-[pZp, off p dcrit l’ensemble des nombres pre-

miers et Zp est l’anneau des entiers p-adiques.
Remarques 1.2. On peut voir de faon analogue que le compactifi

de Bohr/ de R est/--G?, off G1 est un groupe compact connexe, et ?
est le mme groupe que celui figurant dans ,. On note d, la mesure de
Haar normalise sur/.

2. Suites presque.periodiques.
Definition. f" N*--C est une suite uniformment presque-priodique

(U.p.p.) si f est la restriction N* d’une fonction continue sur ,/ valeurs
complexe.

Remarqueo Cette dfinition correspond celle donne dans [1], dans
le sens que les ensembles de fonctions obtenus sont les mmes.

Definition. Soit a_>l donn, f est presque-pdriodique au sens de
Besicovitch pour l’exposant a (B".p.p.), si pour tout 0, il existe P un
lment U.p.p. tel que limsup (l/x) ,n If(n)--P(n)l. (On crira
(B.p.p.) pour (B.p.p.).)

On notera M(.) la moyenne arithmtique, M(.) la limite suprieure
pour x--- oo de (1 / x) ,nx (’), off (.) dpend de n.

Soit _:"(Z, dm) l’espace des fonctions intgrables sur Z pour din, la
mesure de Hart normalise. On notera

Bg-- (f e B".p.p. M(Ifl")--O},

.o= {f e -(Z, dm); lfl dm=O},
B"=B"/Bg off B"={feB".p.p.},
L"(Z, din)= A"(Z, din)/_o,
Sp (F)= spectre de F, off F e _(Z, dm)
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Comme e 2, I e U.p.p. par dfinition, et on rappelle que Sp (f)= spectre
de f, off feB.p.p, existe et est dfini par" Sp(f)={4xe2lM(f):/:O}.
=M(f) est le "coefficient de Fourier" de fen , et fi, =F est la

"transforme de Fourier" de F en .
On a alors le rsultat"
Thoreme 2. I1 existe une isomdtrie entre B et L dfinie par

F f,
L B,
fi,=f, pour tout de 2.

Corollaire. .[Fdm=M(f) si F et f sont associgs par l’isomgtrie

crite dans le thgorme 2.
3. Groupe associe a une suite B.p.p.
L’intrt d’introduire cette notion est que Z s’crit"

Z= I-[ Zp) I-[ lim proj R/{(2q / h)Z} G ,
hH

oh (1, H) est une base de Hamel de R. Z n’est donc pas un produit dnom-
brable de groupes compacts facile manier.

Theoreme :. Soit f un glgment de B.p.p., Fun glgment de _(Z, din)
qui lui est associg, 4(f) le spectre de f. Soit A(f)={x e ZIv e /(f), (x)

1}. Alors, (f)+/- est un sous-groupe compact de Z, G=Z/4(f)+/- est aussi
compact, et sa mesure de Haar normalisge est la mesure image pour la
projection canonique Z-G, de la mesure din.

On a en outre" le dual de G, notg , est le Z-module engendrg par
4(f).

Definition. G est le groupe associg f.
On remarquera qu’il est nettement plus petit que Z, et que c’est le

cadre naturel pour tudier une seule onction.
4. Completion. On sait que B.p.p. est complet (Marcinkievicz). Le

fair que xx+1 conserve la mesure sur Z permet de dmontrer
Theoreme 4. Soit F un glgment de _(Z, din). Alors" pour din-

presque tout x, la suite nF(n+ x) est un glgment de B.p.p.
;. Suites valeurs 0 et 1.
Theoreme ;. Soit f un glgment de B.p.p. ne prenant que les valeurs

1 ou O. Alors, f est associge la fonction caractgristique d’un ensemble
dm-mesurable sur Z, et la rgciproque vaut.

6. lonction de distribution. Une tude intressante a t faite, par
Tortrat, des onctions de distributions associes aux fonctions presque-
priodiques (relles) au sens de Besicovitch ([2]). On peut donner le rsul-
tat suivant

Theoreme 6. Soit f un glgment rgel de B.p.p., F un glgment de
.(Z, din) qui lui est associg. Pour tout x rgel, on dgfinit " R-[0, 1], en
x, par" a(x)=m-mesure de {t eZIF(t)x}.

Alors, la distribution asymptotique a de f vgrifie en tout point de con-
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tinuitg x de
qAx) =q(x).

De plus, en un tel point, on dgfinit
Ix(n) 1, si f(n)< x

0, sinon,
J(t) 1, si F(t)< x

0, sinon.
Alors, Ix(n) est un glgment de B.p.p.(,) et Jx(t) lui est associg dans
.(Z, dm).

N. B. (,) a t dmontr par Delange [3] qui a tendu alors un rsultat
de l’auteur tabli dans un cas particulier.

7. Relation avec les onctions presque.periodiques sur R.
On va noter B(R, p.p.) l’espace des fonctions presque-priodiques sur

R au sens de Besicovitch pour l’exposant a. Soit f e B.p.p. Si Z={0},
alors G est un groupe compact connexe, la remarque 1.2 nous dit que f
s’identifie la transforme de Fourier d’un lment de .A’(I, d), auquel
on peut associer un lment de B(R, p.p.). On aura alors, en tout point
de continuitY,

a(x)=a(x)=a(x)=a(x) etc.
En gnral, pour tudier pratiquement une fonction de B(R, p.p.),

on utilise une mthode de. partage de R pas constant/, i.e.." on considre
la suite (n)=(n. ), n e N. La remarque que l’on vient de aire nous dit
que les proprits probabilistes de f traduiront celles de si et seulement
si Q= {0}; et dans ce cas, un seul suffit.
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