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1. Introduction. On sait qu’il existe des relations prcises entre
certaines representations galoisiennes donnes par la thorie du corps de
classes, la thorie de Kummer, ou la K-thorie des corps de nombres. Le
but de cette note est de comparer les caractres des representations 1-
adiques attaches aux invariants cyclotomiques de divers modules clas-
siques intervenant dans ces theories" groupes de classes, de radicaux, ou
de symboles. Les identits obtenues reposent sur la notion de suite para-
mtre, qui permet d’en ramener la dmonstration l’tude de modules
finis, dfinis / chaque tage fini de la tour cyclotomique. Les dtails
paratront dans [2].

2. Notations. Nous notons un nombre premier impair, K un corps
de nombres algbriques contenant les racines /-imes de l’unit, K
-----[..)eNK la tour cyclotomique sur K (avec la convention [K" K]--l), 1-’
_.z le groupe de Galois Gal (Koo/K), et A--Z[[?--I]] l’algbre d’Iwasawa
associe. Nous supposons que K est ablien sur un sous-corps F, de degr
d--[K" F] tranger / l, et nous notons z/ le groupe ablien Gal (K/F) ou
plutSt son relvement canonique Gal (Koo/Foo) dans Gal (Koo/F). Tous les
caractres considrs ici sont des caractres de / valeurs dans Z, i.e.
des lments de l’anneau Rz()des caractres/-adiques virtuels du groupe

L’ordre d de tant pris inversible dans Z, l’anneau Rz() est muni
d’un produit scalaire

(, >---- (l/d) (r)q(r-1)
(pour lequel les caractres irrductibles sont deux/ deux orthogonaux, de
carr scalaire d--(,)--deg), et l’algbre Z[] est un produit direct
d’anneaux locaux complets de valuation discrete Z[zl]e--Z" les idem-
potents primitifs e- (1 / d) ez (v)v-1 sont associs aux caractres/-adiques

irrductibles de z/, et chaque facteur isotypique Z s’identifie l’anneau
local des entiers d’une extension ablienne non ramifie de Q, de degr

[Z" Z] deg .
3. Structure des A[].modules. La dcomposition semi-locale de

l’algbre de groupe Z[z/] se propage l’algbre d’Iwasawa gnralise A[],
chaque facteur isotypique /=Z[[’-1]] tant un anneau local rgulier de
dimension 2, et un /-module libre de dimension d. Si donc X est un
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A[A]-module noeth6rien (not6 multiplicativement), les r6sultats de Serre [5]
permettent d’affirmer que chaque composante isotypique X X* est
pseudo-isomorphe, en rant que A-module noeth6rien, une somme directe
finie de A-modules 616mentaires

xA(R)((R), A/L,,A)(R)((R) A/,&),
off les f, sont des polyn6mes distingus de l’anneau Z[’--I], et les m,
des entiers naturels non nuls.

Les entiers p=dimX, =edegf., et /=.em. sont des
invariants du A-module X, et nous disons que les caractres

to= ]po, =o, et/=
sont les paramtres du A[A]-module X. Les invariants d’Iwasawa clas-
siques sont les degrs de ces caractres.

4. Suites parametrees de Z,[J].modules. Si (u)e et (v)e sont
deux suites d’entiers, crivons u.-.v lorsque (Un--V)neV est borne.

Definition. Nous disons qu’une suite (X)e de Z[A]-modules finis
est paramtre par les caractres /-adiques virtuels p, 2, et/, lorsque les
ordres respectifs lX des composantes isotypique X sont donns asympto-
tiquement par la formule"

X. (p, o}nl + (2, o}n+
Donnons quelques exemples

(i) Soit (o le caractre cyclotomique (i.e. le caractre du module de
Tare T--lj__m/tn). La suite ([Jn)nN des/-groupes des racines de l’unit des
corps K, est paramtre par les caractres p=0, 2=(0,/=0.

(ii) Soit = le caractre l’infini (i.e. la somme
A des caractres unit des sous-groupes de dcomposition des places
l’infini de F). La suite. (E,/E"),eu, off E, est le groupe des units du corps
K,, est paramtre par les caractres p=Z=, 2=w--1, Z=0.

(iii) Soit Z le caractre de la l-dgcomposition (i.e. la somme .g,
sur les places de F au-dessus de l, oh g est l’indice de dcomposition de la
place dans la tour cyclotomique F=/F, et Z l’induit A du caractre unit
du sous-groupe de. dcomposition de 1: darts l’extension K/F). La suite
(E,/,"...]nN, 0.1 E’ est le groupe des /-units de K,, est paramtre par
p=O, 2=Z+w+(Z--I),/=0.

5. Thorme des param6tres. Pour ehaque naturel n, notons
le polyn6me (Z--l), et dsignons par V l’idal de l’algbre d’Iwasawa
A=Zz[[l’-l]] engendr par e (i.e. V=A+A). Le rsulta suivan
ramne l’tude d’un A[A]-module eelle de eertains de ses quotients finis"

Thor6me. Si X est un A[A]-moduZe noethgrien de paramtres p,
et p, la suite (X/V.X),v est paramtre par les m6mes caractres.

Les principaux modules X que nous considrons sont les suivants
( ) Le groupe de Galois Gal (C/K) de la /-extension ablienne non

ramifie maximale de K.
(ii) Le groupe de Galois Gal (C’/K) de la/-extension ablienne non

ramifie/-dcompose maximale de K.
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Tableau I

Modules
paramtrs Dfinition de ce module

Gal (C’/K)

Rad (C’/K)

Gal (M/K)

Rad (Mn/Kn)

Gal (H/Kn)

Rad (H/K)

Gal (Z/K)
Rad (Z/K)

Gal (M/Z)
Rad(M/Z)
,,,_2(K)

Gal (H, /Zn)
Rad (H/Z)
,q((K)

C’/K" /-extension ab61ienne
maximale non ramifi6e,
/-d6compos6e, d’exposant

M,/Kn" /-extension ab61ienne
maximale /-ramifi6e, d’ex-
posant

H/K compos6 des/-exten-
sions cycliques d’exposant ,
arbitrairement plongeables

Zn /K sous-extension d’ex-
posant de la compos6e des
Z-extensions.
noyau dans Kx/Kr des
symboles {,. }

,(K) son groupe de -torsion du noyau dans K(Kn)
des symboles moderns

,q((K) sous-groupe de -torsion du noyau dans K.(Kn)
des symboles de Hilbert

Paramtres

O)]gl-- --- 0)( 1)
a--a-+ (Z--I)
a2+o(:Z-- 1)

O)/Jg

Tableau II

A[A]-module
tudi

Gal (M /K)

Gal (H/K)

Gal (Zo/Koo)

Gal (Koo(Eoo)’//Ko)

Gal (C/K)

Gal(M /K,[(E)’/1)

Gal (C/Ko)

Gal(M /K[(E’)’/1)

Dfinition de ce module

Moo/Ko ab61ienne maximale
/-ramifi6e oA

Quotient sans A-torsion de
Gal (M/K)
E groupes des units de lwzK
C/K ab61ienne maximale
non ramifi6e
E groupe des unit6s de
K

C’ sous-extension/-d6com-
posse de C
E groupe des /-unit6s de
K

Paramtres
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(iii) Le groupe de Galois Gal (M/K) de la /-extension ablienne 1-
ramifi maximale de K.

(iv) Le groupe de Galois Gal (H/K) de la compose des/-extensions

cycliques des corps K, qui se plongent dans une /-extension cyclique de
degr arbitrairement grand.

Pour chacun de ces modules, l’tude du quotient X/X fair intervenir
le groupe de Galois d’une extension ablienne d’exposant sur le corps
K cette extension admet galement une description kummerienne, les
p,aramtres de son radical tant les reflets de ceux de son groupe de Galois
dans l’involution du miroir ZwZ- enfin, plusieurs des radicaux obtenus
s’interprtent comme noyaux de symboles classiques, ce qui precise les
rsultats de [4].

6. Tableau des parametres. Outre les caractres 0, X, et X d6j
d6finis, notons S l’ensemble des places au-dessus de l, puis:

( ) , le caractre de d6faut de la conjecture de Leopoldt (i.e. le carac-
tre du Z[A]-module des unit6s infinit6simales de K (cf. [3])).

(ii) 2 et/, les deux paramtres de la suite (Clan)heN des/-groupes des
S-classes d’id6aux des corps K. Nous obtenons le tableau I.

7. Appendice. Nous supposons ici que K/F admet une conjugaison
complexe (i.e. que K est une extension quadratique imaginaire d’un sur-corps
totalement r6el de F), et que K v6rifie la conjecture d’ind6pendance/-adique
formul6e dans [3] (ces deux conditions sont v6rifi6es par exemple si F est
r6el et K absolument ab61ien). Nous disons alors qu’un caractre/-adique
irr6ductible est rgel ou imaginaire selon qu’il agit trivialement ou non sur
la conjugaison complexe, et nous 6crivons X= X/+X la d6composition
canonique d’un caractre en ses composantes r6elles et imaginaires.

D6signons par _L le sous-groupe du /-groupe des classes d’id6aux Cl
(au sens ordinaire) de K, engendr6 par les classes des id6aux au-dessus
de 1.

Theoreme. La suite (-n)neN est paramgtrge par p=0, 2=Xi-, /=0.
L’identit6 Cl=Cln/_n conduit alors h la classification donn6e dans le

tableau II.
Remarque. Ces r6sultats contredisent la conjecture de Coates [1],

qui postule l’6galit6 de K[(E)v] et de Z.
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