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Sur la notion de fonction multiplicative et quelques
problmes qui lui sont associs

By Jean-Loup MAUCLAIRE
Centre National de la Recherche Scientifique, France

(Communicated by Shokichi I.N.G., M. ..., Sept. 12, 1985)

1o En thorie probabiliste des nombres, une fonction multiplicative
est une application f: N*C vrifiant f(mn)--f(m).f(n) quand (m, n)--1.
On a nonc dans [5] des rsultats relatifs/ des fonctions de ce type, dduits
du comportement de certaines sries de Dirichlet qui leur sont naturelle-
ment associes, soulignant que ce genre de question ne relive que de
mthodes de thorie de la mesure applique congrfiment sur les espaces
idoines. On largit ici le sujet.

2. Gneralisation de quelques concepts classiques. Soit T, u e N*,
une famille dnombrable d’ensembles dnombrables. Pour un u fix, on
considre une application N" T--[1, +oo[, dfinie par t N(t )et l’on
supposera pour simplifier l’expos, que l’on a N(t()) r/() N(t(o) 1
N(t))>l. Si t est un lment gnrique de T, il s’crit t() et l’on dfinit
la valuation v de t par v(t)=n si tu--t(:); ce qui nous permet d’crire
t--ty(t); on a v(t))=O.

Soit A l’ensemble dfini par A=(=(t)e,l v(t)+o}. A est
l’ensemble des lments de T-I-[ T dont les composantes t sont gales
t), saul pour un hombre fini de u. On notera par v(), la valuation sur

u de ] off est un lment de A, l’entier dfini par v()-v (projection de
sur T).

Soit 2 e A. Alors, l’expression N(2)-- 1-I N(t)) a un sens, et l’on
considre l’expression formelle

1
N(2)

seC.

On va supposer que pour Re SSoO, cette srie converge; on notera 5r(s)
sa somme, et on supposera aussi que son abscisse de convergence est
strictement positive quitte effectuer l’homothtie s-ps, on peut sup-
poser que pest gale 1, ce que l’on fera donc. On a donc dfini ainsi une
fonction r, la fonction Zta de A, d’abscisse de convergence 1. De mme
que dans le cas de la fonction de Riemann, on peut crire que, pour
Re sl,

1(s)= l-[

N(t,)
On remarque maintenant que, quitte h r6ordonner la suite N(t),

indexe par u, on peut supposer que N(tl), u e N*, est croissante au sens
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large. En effet, comme r a une abscisse de convergence gale 1, pour
tout 0 de , l’galit N()=N(o) n’a qu’un nombre fini de solutions sur .
On considre donc le produit (ordonn) T-- I-[ T, o les u sont ordonns de
faon ce que N(t) soit croissante au sens large, l’ordre pour les indices
tels que N(t)--N(t)=.+ tant choisi une lois pour toute. T est donc
d6fini sans ambiguit6 comme un produit ordonn6, et on va maintenant le
"probabiliser" de la faqon suivante.

On affirme d’abord que T est discret et

N(t))
1--

N(t))
On compactifie alors T, et le compactifi sera not T, en ajoutant le "pt

l’infini" not (t). T= T est compact, et comme z(T)=I, il est
immdiat que s’tend T et que g(T)=I. La mesure dp=@ dg
dfinie sur existe (par un thorme classique de Kolmogorov,) et l’on note
(, dg) l’espace des gonctions sur de puissance a-ieme dz-intgrable.

Remarque. I1 s’agit ici d’une construction dj utilise sur les entiers
strictement positifs par un certain nombre d’auteurs pour tudier certaines
fonctions arithmtiques ([1]). L’intrt de "compactifier" est que l’on de-
meure dans des structures sans surprises depuis les travaux de Kolmogorov
et, surtout, de Jessen (1933). On peut aussi "ne pas compactifier", utiliser
le fait que Test polonais, etc. ([2]). De route faon, en ce qui concerne le
problme present, les deux formulations mnent identiquement utiliser
la thgorie de la d&ivation sur (T, dp).

3. Position du probleme et enonc des resultats.
Definition. On appelle fonction multiplicative sur A une application

, f(t)=l pour tout u. Atoutf AC dfinie par f(]) r(t() et (0)

lment de A on associe une fonction I" A[0, 1} dfinie par" I()=1
si pour tout u, v()v(), et =0 sinon. On dsignera par F l’ensemble
des combinaisons linaires finies de onctions I coefficients rels.

Soit f une gonction multiplicative sur A. On suppose que G(s)
=e]f(2)[/N(2) converge pour Res>l; on notera alors par F(s) l’ex-
pressionef()/N(2). On considre les conditions
(0)" lim sup_ [r(s)-F(s)]=Ao existe et est non-nulle, oh 30 est un sous-

ensemble de C tel que"

Si z e 30, alors Re zl, 1 est adherent 0 et

lim sup r(Re z) k +.
()" lim sup_r(a)-G(a)=B est finie.

()" Pour tout s0, il existe0 tel que, si e F et vdrifie

on a"
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lim sup r(a)-. N()
On a alors le rsultat suivant"

Theoreme 1. Les conditions o, , ont pour consgquence" Pour
tout c1, les trois sgries

l--f(t))[, If(t)) f(t))l
,,< N(t) t,,> N(t) N(t)

sont convergentes.
On va maintenant introduire une condition H(A) portant sur A qui se

rvle, en fair, vrifie frquemment en thorie des hombres.
Soit S(x) la fonction relle dfinie par

s()

La condition H(A) est la suivante"
(H(A))" Pour tout t>o, fixe, supolS(tx)-S(x)l est fini.

On supposera dgsormais que A vrifie l’hypothse H(A) ci-dessus.
f &ant une fonction multiplicative sur A, pour un rel positif, on

dgfinit un ensemble A() de conditions, de la faon suivante.
A()" Pour tout c>1, les quatre sgries

f(t) 1
N(t) sa" N(t)
lf(t))l N If(t))

(,,> N(t)) N(t)
sont convergentes, et pour tout u l’expression of(t))/N(t) est
non-nulle. On considre alors un ensemble de conditions"
("))" la srie G(s)=slf()l/N(2) converge pour Re s>l.
()" lim 5r(s)-F(s)=A existe et est non-nulle, off F(s)=sf()/N(2)

est dfinie pour Re s>l, et off est un chemin de C tel que"

Si z e , alors Re z> 1, 1 est adherent , et

lim sup Im z
,- Re z-1

()" lim sup r(a)-G(a)=B est finie, off

G(a)= f(2) existe pour a>l.
N()

()) Pour tout >0, il existe V>0 tel que sir e F et vrifie

lim 5r(a)-’ lr(2)l <,. , N()
on a"

lim sup 5r(a)- N()
Les rsultats sont les suivants"
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Theoreme 2. L’ensemble de conditions (’*0(1), *1, ’2, 3(1)) dquivaut
A().

Theoreme 3. Pour tout 1, l’ensemble de conditions (5(o), , .)
dquivaut A(a).

4. Application. On se contentera d’en donner une, en citant un
rsultat que ni la mthode de [4] ni celle de [3] ne parait pouvoir fournir
facilement.

Th6oreme 4. Soit f une fonction multiplicative sur N*. On con-
sidOre l’ensemble de conditions A"

(A1)" , f(n) < -5 co si a> 1.
(

(A0" II existe deux entiers k et tels que
f(n)lim (s)-s-.1 n----- mod n

existe et est non-nulle oie le chemin vdrifie

1 est adhdrent et
Im zsup < +co.

Rez-1
Z-.1

(A); Pour tout >0, il existe 2>0 tel que" si est p4riodique et

lim (a)- [’(n)[ <
a-.l+ n=l n

alors
(n)lim sup (a)- <.

a-*l+ n=l

Ces conditions A, A, A impliquent il existe un caractre de Dirichlet
Z(n) tel que f(n)Z(n) est presque-pdriodique au sens de Besicovitch par
l’exposant 1, et moyenne non-nulle.

N.B." La rciproque peut aussi s’tudier dans le contexte precedent.
Les mthodes de dmonstration utilises sont essentiellement une forme
plus labore de celie prsente dans [5], et l’ensemble paraitra prochaine-
ment.
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