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64. Sur la notion de fonction multiplicative et quelques
problémes qui lui sont associés
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Centre National de la Recherche Scientifique, France

(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. J. A., Sept. 12, 1985)

1. En théorie probabiliste des nombres, une fonction multiplicative
est une application f: N*—C vérifiant f(mn)=f(m)- f(n) quand (m,n)=1.
On a énoncé dans [5] des résultats relatifs & des fonctions de ce type, déduits
du comportement de certaines séries de Dirichlet qui leur sont naturelle-
ment associées, soulignant que ce genre de question ne reléve que de
méthodes de théorie de la mesure appliquée congrliment sur les espaces
idoines. On élargit ici le sujet.

2. Généralisation de quelques concepts classiques. Soit T, u € N*,
une famille dénombrable d’ensembles dénombrables. Pour un u fixé, on
considére une application N: T,—[1, + o[, définie par t»—->N{E™) et 'on
supposera pour simplifier 'exposé, que I'on a NtM)=N@P)", Nt)=1,
N@E®)>1. Sit, est un élément générique de T, il s’écrit ¢t et I'on définit
la valuation v, de ¢, par v,(t.)=n si t,=t; ce qui nous permet d’écrire
t,=t=¢; on a v,(tP)=0.

Soit 4 I'ensemble défini par A={A1=)uen+| Dou Vu(t) <+ o0}, 4 est
Iensemble des éléments de T'=[], T, dont les composantes ¢, sont égales
a t, sauf pour un nombre fini de #. On notera par v,(2), la valuation sur
% de 2 ol 2 est un élément de 4, 'entier défini par v,(3)=9v, (projection de
Asur T,).

Soit 2e 4. Alors, I'expression N(A) =[], N@tL)**® a un sens, et 'on
considére I'expression formelle

1

54 N@* '
On va supposer que pour Re s>s,>0, cette série converge; on notera {,(s)
sa somme, et on supposera aussi que son abscisse de convergence p est
strictement positive; quitte & effectuer ’homothétie s—ps, on peut sup-
poser que p est égale & 1, ce que 'on fera done. On a donc défini ainsi une
fonction ¢, la fonction Zéta de 4, d’abscisse de convergence 1. De méme
que dans le cas de la fonction ¢ de Riemann, on peut écrire que, pour
Res>1,

seC.

Er()=T] S
vy 1
NG
On remarque maintenant que, quitte & réordonner la suite u—N(t$),
indexée par u, on peut supposer que N(t?), u € N*, est croissante au sens
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large. En effet, comme ¢, a une abscisse de convergence égale & 1, pour
tout 2, de 4, ’égalité N(A)=N(4,) n’a qu’un nombre fini de solutions 2 sur 4.
On considére donc le produit (ordonné) T'=[], T, ou les « sont ordonnés de
facon a ce que N(t{) soit croissante au sens large, I'ordre pour les indices
tels que N(tP)=N(t{ )= - - étant choisi une fois pour toute. T est donec
défini sans ambiguité comme un produit ordonné, et on va maintenant le
“probabiliser” de la fagon suivante.
On affirme d’abord que 7', est discret et
= (=)

2, () NGDy x {1 e
On compactifie alors T, et le compactifié sera noté T,, en ajoutant le “point
a linfini” noté (t3). T=T[,T. est compact, et comme g, (T,)=1, il est
immédiat que g, s'étend a T, et que p,(T,)=1. La mesure dp=Q, dy,
définie sur T existe (par un théoréme classique de Kolmogorov,) et I’on note
LT, dp) Vespace des fonctions sur T de puissance a-ieme dp-intégrable.

Remarque. Ilg’agitici d’une construction déja utilisée sur les entiers
strictement positifs par un certain nombre d’auteurs pour étudier certaines
fonctions arithmétiques ([1]). L’intérét de “compactifier” est que I'on de-
meure dans des structures sans surprises depuis les travaux de Kolmogorov
et, surtout, de Jessen (1933). On peut aussi “ne pas compactifier”, utiliser
le fait que T est polonais, etc. ([2]). De toute facon, en ce qui concerne le
probléeme présent, les deux formulations meénent identiquement & utiliser
la théorie de la dérivation sur L=(T, dy).

3. Position du probléme et énoncé des résultats.

Définition. On appelle fonction multiplicative sur A une application
S A—C définie par f(A) =[], f{»®) et fEP)=1 pour tout u. A tout
élément 6 de 4 on associe une fonction I,: 4—{0, 1} définie par: I,(A)=1
si pour tout u, v,(0)<v,(3), et =0 sinon. On désignera par I' 'ensemble
des combinaisons linéaires finies de fonctions I; a coefficients réels.

Soit f une fonction multiplicative sur 4. On suppose que G(s)
=>4l F(A|/N(2)* converge pour Res>1; on notera alors par F(s) I'ex-
pression > ., f(A/N()*. On considere les conditions
(dy): lim supsgé |€2(s)"'F(s)|= A, existe et est non-nulle, ol S, est un sous-

ensemble de C tel que:
Size S, alors Rez>1, 1 est adhérent & S, et

lim sup CT(Re 2) 1<k <+ oo.

2-1

2€80

(Z,): limsup,..¢.(0)'G(e)=B est ﬁnle.
o>l
(Iy: Pour tout >0, il existe >0 tel que, si 7 e I" et vérifie

[7(D)]
lzrllcf(o) ZI NGy <%

on a:
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On a alors le résultat suivant:

Théoréme 1. Les conditions 9,, 9,, I, ont pour conséquence: Pour
tout ¢>1, les trois séries

[1— S |f@ED)] | SEE)|
vf(t&z?;xc NED) If(t.‘}Z’EDc NED) ' Zu: ’§2 NGEP)

sont convergentes.

On va maintenant introduire une condition H(A) portant sur 4 qui se
révele, en fait, vérifiée fréquemment en théorie des nombres.

Soit S(x) 1a fonction réelle définie par

1
SW= & . N

La condition H(A) est la suivante:
(H(4)): Pour tout t>0, fixe, Sup,,|S(tx)—S(x)| est fini.

On supposera désormais que A vérifie Uhypothése H(A) ci-dessus.

f étant une fonction multiplicative sur 4, pour un « réel positif, on
définit un ensemble A(w) de conditions, de la fagon suivante.

A(a): Pour tout ¢>1, les quatre séries

J@EH—-1 | fE)—1F
% NGED) .fu%f.g NED)
&I LfEM)|
f(c,‘,}Z’):>c N@ED) ' Zu ,é N@E®)

sont convergentes, et pour tout u l'expression [][,=2> >0 FEP)/N(EP) est
non-nulle. On considére alors un ensemble de conditions:
(G5 : la série G (8)=2 14| f(D]*/N(2)* converge pour Re s>1.
“T): 1inl1 Er(s)"'F(s)=A existe et est non-nulle, oll F(s)=> e, f(A/N(A)*

3€s
est définie pour Re s>1, et ot S est un chemin de C tel que:

Size S, alors Rez>1, 1 est adhérent & S, et
——————'SC<+00.

(T): lim sup {,(0)"'G(s)=B est finie, ol
o1

a>1

_v |f@| ;
G(o) -m};]‘ NGY” existe pour ¢ >1.

(G®): Pour tout ¢>0, il existe >0 tel que si 7 € I" et vérifie

- s @)
lug; &)™ 2 NGy <,

on a:

; s TS @A)
llrriiup Lr(0) IGAWQ&

e>1
Les résultats sont les suivants:
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Théoréeme 2. L’ensemble de conditions (I, Ty, Ty, T§P) équivaut a
AQ).

Theéoréme 3. Pour tout a>1, U'ensemble de conditions (4§, I, Iy)
équivaut a A(a).

4. Application. On se contentera d’en donner une, en citant un
résultat que ni la méthode de [4] ni celle de [3] ne parait pouvoir fournir
facilement.

Théoréme 4. Soit f une fonction multiplicative sur N*. On con-
sidére I’ensemble de conditions A :

A): 5L <o sio>1
n=1 4
(A,): Il existe deux entiers k et 1 tels que
limge 3 L@

s—1 n==l mod % n’
ses

existe et est non-nulle on le chemin S vérifie:
Sc{z|Rez>1},
1 est adhérent a S et
Imz
Rez—-1
(Ay); Pour tout >0, il existe >0 tel que: si 7 est périadique et

lim ¢@) 55 70 <)

a—1+ n=1 N’

sup
2€8
z-1

'<-|-oo.

alors:
lim sup (o) 3 LOLTOI <,

n=1
Ces conditions A, A,, A, impliquent : il existe un caractére de Dirichlet
X(n) tel que f(n)X(n) est presque-périodique au sens de Besicovitch par
Pexposant 1, et a moyenne non-nulle.
N.B.: La réciproque peut aussi s’étudier dans le contexte précédent.
Les méthodes de démonstration utilisées sont essentiellement une forme
plus élaborée de celle présentée dans [5], et ’ensemble paraitra prochaine-
ment.
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