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1. Introduction. L’une des ingalits les plus utilises en thorie
probabiliste des nombres est l’ingalit dite de "Turan-Kubilius" ([2]). Sous
sa forme originale aussi bien que sous sa forme duale, elle a jou un rSle
important et continue / tre utilise avec succs. On se propose ici d’en
fournir une extension des semi-groupes plus gnraux que ceux habitu-
ellement considrs.

2. Position du probleme et resultats.
i) Soit A un semi-groupe norm par N(’), engendr par un ensembl.e

P de "nombres premiers" 10, sur lequel on fair les hypotheses suivantes

Hi" l <_Ax, Aabsolue.
N(a)x

H." [-[ (I+I/N(p))<_B log x, x_>2, B tant uneconstanteabsolue.
N(p) Kx
pP

H3" log N(p)<_Cx, C absolue.
N(p)<x
pP

Remarque 1. H. a pour consequence que
(p)gx 1/(N(p)) <_log log x+log B+ O(1).

Pour tout p e P, on dfinit une fonction p" A-+{0, 1} par"

e(a)--I si p divise a exactement, 0 sinon,
et on dit qu’une application f" AoC est une fonction additive si pour tout
a s’crivant a-- I-I ,,()=1 p, on a"

f(a)- , f(p).
;p(a) =1

N.B." Si p(a)=l, on notera u=v(a), analogue de la valuation p-adique
usuelle.

ii) Le r4sultat est le suivant"
Theoreme. A satis/aisant aux hypotheses HI, H, H3, iI existe une

constante absolue C telle que"

Pour route fonction additive f" A-.C, et pour tout x, on a"

1 , ’f(a) f(P)[x () (p)N(p) x N(p)
iii) Applications.
a) La forme duale de l’ingalit de Turan-Kubilius pouvant s’obtenir

par la mthode dvelop.pe par P. D. T. A. Elliott ([1]) partir de l’ingalit
ci-dessus, il est souligner que cette relation de type "grand crible" de-
mande trs peu pour tre obtenue.

b) Si A satisfait "
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H(M)" , 1-- Lxq- o(x), L0, x--+ q- oo,
N(a)<x

H(C)" , logN(p)<_Kx,
N(p) <z

alors, le lemme C. 3 dans [3] page 112 donne
1/(N(p)) log log x+ O(1).

N(p)<x

Par consequent, si e(a) est dfinie par"

o(a)= 1,
v(a)>0

on a une ingalit de Hardy-Ramanujan, i.e." il existe K absolu (mais
dpendant de A) tel que"

(l/x) l(a)-log log xl:<_K log log x.
N(a) Kx

Remarque 2. Le rSle de la fonction de dnombrement de A est de peu
d’importance dans l’tablissement de la relation. En outre, la mthode de
dmonstration est susceptible d’adaptation & des contextes plus gnraux.
Signalons que 3-b, off l’on se ramne & f_0, peut tre vit on utilise & la
place une ingalit classique.

:. Schema de la demonstration. Afin de simplifier les notations, on
donne la dmonstration dans le cas A--N*, en se rfrant cependant
H, H, H.

a) On fixe x>0. Alors, on d4finit E par"

E {n>0 I((n)> 0)@(p _< x)},
on pose" g(pg---0 si px,

1 l--lip off r=[lgx]p 1--1/pr+ tlogp_’
si <x

tant ici le "crochet de Gauss". Par un calcul direct et sans subtilit,
on tablit le lemme suivant, qui correspond l’indpendance statistique"

Lemme. Pour tout p et q premiers, et p entiers>O, on a"

i) , (n)--g(p9 =0,
nEx n

ii) , (1/n)((n)--/(pO)(q(n)--p(qO)=O si p:/:q,
nEx

/(p).(1--/(p)) (l/n) si p=q,
nEx

--[(Pgl(PO (l/n) si p=q et :/:.
nEx

Remarque 5. H nous donne que n(1/n)--O (log x).
b) Une utilisation (immediate) de l’ingalit de Cauchy-Schwarz-

Bouniakovsky montre que si l’ingalit es vraie pour f_O, elle est vraie
en gnral pour f valeurs complexes. On suppose donc .f_O.

c) On pose S(x)=/(P)f(PD.
A(x)= If(n)-S(x)l log n, i.e.

nx, }, (f(PO" (u))--S(x)[ q(n) log q
nx I<x q<x

Z log q Z q(n)(n)f(Pg-q(n)S(x)l
qPx nx

Z logq Iq(mqOf(qO- , (n)f(PD-S(x)l
q n=mqx pgx

(re,q) =1
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, logq If(q0+ (m)f(P)-S(x)l
q,o mx/qP px

(re,q) =1

log q (2[f(q0]+2[ (m)f(p)-S(x)]).
qPx mx/qP px

(re,q) =I

On majore cela en otant la condition (m, q)= I, et par H, on peut crire que
log q, 2f(q0g2 f(qO log q[A X (x/q0]

qPx mx/qP qPx

2Ax log xq(f(qO) / q".
Pour ce qui est du second terme, on crit que

log q. 2[ .,(m)f(pO--S(x)]
qPKx mKx/qP pKx

2 Z (m)f(pO--S(x)]. Z log q
mx pKx qPx/m

g2 e(m)f(pO-S(x)].C(x/m), par H
mx pKx

g2Cx (l/m)[ (m)f(pg-S(x)]
mGEx

car mgx entraine que m e E, et l’on a

Z (l/m)[ f(pO(m)-S(x)]
mEx pKx

(l/m) ((m)--Z(pg)f(pO]
mEx pKx

f(P)f(qO Z (1/m)((m)--Z(pO)(q(m)--z(qO)
pKx mEx
qPx

Z f(POZ(P)(1-Z(P)) Z (l/n) + Z f(P)f(P)" (POZ(PO" Z (1/n),
pKx nEx pKx nEx

par le lemme, et comme f0, le second terme est ngatif, et l’on majore
donc par

f(pOz(pO(1-Z(pO) (1/n)g f(pOz(pO K’ log x par H
pKx nKx

et comme (P0 1/p, on majore encore par" K’ log x f(PO, ce qui nous

donne"
: il existe une constante absolue K telle que

A(x)= If(n)-S(x) log ngKx log x Z (f(PO)/P.
nKx

d) 0n remarque alors que"

If(n)-S(x)lg If(n)-S(xO+S(x’O-S(x)l
nxll nxlU

2 If(n)-S(x/)+2 [S(x)-S(x/).
nKx] nKxlI

Or, tout d’abord, on a, pour un C absolu
2 f(n)-S(x/)CA(x/), et par C
ngxl

gCKx/ log x Z (f(PO)/P
et de plus"

IS(x)-S(x/)l_ , (f(pO)/pl’, car Z(pO<l/p
x<.px

_ , (f(pO)/p. 1/p
x] pKx xlpKx

Clog x. (f(pO)/p, C absolue,
xlKpKx

par la Remarque 1.
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D’ofi l’on dduit, par H", If(n)--S(x)l_Cxv log x (f(p))/p, C absolue.
n<_x p<x

e) On crit que"

f(n)--S(x) f(n)-S(x)+ f(n)-S(x)l(logn/logxv)
nx nx] x/nx

Cx/ log x (f(p))/p+(2/log x)A(x), par d),
pKx

Cx (f(p9)/p, par .
f) Pour avoir l’ingalit requise, on crit que

f(p). 1 lip --1

f(p) (1 1--1/p"’ )1=E x

1--1/p < 1 .< C, off C est absolu, et l’on majore
(1_l/p)(l_l/p,,+,) (1_1/p2)

par" (, f(P)) C, que l’on majore, grce l’ingalit de Cauchy-

Schwarz-Bouniakovsky, par"

(f(P’)2)/P E (1/P+)--C

_
(f(Pf)/P’,

px px

C absolu, grace H.
g) Comme

[/(n) (f(p)) /p’]= , [(f(n) S(x))+ (S(x) (f(p))/p)]
n<_x px nx pKx

<_2[ , I/(n)-S(x)l]+2([S(x) (f(pg)/pq. , 1),
nKx pKx n<x

on conclut par e) et f).
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