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1o F. TrOves a consid,r l’existence des solutions ,lmentaires des
oprateurs aux d,rives partielles coefficients constants dpendant du
paramtre [1]. I1 a prouv que l’on pouvait les choisir comme les Conc
tions du paramtre valeur dans ’. (espace des distributions) [2]

Dans cette note, nous allons prouver la mme conclusion de TrOves
pour les oprateurs linaires aux diff,rences coefficients constants pos-
sdant les termes infinis d,pendant du paramtre.

2. Thoreme. Soit A une Cvarit. {C()}= soit une suite des C
fonctions en 2 e A valeur dans C qui air les proprigtgs que pour tout, {C()}=4:{0} et pour tout opgrateur diffrentiel D sur A = IDC()I
converge localement uniformdment dans A. Et {a()}__ soit la mgme suite
valeur dans R qui ait les proprigtgs que pour tout {a(2))= soient mu-

tuellement distinctes et pour tout opdrateur diffdrentiel D {Da())}__ soit
localement uniformgment bornge dans A. Alors les opgrateurs lingaires aux
diffgrences coefficients constants possgdant les termes infinis dgpendant
du paramtre o=x C()r() ont une solution glgmentaire E qui est une C
fonction en valeur dans ’.

Demonstration. En .tablissant le Lemme 3 de cette note, on peut le
prouver par la mme mthode que [1] dans lequel on a obtenu le Th.orme
1 des Lemmes 3 et 4.

3. Lemme 1. Soient {C}__4:{0} une suite des nombres complexes
qui soit absolument convergente, (]}o__x et {a}o; une suite des nombres rgels

tel que IaI=M. Posons F(,z)== Ce,e"pour z e C et ;=(Vl,;,"" ").
Alors on obtient (1) F(, z)O pour tout .

(2) F(, z) est uniformgment continue en
pour tout r O.

(3) I1 existe un entier mO tel que F(, z) admet au plus m racines,
si l’on compte chacune avec son ordre de multiplicitg dans l’unitg-disque

{zllzl<__l} pour tout .
(4) On fixe un m de (3). Pour tout {r}y=+l; Orxr ...r+xl,

on pose )(ri)--MaXx_k_,+l inf=rlF(,z)l. Alors () admet un minimum
positif dans R.

Demonstration. (1) S’il n’tait pas vrai, on pourrait faire l’hypothse
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que C4=0 et -C=,= Ce("-"’. On pose s/(z)= ,...>., C.e(’-" et s-(z)

=...<. C,,e( ". Sup {Is-(z)llz; Im zg-3} tend vers 0 lorsqueS+.
Donc il existe G>0 tel que ]Cl/2g[s+(z)Ig3 C/2 pour z; Im zg-G.

Pour z Im z G, on obtient

0n en d6duit que s et s- sont born6s dans tout C et ne sont pas constants.
Mais c’est en contradiction avec le thorme de Liouville.

(2) Soit 0eR. Dans un disque {z[ z]gr}, on a F(,z)-F(, z)g
C-- e +2e >C.
Pour 0, on prend N tel que 2e >C]</2 et pose V()=

{ e R]I--<e-/2(=}C]) pour lgjgN}. Alors pour tout e V(),
on obtient ]F(v, z)-F(, z)]<.

(3) S’il existe un entier N tel que --=2uN pour tout ], F(, z)=
F(’, z). Donc on peut toujours supposer que e 0, 2u]. Soit vo e [0, 2u].
0n d6duit de (1) que F(,z) admet au plus m0 racines dans le disque
{z}z]g2}. Doric il existe un r; l<r<2 tel que in,,=F(,z)O.

0n d6duit de (2) qu’il existe un voisinage V() de 0 tel que pour tout
e V(), F(v, z)-F(v, z)]<in,,=F(, z)] dans le disque {z[zgr}.

Sp6cialement on obtient F(,z)--F(,z)]<[F(, z)[ dans le cercle
{z][z[=r}. 0n d6duit du th6orme de Rouch6 que pour tout e V(V), F(, z)
admet au plus m0 racines darts le disque {zzgr}.

Donc il est clair que pour tout 0 e [0, 2], il existe un voisinage V()
de 0 et un entier m0 tel que pour tout e V(), F(, z) admet au plus m0
racines dans l’unit.-disque {z}zg 1}.

Comme [0,2u] est compact, il existe un entier m>0 tel que F(, z)
admet au plus m racines dans l’unit-disque {z}zgl} pour tout V e [0, 2u].

(4) 0n d6duit des (2) et (3) que () est une onction continue et
positive. Donc on obtient la conclusions dans [0, 2=] qui est compact.

Lemme 2. Soit AcR pour un entier dO. Soit {C(2)}=, une suite des
fonctions continues en e A valeur dans C tel que la sdrie= C(2)[ con-
verge uniformgment dans Aet elle soit positive pour tout
la mme suite valeur dans R qui soient mutuellement distinctes et [a()]
M< (]=1,2,...)pour tout e A. Alors pour tout o e A il existe un
voisinage U(o) de o, un e R 0= 1, un entier m0, un hombre rgel KO
tel que pour {r}2: O<r<r<. <r+,<l, tout e Rn, tout e U(2o)

ax inf C(2)e-,+ K.
NeNm+ l=r 2

Dmonstration. D’abord on eut ehoisir 0 tel que 01=1 et ’(a(20), 0) a,(20), 0). Alors on alique le Lemme 1

C(o)e-<(’e-("’.
j=l

Soit K son minimum ositif darts A xR. On obtient

C()e-’’- C(o)e-’
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-<_ E Ic(1)-c(0)l e" + X IC(0)l la(1)-a(0)l e
j_;V j<

+ c(l+ Ic(ol e
>N

dans l’unitfi-disque {lll 1},
Done il est clair qu’il existe un voisinage de U(2o) de 2o tel que

ax inf C(2)e-,+ K
1NkNm+l Iz[=rk j=l 2

pour tout e R tout 2 e U(20).
Lemme 3. Posons Q(2,)=}= C(2)e-<()’). On suppose que A,

{C(2)}=, {a(2)}= satisfassent aux mgmes hypothSses du Lemme 2. Ensuite
soient {C(2)}=, {a(2)}= une suite des Cfonctions. Alors pour tout 2o e A,
il existe un voisinage U(2o) de 2o dans lequel pour tout s>O, il existe
tel que

ou , ’ e ", , ’ e U(0), [l 1.
Dmonstration. Prenons N tel que 2 ;> ]C.(I)]

1, 2, ., N, on obtient

c(a)-c(a’)l e +I c(z)I

Par l’hypothse, on peut supposer qu’il existe constants L, r, s>0 tel
que IC()-C(Z)IL I-Z], a(1)--a(1’)I r --’, =pour , ’ qui appartiennent au voisinage U(0) de 0. Donc on obtient la
conclusion en prenant >0 tel que

Max [(5 L+s Max T)e seeMlY<=1 IjN

Je tiens remercier Prof. T. Muramatu pour l’aide qu’il m’a apport6e.
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