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Quelques exemples d’op$rateurs hypoelliptiques
d caractristiques doubles

Par Susumu TANAB]
Dpartement de Mathmatiques, FacultY. des Sciences, Universit de Tokyo

(Communicated by KSsaku YOSIDA, M. ,T. A., Feb. 13, 1989)

1. ]nonces des resultats. Le but de cet article est la dmonstration
de l’hypoellipticit de l’oprateur qui est un oprateur perturb d’un op-
rateur non-hypoelliptique. Nous partons du rsultat suivant.

Theoreme 1 (A. Gilioli, F. TrOves [1] et A. Menikoff [5]). Soit P(t, x,
Dr, Dx) un opgrateur de la forme"
(A) P=(Dt-- itDx)(Dt +itD)+ bt-lD
ot k est un entier positif quelconque, (t, x) e R2, Dt =3/i3t, Dx--3/i3x. b
constante.

P est microlocalement hypoelliptique C ainsi qu’hypoelliptique analy-
tique au voisinage de p-{(t, x, r, ); t=r---0, --1} e T*R si et seulement
si"

b e {2(k+ 1)Z/ } U {2(k+ 1)Z/ + 2}
(resp. 2(k+ 1)Z+ 1) pour k impair (resp. pair). Z/ {0, 1, 2, }.
Notre rsultat principal est le Thorme suivant.

Theorme 2. (i) Soit P’ un opdrateur de la forme P’-=ct /rDx, oit r
est un entier positif tel que 0 < r k.

(ii) Soit P" un opdrateur de la forme P"=ct+rlDxl3/, ot r est un
entier positif tel que (k- 1) 2 r k.
Pour ces deux cas c est constante.

Soient les opgrateurs (B) et (C) comme ci-dessous
(B): P+P’=(Dt--itD)(Dt+itD)+bt-Dx+ct+Dx
(C): P+P"=(Dt--itD)(Dt+itD)+bt-D+ct+rlDl/2

o b =0 (resp. b 1) dans le cas ot k est impair (resp. pair).
Dans ces deux cas (B) et (C) sont hypoelliptiques C et hypoell,iptiques

analytiques au voisinage de l’origine si et seulement si c n’est pas nul.

Remarque 1. V.V. Grushin [3] a trouv6 le ph6nomne du r6tablisse-
merit d’hypoellipticit6 (Th6orme 2, cas i, le cas oh k= 1 et r= 1), et K. H.
Kwon [4] a assur6 ce ph6nomne dans le cas oh k= 1 etr est un impair quel-
conque.

Remarque 2. On d6duit de la d6monstration ci-dessous que si k etr
sont impairs (resp. pairs), et b / 2 e {(k+ 1)Z+ + 1} [2 {k+ 1)Z/ } (resp. e (k+ 1)
Z+(1/2)) alors Th6orme 2 est 6galement valable.

2. Preparation $ la demonstration du Theorme 2. Soit u(t, x) une
solution de P u(t, x)=0. On a la transformation de Fourier de l’op6rateur
(B) par rapport/ x;
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P(t, D, )=(D--it)(D+it)+bt-’+ct /.
On est amen considrer la dilatation de variable; s=tll

(P+P’)(s, D, ) (D--is)(D+is) + bs-+ cs +-<r 1)/<k 1).

(Le suffixe "G" au-dessus de P dsigne la capitale de Grushin.)
Soit u(s) la solution de

(D)" P(s, D)u(s):(D+ s + (b + k)s-)u(s)= O.
Dans le cas ota k est impair, on se souvient que la solution propre pour b
k=(2J+ 1)(k+ 1)+ 1 est une fonction impaire (notre (y)) et celle pour b+
k=(2J+1)(k+1)--1 est une fonction paire (notre 5(y)). Dans le cas oh k
est pair, A. Menikoff a la forme exacte de fonction propre pour b+k=
(2]+ 1)(k+ 1), c’est h dire, de la solution dcroissante (s) de l’quation"

(D+ s + (2]+ 1)(k+ 1)s-)q(s) =0.
Pour achever la dmonstration du Thorme 2, on utilise quelques noncs
et notions de Grigis et Rothschild [2].

Soit z=l$l-’/, alors (C) peut tre crit"
(E)" (P-+-P’)(s, D, )--(D--is)(D-is)-kbs--kcs/rzr/.
L’espace engendr par la transformation de Fourier de fonction propre de
(E) qui est une perturbation de la onction propre nulle de (A) s’appelle
E(x). Considrons ici l’oprateur L(D;1/(/’) E(x)-E(x). L(D;/(/I))
proj. E. z-(P/P’)(s, D, )], off proj. E dnote l’oprateur de projec-
tion sur E(x). Dans cette situation on ale critre pour l’hypoellipticit
que l’on dduit des rsultats de Grigis-Rothschild [2] et de Okaji [6].

Proposition 3. L’opgrateur (B) est hypoelliptique analytique (resp.
hypoelliptique C) (0, Yo, O, o) si et seulement si L(D;1/(/) est hypoellipti-
que analytique (resp. hypoelliptique C) (Yo, o).

On remarque ici qu’il existe un oprateur pareil L’(z) pour l’oprateur
(c).

3. La dmonstration du Th6orme 2. Nous notons ici"

P=D+s-ks- si k est impair,
=D+s--(k+l)s- si k est pair,

po cs +.
D’aprs [2] nous pouvons supposer ici que les valeurs propres et onctions
propres ont des dveloppement analytiques

h(s) ho(s) + zh(’)(s) + zh()(s) +...
oh z=-((r/)/(/)) et h()(s) appartient 3(R). En suite on obtient la rela-
tion suivante

(P+zP’)(ho+zh() +zh() +... )
=(z() +z,() +. )(ho+zh() +zh() +. ).

Si l’on extrait les termes d’ordre un en z et d’ordre deux en z, alors

z(P’ho+Peh())
z(Ph() +.P’h()) z(()h() -- ()ho).Par la suite nous utiliserons la notation simple de Dirac"
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u(t)P(t, Dt)v(;)dt-

(I) Le cas oh est impair. Dans le cas oh P’a--ct/i/l, on peut
dmontrer la positivit de la valeur propre petite et donc l’hypoellipticit
de l’oprateur (B). La quantitY"

()(h0l lh0 c(ho ++ Iho + (hoPho),

n’est pas nulle si et seulement si c n’est pas nul car (hot++ho} est une
intgrale d’une fonction paire positive saul en origine.

Si P’ ct + alors

parce que c’est une intgrale d’une onction impaire. I1 2aut donc estimer
la deuxime approximation de la valeur propre

(=(hoPh()}
On a utilis ici le ait que P est un oprateur autoadjoint. Si on pose

h(t)=0 c0](t) + c7($) (D’aprs la thorie de Sturm-Liouville, el(t) et
7(t) sont denses dans (R).), alors

Aprs avoir effectu4 un peu de calcul, on a la orme explicite de valeur
propre suivante

2()=c E (;It+lho}/{(2J(k+l)+2)(;[t-];)}
Ici (71t-])>0, donc 2()>0. La dmonstration lorsque k est impair
est complete.

(II) Le cas od k est pair. D’aprs [5], on peut d4composer la onction

propre en la onction paire 7(t) et impaire ](t)" (t)=7(t)+](t).
Afin de d4montrer que les valeurs propres pour les oprateurs avec

perturbations d’ordre infrieurs ne sont pas nulles, il est suffisant de
calculer

() (+; (t) + +;(t) ct + +; (t) + +;(t)}.
Si la perturbation est une onction impaire, alors on a

() c(+; (t) +
2c(+; (t) t+’ +l+(t)}.

Cette int4grale ne peut pas tre nulle, car t;(t)=(t).
Dans le cas d’une perturbation paire"

()= c<:(t) +
c(<;(t) lt 2(t)> + < (t) it l;(t)})

L’int6grale ci-dessus n’est pas nulle si c0, car il est une intgrale
d’une fonction paire positive saul en origine. Ainsi, on obtient l’hypoel-
lipticit6 de l’op4rateur (B), n’importe que k soit pair ou impair.

On peut paralllement d6montrer l’hypoellipticit de l’op6rateur (C)
l’aide de cette m6thode. On posera alors z=(/)-(+)/(+), en d6veloppant
les fonctions propres et valeurs propres.

L’auteur voudrait remercier le Prof. A. Kaneko de ses nombreux
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conseils valables donns lors des s6minaires, et tient remercier Dr. T.
Sakurai de lui avoir suggr6 ce problme et innombrables avis importants
qu’il a 6mis. Si cette discussion n’avait eu lieu aprs chaque s6minaire,
cet article n’aurait pu jamais vule jour.
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