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10. Quelques exemples d’opérateurs hypoelliptiques
d caractéristiques doubles

Par Susumu TANABE
Département de Mathématiques, Faculté des Sciences, Université de Tokyo

(Communicated by Kosaku Yosipa, M. J. A., Feb. 13, 1989)

§1. Enoncés des résultats. Le but de cet article est la démonstration
de ’hypoellipticité de I’opérateur qui est un opérateur perturbé d’un opé-
rateur non-hypoelliptique. Nous partons du résultat suivant.

Théoreme 1 (A. Gilioli, F. Tréves [1] et A. Menikoff [5]). Soit P(¢, x,
D,, D,) un opérateur de la forme:

(A): P=(D,—it*D)(D,+it*D,)+bt*'D,
ot k est un entier positif quelconque, (¢, x) € R*, D,=3/it, D,=d/i0z. b:
constante.

P est microlocalement hypoelliptique C= ainst qu’ hypoelliptique analy-
tique au voisinage de p={t, x,7,8); t=1t=0, é=1}e T*R* si et seulement
si:

be{2(k+DZ YU {2(k+DZ, +2}
(resp. &2(k+1)Z+1) pour k impair (rvesp. pair). Z,={0,1,2, ---}.

Notre résultat principal est le Théoréme suivant.

Theéoréme 2. (i) Soit P’ un opérateur de la forme: P'=ct**"D,, oo r
est un entier positif tel que 0K r<k.

(ii) Soit P’ un opérateur de la forme: P"=ct**"|D,**, ou r est un
entier positif tel que (k—1)/2<r<k.

Pour ces deux cas c est constante.

Soient les opérateurs (B) et (C) comme ci-dessous :

B): P4 P =(D,—it*D,)(D,+1t*D,)+bt*'D, +ct**"D,
©): P4+ P’=(D,—it*"D)(D,+1it*D,) +bt*-'D,+ct**"| D |
owt b=0 (resp. b=1) dans le cas ou k est impair (resp. pair).

Dans ces deux cas (B) et (C) sont hypoelliptiques C= et hypoelliptiques
analytiques au voisinage de I’origine si et seulement si ¢ n’est pas nul.

Remarque 1. V. V. Grushin [3] a trouvé le phénomeéne du rétablisse-
ment d’hypoellipticité (Théoréme 2, cas i, le cag ol k=1 et r=1), et K. H.
Kwon [4] a assuré ce phénomeéne dans le cas oll k=1 et » est un impair quel-
conque.

Remarque 2. On déduit de la démonstration ci-dessous que si k et r
sont impairs (resp. pairs), et b/2¢e {(k+1)Z, +1}U{k+1)Z,} (resp. € (k+1)
-Z+(1/2)) alors Théoréme 2 est également valable.

§2. DPréparation a la demonstration du Théoréme 2. Soit u(f, x) une
solution de P u(t, x)=0. On a la transformation de Fourier de ’opérateur
(B) par rapport a x;
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P(t, D, &=(D,—it"e)(D,+it*¢) + bt* & 4-ct**"&.
On est amené a congidérer la dilatation de variable; s=t|&[/**",
(PG-l-P/G)(S, Ds’ s)____(Ds_isk)(Ds_l_isk)_l__bsk—l+csk+r$—(r+l)/(k+l).
(Le suffixe “G” au-dessus de P désigne la capitale de Grushin.)

Soit u(s) la solution de
D): Pé(s, D )u(s) =(D*+s* 4+ (b+k)s*Hu(s)=0.
Dans le cas ol k est impair, on se souvient que la solution propre pour b+
k=@J+1)(k+1)+1 est une fonction impaire (notée ¢;(y)) et celle pour b+
k=(2J+1)(k+1)—1 est une fonction paire (notée ¢;(y)). Dans le cas ou k
est pair, A. Menikoff a la forme exacte de fonction propre pour b+k=
(27+D(k+1), c’est & dire, de la solution décroissante +,(s) de I’équation:

(D348 4 (27 + D(k+1)s* )y (8)=0.

Pour achever la démonstration du Théoréme 2, on utilise quelques énoncés
et notions de Grigis et Rothschild [2].

Soit z=|&|-"**', alors (C) peut étre écrit:
(E): (P64 P'%)(s, D,, &) =(D,—is")D,+is*) +bs*' L cs**rzm*".
L’espace engendré par la transformation de Fourier de fonction propre de
(E) qui est une perturbation de la fonction propre nulle de (A) s’appelle
E. (). Considérons ici 'opérateur L(D;V*+V): E (x)—E,(x). L(D;V**V)=
proj. E,-2*-'(P¢4P'%)(s, D,, &)|5,, ou proj.E, dénote I’opérateur de projec-
tion sur F,(x). Dans cette situation on a le critére pour I’hypoellipticité
que ’on déduit des résultats de Grigis-Rothschild [2] et de Okaji [6].

Proposition 3. L’opérateur (B) est hypoelliptique analytique (resp.
hypoelliptique C=) a (0, y,, 0, &) si et seulement si L(D;Y%**V) est hypoellipti-
que analytique (resp. hypoelliptique C=) a (Y, &)

On remarque ici qu’il existe un opérateur pareil L’(z) pour ’opérateur

©).

§3. La démonstration du Théoréme 2. Nous notons ici:

Pé=D?f g% _ [ps*-? si k est impair,
=D?4s*—(k+1)s*"'  sik est pair,
P/G= csk +1.

D’apres [2] nous pouvons supposer ici que les valeurs propres et fonctions
propres ont des développement analytiques
A=22A0 42020 . ..

h(8) =hy(8)+2hM(8)+2*h () + - - -
oll z=¢&- (/1) of hW(s) appartient & S(RY). En suite on obtient la rela-
tion suivante:

(Pé+4 2P %) (hy+2zhO 4+ 22RP 4. . )
=AY +2220 4 )y 2RO L 2PRP 4 ),

Si ’on extrait les termes d’ordre un en z et d’ordre deux en z, alors

2(P'%h,+PCh") =22V,

(PR PR =2"ADhO - 2Dh,).
Par la suite nous utiliserons la notation simple de Dirac:
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Ii“ wW@®P(E, DY)t =(u|P|od

(1) Le cas ou k est impair. Dans le cas ou P'¢=ctf***, on peut
démontrer la positivité de la valeur propre petite et donc I’hypoellipticité
de ’opérateur (B). La quantité:

AR |1 Ryy = R |8 ey + (| POV By,
=C<holtk+2“1\ho>
n’est pas nulle si et seulement si ¢ n’est pas nul car (h|t****'|h,> est une
intégrale d’une fonction paire positive sauf en origine.
Si P/¢=ct***, alors
A0 =Ry |t* +2ilho>=0,
parce que c’est une intégrale d’une fonction impaire. Il faut donc estimer
la deuxiéme approximation de la valeur propre A®.
2D = hy| PE\ D) 4 (g | PO TR Dy = by [ P19 R
On a utilisé ici le fait que P¢ est un opérateur autoadjoint. Si on pose
)= 50¢7 67 @) +c747(t) (D’aprés la théorie de Sturm-Liouville, ¢;(?) et
#7(¢) sont denses dans S(RY).), alors
(| PP Ry =¢ §) e M| tF+* g1 ).
J
Aprés avoir effectué un peu de calcul, on a la forme explicite de valeur
propre suivante:

DI L 1hoy* {2+ 1)+ 2)X g7 [E*7 67D}

Ici {g;|t“~!|¢;»>0, donc 2®>0. La démonstration lorsque & est impair
est compléte.

(ID Lecasoukest pair. D’aprés [5], on peut décomposer la fonction
propre +, en la fonction paire ;(¢) et impaire v (¢) : ¥ ,(&) =7 &)+ (®).

Afin de démontrer que les valeurs propres pour les opérateurs avec
perturbations d’ordre inférieurs ne sont pas nulles, il est suffisant de
calculer

A0 =g () g D] et™ 7[5 () + 5 (D).
Si la perturbation est une fonction impaire, alors on a
A0 =g () g B[ 572 g () + g (B))
=2¢{yy O |5 (B)).
Cette intégrale ne peut pas étre nulle, car iy (t) =g ().
Dans le cas d’une perturbation paire:
A0 = e (&) g B [y () 5 (B))
= (g BT (@) + (g DT 1y (D))

L’intégrale ci-dessus n’est pas nulle si ¢+0, car il est une intégrale
d’une fonction paire positive sauf en origine. Ainsi, on obtient ’hypoel-
lipticité de 'opérateur (B), n’importe que k soit pair ou impair.

On peut parallélement démontrer 1’hypoellipticité de I’opérateur (C) a
I’aide de cette méthode. On posera alors z=|&|"/2-T*/E+D en développant
les fonctions propres et valeurs propres.

L’auteur voudrait remercier le Prof. A. Kaneko de ses nombreux
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conseils valables donnés lors des séminaires, et tient & remercier Dr. T.
Sakurai de lui avoir suggéré ce probléme et innombrables avis importants

qu’il a émis. Si cette discussion n’avait eu lieu aprés chaque séminaire,
cet article n’aurait pu jamais vu le jour.
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