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(Communicated by Shokichi IYANA(A, M. J. A., Sept. 12, 1990)

1. Nous considrons le problme de Cauchy non homogne (PC) et
le problme de Ca.uchy homogne (PCH)s (OgsT)"

(L(t, x; 3t, x) U(t, x; s)= F(t, x) t e [s, T], x e R(PC)s
\U(s, x; s)=q(x)

{L(t, x; 3t, )U(t, x; s)= 0 e [s, T], x e R(PCH)
\U(s, x; s)-- (x)

pour un op6rateur diff6rentiel lin6aire aux d6rives partielles
n(t, x; t, x)--tI--A(t, x; x)

oh A(t, x; 3.) est une N N-matrice carrie.
Le ait suivant qu’on appelle le principe de Duhamel [1], [2], [6] est

bien connu et souvent utilis6.
La solution U(t, x; s) du (PC) donn6es (F(t, x), (x)) est donn6e par

la ormule

x; s)-- U(t, x; s, )+: V(t, x r, r(r,(D) U(t, ))d

off U(t, x; s, ) est la solution du (PCH) donne (x).
Au cas off l’oprateur L est l’oprateur diffrentiel ordinaire, la or-

mule de Duhamel (D) est toujours valable. Mais il n’est pas toujours ainsi
au cas oh Lest l’oprateur diffrentiel a.ux drives laartielles.

Au cas off les coefficients de L ne dpendent que de. t, I. G. Petrowsky
[4] et L. Schwartz [5] ont montr, par la transformation de Fourier, que,
si les (PCH) (OsT) sont uniormment bien poss, alors (D) donne la
solution du (PC) (0 _s T) et par consequent, les (PC) (O_s T) sont
bien poss. L. Schwartz y a simplement remarqu que, si les (PCH)
(0sT) sont bien poss, mais non uniIormment, alors on ne peut rien
conclure sur les (PC) (0sT).

Pour la simplicitY, nous traitons les problmes dans le cadre de l’espace
de Sobolev Ha. Nous dmontrons que, pour que les (PC) (O_sT) soient
bien pos4s, il aut et il suffit que les (PCH) (O_sT) soient uni0rm4ment
bien poss. La suffisance est grace au principe de Duhamel. Apropcs de
cette remarque de L. Schwartz, nous donnons un exemple de l’oprateur
simple pour lequel les (PCH), (O_sT) sont bien pcss, mais non uni-
ormment.

Nous tm.oignons ici notre gratitude Pro. S. Mizohata de ses pr-
cieux conseils.
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2. Nous prcisons les notions "bien posg" et "uniformgment bien
posgs". Soit X--(H). Soit 9{(t,s); Os<tT, sT}cR.

Nous convenons, la dfinition de C([0, T],X), que la valeur de la
drive au point l’extrmit de [0, T] est dfinie par sa valeur limite de
l’intrieure.

Supposons que les coefficients de L sont de C([0, T], _).
Definition 1. Le (PC) est dit bien posg, si, pour VF(t, x) e C([s, T], X),

v(x) e X, il existe une solution unique U(t, x) e C([s, T], X) du (PC)
donnes (F(t, x), (x)).

Definition 2. Le (PCH) est dit bien posg, si, pour re(x)e X, il existe
une solution unique U(t, x; s, ) e C([s, T], X) du (PCH) donne initiale
(x).

Les (PCH) (O_sT) sont dits uniformgment bien posgs, si les (PCH)
(OsT) sont bien poss et que l’ensemble des applications H={O(x)-
U(t, x; s, )" X-+X; (t, s) e 9} est quicontinue.

Celle-ci veut dire qu’tant donne une semi-norme q de X, il existe
une constante positive C et une semi-norme p de X telles que l’on a
q(U(t, s, ))Cp() uniormment par rapport (t, s) e 9.

Proposition. Let trois gnoncgs suivants sont gquivalents.
(1) Les (PC) (OsT) sont bien posgs.
(2) Les (PCH) (OsT) sont uniformgment bien posgs.
(3) Les (PCH) (0 s T) sont bien posgs et la formule de Duhamel

(D) donne la solution du (PC) (0 s <T).
Demonstration. (1)@(2) Considrons le (PCH) donne initiale

(x). Soit U(t, x;s) sa solution. Nous ramenons le (PCH) un (PC)o, et
en y appliquant le thorme du gra.phe ferm de Banach, nous obtenons
une estimation uniforme par rapport (t, s)e 9 de U(t, x; s). Soient en
effet V(, x)--(x)+(t-s)A(s, x; 3)(x) et G(t, x)=-_L;t, x; , 3)V(t, x).
Alors V(t, x)=V(t, x)-U(t, x; s) est la solution du (PC) donnes
(Gs(t, x), 0) telle que 3V(s, x)=G(s, x)=0. Nous pouvons alors prolonger
V(t, x) (G(t, x) resp.) par 0 da.ns [0, s] R en V-(t, x) e C([0, T], X) (G-(t, x)
e C([0, T], X) resp.) de. sorte que V-(t, x) est la solution du (PC)o donnes
(G-(t, x), 0). Grace au thorme du graphe erm de Banach, on a l’esti-
mation de V-(t, x) par la do.nne G-(t, x). Vu la forme de V-(t, x), G-(t, x),
on a l’estimation de U(t, x; s) uniorm.me.nt par rapport (t, s)e 9.

(2)(3) I1 suffit de montrer le cas oh s=0 et (x)--0. Soit F(t, x)e
C([0, T], X). Soit U(t, x;s, F(s, o)) la solution de (PCH) donne initiale
F(s,x). Nous pouvons confirmer que, grace l’uniformit des (PCH)
(Os T), U(t, x s, F(s, )) est continue et borne en onction de (t, s) e 9
valeur dans X. Alors la onction dfinie par

(Do) U(t, x)=.Io U(t, x s, r(s, ))ds

est de C([O, T], X) et satisfait U(O, x)=O. On montre encore que U(t, x)
est drivable par rapport t dans (0, T)R et que
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t
t U(t, ) F(t, x) +J0t U(t, X 8, F(s, ))ds e C([0, T], X).

La. drivation par rapport x tant continue de X dans X, on a

U(t, x)=:xU(t, x s, F(s, ))ds.

U(t, x) est bien la solution du (PC)o donnes (F(t, x), 0).
(3)(1) Clair. C.Q.F.D.
Remarque. On peut la gnraliser au cas dg4n4r [3]

L(t,x; 3t, 3x)--tI--A(t,x; 3x) (k>_O).
et ceci dans la catgorie de fonctions C par rapport t.

:. Nous considrons l’exemple (N--d=l)
t8Lo(t, 3, 3)____-3--(t 3+2t+1) (xe R).

Soit Fo(t, x) e C(R, X) telle que sa transforme de Fourier par rapport
x est

rio(t,) exp (-- /--);(t)()
o

(t)=_

1 t--
n(n-kl) [1 l--nln-0 continue ()= 0 e C(R)

n(n+ 1)
Alors, pour Lo, les (PCH)8 (O<_s T) sont bien poss mais non unifor-

mment Le (PC)o donnes (Fo(t, x), 0) n’a pas de solution de C([0, T], X)
La onction Uo(t, x) dfinie par (Do) pour Fo(t, x) est la. solution de Lo(t , 3x)
Uo(t, x)-Fo(t, x) (0 t), mais non la solution du (PC)o donnes (F0(t, x), 0).

En effet la solution (t, ;s) du problme de Cauchy
L0(t , i)(t, s)=0
(s, ; s)= 1

est donne par

(t, s)= exp ((--(r-1)+ r)dr).
Elle satisfait h

(E) ( 1 ; 1 )=exp(4 ) Vl.
(-1’ (+ 1) (-- 1)

On voit que R(t,;s) est borne dans {(t,);s<t<T} pour tout s
(0sT) fix. Ceci montre que les (PCH) (0sT) sont bien pcss.

Pour que les (PCH) (Os T) soient uniormment bien poss, il aut
et il suffit que K(t,;s) soient majores par un polyn6me en ]] dans
{(t, , s) (t, s) e 9}. Celle-ci est viole par (E).

Grace ce que les (PCH) (OsT) sont bien poss, (D0) pour Fo(t, x)
s’crit, par la. transforme de Fourier,

(D) Uo(t, x)= ds e* (t, S)Po(S, )d



No. 7] Sur le principe de Duhamel 225

Puisque K(t, s) est borne dans {(t, , s) Os<tT, s T, _t} pour
tout 30 fix, Uo(t,x) satisfait L0(t; 3,)Uo(t,x)=Fo(t,x) (t)O). Mais
cause de (E), Uo(t, x) a. l’estimation

( )Uo n(nl- 1)
0 Cn- exp ,-n-/- (n 1).

Doric, a.yant 1 singularit t=0, elle n’est plus la. solution du (PC)o
donnes (Fo(t, x), 0).

S’il y avait 1 solution du (PC)o donnes (Fo(t, x), 0), elle serait reprO-
sente par le deuxime membre de (Dy). I1 n’y a. doric pas de solution du
(PC)o donnes (Fo(t, x), 0).
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