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Rsolubilit du problime de Cauchy pour certains
oprateurs du type de Schrdinger

Par Jiro TAKEUCHI *)

(Communicated by Kiyosi. ITS), M. J. A., April 13, 1998)

1. Introduction et nonc des rsultats. 1.1.
On considre l’operateur de 2-evoluticn au sens
de Petrowsky [20]:
(1.1) P(x, Dx, Dr) =Dr + al(x, Dx)D-1+

+ am(X, Dx), (x, t) R" R
avec

ai(x, Dx) Z a,i(x)D: (1 <_j<m),

a(x) e (R")

Dt iO/Ot, Dx (D1, "", D),

D iO/Ox (1 KjK n).
On suppose que le symbole principal P2(,

v) de l’operateur P(x, Dz, Dr) au sens de Pet-
rowsky [20] est coefficients constants:

(1.2) P(, r) r+ a()r
j=l

0a() a ( j m).

On note aussi, pour k 1,
k m-1(1.3) P2-k(x, , z) a(x, ) +

k
(1.4) a(x, ) aa(x)a

al =2j-k
k

en admettant que a (x, ) 0 lorsque 2j- k
<0.

En particulier P2_(x, , v) est le symbole
sous-principal de P(x, Dz, Dr)au sens de Pet-
rowsky [20]. Notons que P2 (, v) et P2-k (x,, z) sont quasi-homogenes de degre 2m et (2m

k) en (, v) de poids (1,2) au sens suivant:
2mP2(r, r v) ( v

_
r P2 ),P2 (x r

2m-kr2v) r P2-k(x, , v), r R.
Nous allons donner des conditions afin que

le probleme de Cauchy pour le futur et pour le
passe en meme temps

Dedie fi Professeur Jean Vaillant fi l’occasion de son

soixante-cinquieme anniversaire.
*) 30-183, Katagihara-Takoden-cho, Nishikyo-

ku, Kyoto 615-8161, Japan.

P(x, Dx, Dt)u(x, t) f(x, t) sur R" [- T, T],
(,) -D u(O, x) gj(x) dans R" (j 1 m)

soit bien pose dans cm([ T, T] H(R’)).
On impose la condition suivante
Condition (A.1). Les racines caracteristi-

ques en z- de P2m(, v) sont reelles pour Rn.
On dit alors que l’operateur P (x, Dx, Dt)

est de type de Schr6dinger. Remarquons que
la condition (A.1) est necessaire pour que
le probleme de Cauchy (.) soit bien pose dans
Cm ([- T, T] ;H (R’*)) meme si les coeffi-

cients de P2m dependent de x.
Lorsque les racines caracteristiques sont

simples, Takeuchi [23] a donne des conditions
suffisantes et des conditions necessaires de reso-
lubilite du probleme de Cauchy (.) dans les
espaces de Sobolev. Dans cette Note, nous suppo-
sons que les racines caracteristiques sont multi-
ples et de multiplicites constantes doubles; nous

proposons des conditions analogues fi la condition
de Levi (Levi [12], A. Lax [9], Yamaguti [26],
Mizohata-Ohya [15] et [16], Gourdin [6] etc.) et fi

la condition de bonne decomposition d’operateurs
(Ohya [17], Leray-Ohya [11], Vaillant [24] Mat-
suura [13], De Paris [3], Chazarain [1] etc.) dans
le cas hyperbolique pour les operateurs Kowale-
wskiens; notre formulation est analogue celle
de Mizohata-Ohya ([15], [16]).

On impose les conditions suivantes
Condition (A.2). (i) Le symbole principal

P2m (, T) admet dans C [e, v] la decomposition
en facteurs premiers H (, v) (s 0, 1), moni-

ques en , notee
P2m(, r) [Ho(, v)]ZH(, r);

(ii) il existe deux entiers positifs mo et ml
tels que mo + m m, 1 <_ mo <-- m et les poly-
nOmes Ho(, v) et Ha(, v) sont quasi- homog.
enes de degres 2mo et 2 (ml- too) en (, v) de
poids (1,2).

Condition (A.3). Les racines caracteristi-
o

ques () (1 <j< ml= m--mo) en v du
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radical R (, v) Ho (, v)H (, v) sont (reel-
les) non nulles et distinctes deux deux pour
R" \0"

mo oHo(, v) l-I (v- 2j()),
j=l

’--m

HI(, v) H (v-- ( )).
i=mo+l

Pour obtenir des conditions necessaires, on
impose la condition suivante plus faible que la
condition (A.3)

Condition {A.3)’. Les racines caracteristi-
0

ques () (1 j m m--too) en v du
radical R (, v) Ho(, v)H(, v) sont distinc-
tes deux fi deux pour R0.

Remarque 1. Sous les conditions (A.1), (A.2)
0

et (A.3), les racines caracteristiques 2 () en v
de Pm (, v) sont positivement homogenes de de-
gre 2 en R’0.

On note o= 1, 8=D,- 2 (Dz) (1 Kj
K m- too). Sous les conditions (A.2) et (A.3)’,
l’operateur P( x, Dx, D ) s’exprime comme suit"
(1.5) P(x, Dx, D,)

--0

bm-o-(x, D)"’8OSmo’"8,8o
1=0

mo-1
+ b_(x, D) 8’" 8o,

1=0

oh bo (x, Dx) 1, b (x, Dx) OPS,, (R )
(1 KjK m), l’operateur b (x, Dx) (1 K j K
m) est uniquement d&ermine par P (x, D, D,)
modulo OPS (R").

On impose les conditions suivantes"
Condition{B). Pour0 KjK mo- 1, on a

OPS-- )b_( x Dx ,o R
Condition{B)’. Pour 0 KjK mo- 1, on a

OPS(m--b_( x Dx ,o (R)
Condition {C). Pour le symbole sous-prin.

cipal a (x, ) de l’operateur a (x, Dx) (1 K j
m-mo),On a

(i) [D2 Im a(x, )] C < x >-,-mln{,8,.l)-$ < >2t-1 (8 > 0),

> -1 2j-I
(ii) [Dx Re a (x, )] C < x < > (]T] 1).

Nos resultats s’enoncent ainsi"
Thorme 1. On suppose les conditions (A.1)

d (A.3), (B) et (C) vrifies.. Alors, le problme de
Cauchy $ pour le futur et pour le pass en mme
temps est bien pos dans H (R*). Plus prgcisgment,
pour tout (g, ( x ), am X )) (H (R) et
tout f(x, t) C([- T, T] H(R)), il eiste
une solution unique u(x, t) du problme de Cauchy

(.) telle que u( x, t)
(Rn) et de plis on a l’indgalit5 d’Snergie suivante"
pour route u(t u (x t)
(R) o a

X < Dx >2<m-l-k)Df-lu(t)]12s 1/2

k=l

(1. _<C(s,r 21<

+ IP(z, D, D)(r)lsdr I-T, T].

horme . On sppose les conditions (A.1),
(A.2) et (A.)’ vOrifides. Alors, afin qe le problOme
de Cochy . por le ftr et por le passO en
mOme temps soit bien posO darts H (R"), il est
ndcessaire qe la condition (B)’ soit vOrifiOe.

1.. On impose d’autres conditions ana-
logues la dcomposition parfaite de Kumano-go
[1

Cndfin (D.1). Le polyn6me Ho(, r
divise P_ (x, , r) dans
(R") est l’anneau des fonctions infiniment diff-
rentiables et bornes avec leurs drives"

P_(z, , r P_(x, , rgo(, r.
endtn (.). Le polyn6me Ho(, r

divise P_(x, , r) dans N[, r]’
P_(x, , r P_
Sous les conditions (A.1), r (s 1, 2 ) s’expriment uniquement dans

(N[]) [r] comme suit"

off m m, mo m 2mo.
Condition (D.3). Le polyn6me So(, r

divise
#m_(Z, , r)

Pm-(x, , r)

Z MS’>(, r) Qmo-(x,
lal=

Z {(Ho)}’’>(, r)Rm_,,>(x,
{(a,j) a

dans [, ] off (x,
Df(x, , r).

Remarque 2. Les polyn6mes Qs(x, , ) et

Rs(x, , ) en (, v) dans les conditions (D.1)
(D.3) sont quasi-homogenes de degre s en (,
v) de poids (1,2).

Nos resultats s’noncent ainsi"
Thorme 3. On suppose les conditions (A.1)

d (A.3), (D.1) d (D.3) et (C) vrifies. Alors, la con-
clusion du thorme 1 est vrifie.
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Th6orme 4. Sous les conditions (A.1), (A.2)
et (A.3)’, afin que le problOme de Cauchy . pour le

futur et pour le passd en mOme temps soit bien posd
dans H (R"), il est ndcessaire que la condition

(D. 1) soit vOrifie.
Remarque 3. Les conditions (D.1) fi (D.3)

sont differentes de celles de Gourdin-Ngnosse-
Takeuchi [7].

2. Interpolation d’Hermite et conditions de
Levi. On donne l’expression explicite du sym-
bole de l’operateur b(x, D) ( 1 <- j <- m) dans
(1.5) en utilisant le symbole de l’op6rateur P(x,
D, Dt) afin d’obtenir les conditions concretes
equivalentes fi la condition (B).

Comme la partie principale P.m (Dx, Dr)de
l’operateur P x, D, Dt) est coefficients con-
stants, on a Pm(Dx, Dt) Om_mo ’’’OOOOmo
o.

Doric, l’equation (1.5) entrane que

(2.1) P(x, Dx, Dr) P.(Dx, Dr)
m-too-1

F. bm-mo-j(x, Dx)Dj l00m0
]--0

mo-1
/ Z b._(x, Dx)/ 10

=0

Pour 1 -- j -- m, on note b(x, ) > b
(x, ) le developpement asymptotique dp sym-
bole de l’operateur b (x, Dx) off b (x, (l
1) est la pattie positivement homogene de degr
(2j-- l) en dans ((x, ); I[--> 1) du sym-
bole de l’operateur b(x, Dx).

L’equation (2.1) implique que, pour l--> 1,
on a

(2.2) P2m_l(x, , 7:)
m-too-1

())... (r- ())
1=1

x (r- o ())... (r- o,())m0
mo

+ Zbm_i(x, )(r- 2i()) (r- 2())
j=l

-t- b (x, ).
Grfice fi l’interpolation de Newton (van der

Waerden [25], Courant-John [2], Powell [21],
DeVore-Lorentz [4]) ou bien l’interpolation d’Her-
mite (DeVore-Lorentz [4]), on peut uniquement
determiner bj (x, ) comme fonction positivement
homogene de degre (2j-- l) en Rn\0. En
modifiant les fonctions bj (x, ) au voisinage de

0, on obtient le symbole de l’operateur b(x,
Dx).

Proposition 1 (Conditions de Levi). Sous les

conditions (A.2) et (A.3)’, la condition (B) est
Oquivalente d l’une des trois conditions suivantes

(L.1) Tous les symboles bm_i ( x, ) (0 <-j
<- mo- 1, 1 <_ <_ 3 s’annulent identiquement
pour(x, ) R’ x R.

o
(L.2) Toutes les fonctions Pem- (x, , ,

()) (1 -j- mo, 1

_
lg 3) s’annulent identi-

quement pour (x, ) Rn R.
(L.3) Pour 1

_
3, le polyn6me Ho (, v)

divise Pem_,(x, , v) dans ([])[V], off -(Rn
est l’anneau des fonctions infiniment diffS-

rentiables et bornOes avec leurs drivdes.
Remarque 4. Les conditions (L.1) et (L.2)

sont analogues fi celles de Mizohata-Ohya ([15],
[16l) dans le cas hyperbolique pour les operateurs
Kowalewskiens.

En combinant la proposition 1 et les resul-
tats de Takeuchi ([23], pp. 40-55), on obtient la
demonstration du theoreme 1. Pour obtenir
l’inegalite d’energie (l’estimation a priori), on ap-
plique fi 2-evolution (1.1) une methode analogue
fi celles d’Ohya [18] et d’Oleinik [19]. Pour la
demonstration du theorme 2, on construit une
serie de solutions asymptotiques (P. Lax [10],
Flaschka-Strang [5], Takeuchi [22], [23]).

3. Condition de bonne d&omposition. Sous
les conditions (A.2) et (A.3)’, on peut decomposer
parfaitement l’operateur P( x, Dx, D ) en opra-
teurs pseudo-differentiels: la decomposition par-
faite analogue fi Kumano-go [8, Appendice II].

Proposition 2. Sous les conditions (A.2) et
(A.3)’, l’opSrateur P( x, Dx, D se dScompose corn-
me suit:

P(x, nx, n,) L(x, nx, D,)
"Lmo( x, Dx, Dt )’"Lm-mo( x, Dx, Dt

+ R(x, Dx, Dt);
(1) pour les racines caractSristiques doubles

I() (1 g j --< too),
oL(x, Dx, Dt) (Dt--j(Dx))

R(Dx+ b,l(x Dx)(D, )) -+- bi,2(x Dx)
(-} ]D( 2k-1 n)b,(x, Dx) --,0 (R (k-- 1, 2)

o les opSrateurs b, (x, Dx (k-- 1, 2 sour
iquement ddtermins par l’oprateur P (x, Dx, Dt
modulo OPS (Rn

(2) pour les racines caractSristiques simples

() (too+ 1 <_j g m mo),
oL(x, D, D (D (D)) + b, (x, Dx ),

b, ( x, Dx ) oPSll,o (R")
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off l’opOrateur b,l ( x Dx est uniquement dterming

par l’oprateur P( x, Dx, Dt modulo OPS (Rn)
(3) l’opgrateur R x Dx, Dt s’crit comme

suit"

R(x, Dx, D,)

ECk(X, Dx)D-, q(x, Dx) OPS (R").
k=l

Compte tenu de la proposition 2, on impose
la condition suivante.

Condition (E) (Condition de bonne.dcomposi-
tion). L’operateur P ( x, Dx, Dr) se decompose
comme suit"

P(x, Dx, Dr) Ll(x, Dx, D,)...
Lo x, Dx, Dt )... L_o( x, Dx, Dt
+ R(x, Dx, D,);

(1) pour les racines caracteristiques doubles
o() ( <- j <- too),

oL( x, Dx, Dt (Dr (Dx
o+ b,(x, Dx)(D 2(Dx)) + b,.._, Dx),

b, x, Dx OPS,o(R’),
b,2 z, Dx OPS,o(Rn),

off les operateurs b,k(X, Dz) (k 1, 2) sont un-
iquement determines par l’operateur P (x, Dz,
D modulo OPS-(R’*

(2) pour les racines caracteristiques simples
02() (m0+ 1 <_j<_m--m0),

L( x, Dx, Dt (Dr ,(Dx )) + b, x Dx
b, x, Dx OPS,o ( R’* ),

off l’operateur b, (x, Dx) est uniquement deter-
mine par l’operateur P ( x, Dx, Dt) modulo
OPS-(R’*

(3) l’operateur R ( x, Dx, Dr) s’ecrit comme
suit"

m
-kR(x, Dx, Dr) ck(x, Dx)D

k=l

ck x, Dx OPS-( R’ ).
Proposition 3. Sous les conditions (A.2) et

(A.3)’, les conditions (D.1) d (D.3) sont quivalentes
d la condition de bonne ddcomposition (E).

En combinant la proposition 3 et les resul-
tats de Takeuchi ([23], pp. 40-55), on obtient la
demonstration du theoreme 3.
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