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§1. Introduction. Dans ce travail les let-
tres latines D, a, b,c, ..., u, 0,2, Y, 2, ...,
désigneront toujours des entiers,' éléments de
I'ensemble Z, et 'expression (x, y, z) = 1 sig-
nifie que x, y et 2 n’ont pas de diviseur commun.
Si A est un nombre réel sa partie entiére sera
désignée par [A].

Soit D un discriminant positif, c’est-a-dire
un entier positif non carré congru a 0 ou 1 mod-
ulo 4: nous ne supposons pas que D soit fon-
damental. Nous considérons d'une part I'ensemble
fini S(D) des solutions (x, y, z) de 'équation
(1.1) D=y*+ 4xz, (x,y,2) =1,

x>0, |yl <VD,
d’ou z > 0, et d’autre part les idéaux et nombres
O-réduits et 1-réduits de discriminant D dont les
définitions précises seront rappelées plus bas;
les nombres 1-réduits sont les nombres quadrati-
ques dont le développement en fraction continue
ordinaire est purement périodique, les nombres
O-réduits sont ceux dont le développement en
fraction continue a l'entier supérieur est pure-
ment périodique. Nous noterons s(D) le cardinal
de l'ensemble S (D) et 7, (D) le cardinal de
l'ensemble des idéaux ou des nombres O-réduits
de discriminant D.

Le but de ce travail est de démontrer de
maniére simple les résultats suivants:

Théoréme 1. s(D) = 27,(D),

Théoréme 2. s(D) = 2z [e],
¢ 0—réduit de discriminant D

Théoréme 3. s(D) =2 2z [o],
¢ 1—réduit de discriminant D

Théoréme 4. 7,(D) = 2 [o],

¢ 1-réduit de discriminant D
et les résultats analogues, Théorémes 5, 6, 7 et
8, que l'on obtient en se limitant & une classe
d’idéaux.

Pour démontrer les Théorémes 1 a 4 (§2) et
les Théorémes 5 a 8 (8§3) nous utilisons les
définitions des nombres et idéaux O-réduits et
1-réduits et leurs propriétés les plus simples,

mais ne faisons pas appel aux théories des frac-
tions continues. Dans une derniére partie (§4)
nous expliquons rapidement comment on peut re-
trouver une partie de ces résultats a partir des
théories des fractions continues, en citant des
travaux antérieurs ou ceci est partiellement
réalisé.

Les résultats nouveaux de ce travail sont les
Théoremes 2 et 6, mais il n'est pas certain que
I’on puisse trouver dans la littérature une démon-
stration compléte des autres. Et, pour parler com-
me Gauss, nous espérons que la théorie simple
qui suit ne déplaira pas a quelques lecteurs.

§2. Idéaux et nombres 0-réduits et 1-réduits
de discriminant D. L’'ordre O, de discriminant

[1,—D—+2@—], ot [a, BI

désigne le Z-module engendré par a et 5. Les
idéaux primitifs de l'ordre Op sont les Z-

b+ VD
modules [a, —2—]
D — b’
4a

Le nombre a est la norme de l'idéal I. Posons

b+ vD
o= 2—0‘/—. La classe de ¢ modulo 1 est déter-

D est le Z-module

tels que

(2.1) a>0, =ceZ,(a,b,c)=1.

minée par I et, inversement, le nombre ¢ déter-
mine I'idéal I. On dit que I et ¢ sont associés, et
on écrit I = I(¢), ce qui signifie que

b+ D
(2.2) Ty
ol @ et b vérifient (2.1). Si @ et b vérifient (2.1)
on dit que le discriminant de l'idéal I et du nom-
bre ¢ définis par (2.2) est D. Deux nombres ou
deux idéaux équivalents ont le méme discrimi-
nant. Dans tout ce travail, le mot {ideal) signi-
fiera (idéal de discriminant D), les lettres ¢ et
w désigneront des nombres de discriminant D et

I=all, ¢l, o=

_ . __b—+yD
nous noterons ¢ le conjugué @ = "9a de
b+ VD o
¢ =——5, - Nous désignerons par S, (D)
y+/D

I'ensemble des nombres w = oz ol
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(x,y,2) € S(D). On a card(S,(D)) = s(D) et
les nombres w de S,(D) sont les nombres de dis-
criminant D tels que w > 0 et @ < 0.

Soit I=al 1, ¢] un idéal. Le nombre
[¢] — @ ne dépend pas du choix de ¢ dans sa
classe modulo 1. Pour k£ = 0 on dit (voir [4, p.
172], et [5, p. 287]) que l'idéal I est k-réduit si
[¢] — @ >k, ce qui équivaut 2 ¢ + [— ¢] >
k. Les idéaux 1-réduits sont les idéaux réduits
au sens usuel. Le nombre 7, (D) des .idéaux 0O-
réduits est fini. Nous allons retrouver une
démonstration simple de ce fait en prouvant le
Théoréme 1:

Démonstration (Théoréme 1). Soit I=al1, ¢]
un idéal. On peut choisir ¢ de maniére unique de
sorte que —1<@<0, et lidéal I est
0-réduit si, et seulement si, [¢] — @ > 0 c’est-
a-dire ¢ > 0 si bien que
(2.3) 7,(D) =card {p; —1<g<0<p)}).
Ceci montre déja que 7, (D) est fini et que
7,(D) < s(D).

Considérant la bijection ¢ — 1/¢ de S, (D)
on voit que
(2.4) 7,(D) =card {p; § < — 1,0 < ¢}).
Les eéquations (2.3) et (2.4) montrent
s(D) = 27,(D), ce qui est le Théoréeme 1.

Si I'idéal I est 1-réduit on peut choisir ¢ de
maniére unique de facon que
(2.5) 0<g<1<o.

On dit alors que ¢ est un nombre O-réduit et que
¢ = ¢, (I) est le nombre O-réduit associé a
I'ideéal 1.

De méme si l'idéal J est 1-réduit on peut

choisir ¢ de maniére unique de facon que
(2.6) —1<¢<0,1< 0.
On dit alors que ¢ est un nombre 1-réduit et que
@ = ¢, (J) est le nombre 1-réduit associé a
I'idéal J; le nombre O-réduit associé a J est alors
0o (J) = ¢, (J) + 1.

Avec ces notations les Théorémes 2, 3 et 4
s’expriment ainsi:

que

Théoréme 2. s(D) = 2 [¢,(I)],
I 0—réduit
Théoréme 3. s(D) =2 2 [, ()],
I 1—réduit
Théoréme 4. 7,(D) = 2 [o,(I)].
I 1—-réduit

Considérons l'ensemble R, (D) des idéaux
0-réduits. Pour chaque I € R, (D), soit 2, (I)
I’ensemble des nombres ¢, (I) —u# ou
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0 < u< @,I) et soit £2,(D) la réunion des en-
sembles 2,(I) pour I € R,(D). La clé de ce tra-
vail est la proposition simple qui suit:
Proposition 1. a) On a card (2, (I)) =
Lo, (D]. Si I, I"e R, (D) et I+ I, alors
Qo(l) N QO(I/) = Q.
b) 2,(D) = S,(D).

Démonstration. a) Si ¢, ) —u, =

©o(I) —u, on a aussi @,(I,) — u, = 0o(I) — u,
Comme 0 < @, (I), @, (I,) <1 on a u, = u,

d'ott 9o (I,) = @o(I,) et I, = I,. Ceci prouve a).
b) Si w=¢, U)—u€Q, (D)on a

0< @, (I) <1<u<q¢,)donc ¢, ;) —u
<0< ¢, I)—u, ce qui prouve que w €
Sy(D).
Soit w € S, (D). Comme w et — & >0 on a
[w]l — @ >0 ce qui prouve que l'idéal I (w)
est O-réduit. Il existe donc # € Z tel que
¢ = w + u soit le nombre O-réduit ¢, (/ (w)).
Comme @ < 0 et @ > 0 on voit que # > 0 et,
comme w >0, on a < ¢, ce qui prouve que
w € Q, (D) et achéve la démonstration de la
Proposition 1.

Nous pouvons maintenant démontrer les
Théoremes 2, 3 et 4:

Démonstration (Théoréme 2).
Proposition 1 a) on a

card (2,(D)) = 2 [¢,(I)], et d’aprés b),
I0—réduit

s(D) = card (2,(D)), ce qui prouve le Théoréme 2.
Démonstration (Théorémes 3 et 4). Si ¢ est
un nombre O-réduit, I'idéal I(¢p) est 1-réduit si,

D’aprés la

et seulement si, [¢] — @ > 1, donc, comme
0< @ <1, si, et seulement si, ¢ > 2. Le
Théoréme 2 peut donc s’écrire
2.7 SO = 2 l[e,]+ z 1.

I 1-rbduit I 0—7bduit non 1—réduit

Comme si I'idéal I est 1-réduit on a ¢, (I) =
¢, () + 1, la relation (2.7) s’écrit

(2.8) sD) =r,(D)+ X [o,D].

I 1-réduit
Combinant l'égalité (2.8) avec le Théoréme 1 on
trouve les Théoréme 3 et 4.

§3. Classes d’idéaux. Les notions d’équiva-
lence des idéaux sont bien connues, nous nous
référons par exemple a [6] pour les détails et le
lien avec les notions d’équivalence des nombres.
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Soit C une classe d’idéaux au sens large ou

strict. Nous noterons S (C), de cardinal s (C),

I'’ensemble des éléments (x, y, z) € s (D) tels
+ vD

LL y et SO (C)

que I (w) €C ot w= 5z
'ensemble de ces nombres w. Soit #,(C) le nom-
bre des idéaux O-réduits de la classe C. Nous
pouvons maintenant énoncer et démontrer les
Théoréme 5 a 8.
~ Théoréme 5.
sens large. On a:

s(C) = 27,(C).
Théoréme 6. Soit C une classe d’ideaux au

sens large ou sens strict. On a:

s(C) 2 le(D].

IeC,I10-rbduit
Soit C umne classe d’ideaux au

Soit C ume classe d’ideaux au

Théoréme 7.
sens large. On a :

) =2 = [eD]
IeC,I1-reduit

Théoréme 8. Soit C une classe dideaux au

sens large. On a:

7(C) =[],
IeC,I 1—reduit

Démonstration (Théorémes 5 a 8). D’apres
la Proposition 1 'ensemble S,(D) est la réunion
disjointe des ensembles £, (/) quand I parcourt
I'ensemble des idéaux O-réduits. D’autre part si
w € 2,(I) on a I(w) = I et I'idéal I(1/w) est
équivalent au sens large a l'idéal I (voir [7, p.
357]). Ainsi si C est une classe au sens strict, ou
au sens large, l'ensemble S, (C) est la réunion
disjointe des ensembles £2,(/) pour I € C, ce qui
prouve le Théoréme 6. De plus, si C est une clas-
se au sens large, I(¢) € C si, et seulement si,
I(1/¢) € C donc on a:

7,(C) =card {p; —1< <0< ¢, I(p) € C))

=card {¢p; < —1,0< ¢, I(p) € C})
ce qui prouve le Théoréme 5. Les Théorémes 7 et
8 s’obtiennent a partir des Théoréme 5 et 6 com-
me les Théorémes 3 et 4 a partir des Théorémes
1 et 2. Ceci acheve la démonstration des
Théorémes 5 a 8.

§4. Remarques. 1) Nous avons volontaire-
ment présenté cette théorie de la maniére la plus
simple. Il reste 4 montrer que les nombres s(C)
et 7,(C) sont non nuls: ceci vient de ce que toute
classe contient un idéal 1-réduit, fait qui peut
étre considéré comme conséquence de la partie la
plus simple de la théorie des fractions continues
des nombres quadratiques (voir par exemple [6,
p. 341)).
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2) Expliquons rapidement comment il est
possible de retrouver une grande partie des
Théorémes 1 a 8 a partir des théories complétes
des fractions continues ordinaires et a l’entier
supérieur des nombres quadratiques.

Si ¢ = ¢, est un nombre O-réduit (respec-
tivement: 1-réduit) son développement en frac-
tion continue défini par @, = 7, — 1/ @,
©®ns1 > 1 (respectivement: ¢, = ¢,., T+ 1/¢,.1,
©n41 > 1) est purement périodique et définit la
période de tous les nombres de la classe au sens
strict (respectivement: au sens large) de ¢. Si le
nombre ¢ est 1-réduit le nombre O-réduit défi-
nissant l'idéal I (¢ ) est ¢ + 1. Si 'on suppose
connue la suite ¢, on peut calculer la suite 7, en
développant ¢ + 1 en fraction continue a l'entier
supérieur. Le résultat est donné, sans preuve,
dans [3, p. 50], [9, p. 178], [10, p. 131]. A partir
de ces développements, et en discutant suivant le
signe de la norme de l'unité fondamentale de 1'or-
dre O,, on obtient, pour une classe C au sens
large, la relation

2 le,(I)+11=3 =

[o, ()],
IeC,I 0—rbduit IeC,I1-réduit
ce qui, combiné avec les Théorémes 1 et 5, per-
met d'obtenir nos résultats, a I'exception du
Théoréme 6 dans le cas des classes au sens
strict.

Les auteurs cités ci-dessus prouvent le
Théoreme 1 ([3, p. 65], repris dans [8, p. 1278]),
puis le Théoréeme 3 ([8, Theorem 2, p. 1276])),
aprés avoir invoqué, sans preuve, le Théoréme 8
(I8, p. 1278, 1. 7]). Notre méthode est plus directe,
nos démonstrations sont complétes et nous avons
obtenu en plus les Théorémes 2 et 6.

3) Certains auteurs ([7], puis [1]) ont

exprimé les sommes 2 [ ¢, (D] et
I 1-réduit

= [ ¢, (I)] en considérant le sous

IeC,I 1-réduit
ensemble T(D) de S(D) ou y = 0. Il apparait
dans leurs formules un terme correctif dont nous
pouvons expliquer l'origine.

Soit C une classe d’idéaux au sens large, #(C)
le nombre des éléments de T (D) tels que

I(y—;—x@> € C, t, (C) le nombre de ceux-ci

ot y > 0, et £,(C) le nombre de ceux-ci ot y = 0

+ vD
et 0<zx<az y___\/:> et

I <—y+x/ﬁ 2

Les idéaux I(
52 > étant équivalents puisque
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+ D —y+/D .
I (y—z.:r—> I(——y—z—z—> = 1 on voit que
s(C) = 24(C) + 2t,(C), t(C) = t,(C) + 24,(C)
ce qui, compte tenu du Théoréme 7, donne

HC) = 2 e, (D] +1,(C).

IeC,I1~réduit

Rappelons qu'un idéal I = all, ¢] est dit
ambige s’il est égal 4 son conjugué, ce qui se tra-
duit par ¢ + @ € Z. Nous dirons que l'idéal [
est super-ambige si ¢ + @ € 2Z. On voit facile-
ment, directement ou bien en utilisant la descrip-
tion des idéaux ambiges 1-réduits donnée dans
[2, p. 267], que ¢,(C) est le nombre des idéaux
super-ambiges 1-réduits de la classe C. Tenant
compte de l'infrastructure des classes ambiges
d’idéaux telle que décrite dans [2, Théoréme 2],
on peut montrer que #, (C) est égal aux termes
correctifs des travaux [7] et [1].
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