
No. 8] Proc. Japan Acad., 82, Ser. A (2006) 113

Théorèmes-limite de Szegö dans le cas matriciel
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Abstract : This work is a theoretical study of Toeplitz operators the symbol of which is a
regular matricial function, positive definite everywhere on the one-dimensionnal torus. We propose
a trace theorem with an asymptotic expression giving an extension of the three Szegö limit theorems
to the matricial case.
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1. Introduction. Cette note s’inscrit à la
fois dans le cadre de la théorie de la prédiction des
processus stationnaires du second ordre, développée
par Helson et Lowdenslager [H-L] pour un passé in-
fini et dans celui de la théorie des espaces de Hilbert
avec poids. Les démonstrations des théorèmes qui
suivent ont été publiées dans [C]. Nous étendons
ici aux opérateurs de Toeplitz à symbole matriciel
des théorèmes connus dans le cas d’un symbole
fonctionnel. Dans ce cadre, à partir d’une for-
mule d’inversion exacte d’une matrice de Toeplitz
à blocs, établie dans [C], où le symbole est une
fonction matricielle définie sur le tore à une di-
mension, et qui donne l’expression des blocs de
la matrice inverse, nous donnons un théorème de
trace sous forme d’une expression asymptotique
« à la Szegö », permettant d’étendre au cas ma-
triciel les trois principaux théorèmes-limite de Szegö,
avec des formules aussi explicites que celles de Szegö.
Nous utilisons ici des techniques très différentes à
base de séries d’opérateurs de Hankel[N], mais les
symboles vérifient les hypothèses de décomposition
du théorème de Helson et Lowdenslager[H-L]. Ce
théorème permet de décomposer une fonction ma-
tricielle hermitienne semi-définie positive partout sur
le tore à une dimension, et intégrable, en le pro-
duit d’une fonction matricielle de type analytique
(c’est-à-dire de carré intégrable et développable en
série de Fourier) par son adjoint. Ce théorème a été
établi à partir d’une généralisation au cas matriciel
du théorème de Szegö relatif à la décomposition
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de Lebesgue d’une mesure complexe en une partie
régulière et une partie singulière.

Dans la présente note, nous nous plaçons dans
le cadre des espaces de Lebesgue de fonctions ma-
tricielles. Plus précisément, nous notons T le tore à
une dimension, identifié avec l’intervalle ] − π, π], σ

la mesure de Haar sur T, et
◦
ı l’imaginaire pur de C.

Nous considérons le caractère :

χ :] − π, π] −→ T

θ �−→ e
◦
ıθ.

Nous notons Mn(C) l’espace des matrices de di-
mension n × n à coefficients dans le corps des com-
plexes C et Id la matrice identité de Mn(C).

Nous munissons l’espace Mn(C) des trois
normes vectorielles usuelles

‖M‖1 =
∑

1≤ i , j ≤ n

|mi j | ,

‖M‖2 = [tr (MM∗)]1/2 et ‖M‖∞ = max
1≤ i , j ≤ n

|mi j | ,
∀M = (mij)1≤i,j≤n ∈ Mn(C).

Nous utilisons les espaces de Lebesgue de fonctions
matricielles suivants :

L2
M(T) =

{
M : T −→ Mn(C) :

∫
T

‖M‖2
2 dσ < +∞

}
,

qui, muni du produit scalaire :

〈M, M ′〉L2
M

(T) =
1
n

∫
T

tr (MM ′∗) dσ,

est un espace de Hilbert,
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L∞
M(T) =

{
M : T −→ Mn(C) : ‖M‖L∞

M(T)

= sup
z∈T

‖M(z)‖∞ < +∞
}

,

L1
M(T) =

{
M : T −→ Mn(C) : ‖M‖L1

M(T)

=
1
n

∫
T

‖M‖1 dσ < +∞
}

,

notés L2
M, L1

M et L∞
M dans la suite.

Nous prenons un symbole matriciel F qui est
une matrice hermitienne définie positive partout sur
le tore, on définit son logarithme au moyen d’une
série de puissances de matrices et on suppose que
F et log(F ) sont dans L1

M. Le théorème de Helson
et Lowdenslager [H-L] établit que F se décompose
en le produit (a priori non commutatif) d’une fonc-
tion matricielle G de type analytique par son ad-
jointe G∗. Nous supposons néanmoins que cette ma-
trice G est partout normale sur le tore à une di-
mension, c’est-à-dire qu’elle commute partout avec
son adjointe. Cette restriction est justifiée par le
fait que toute fonction matricielle de type analy-
tique dont les coefficients de Fourier sont des ma-
trices hermitiennes qui commutent toutes les unes
avec les autres vérifie cette propriété. En particulier,
l’opérateur « Laplacien discret » , ainsi que d’autres,
construits à partir du Laplacien comme l’opérateur
de Helmholtz, sont de ce type. Enfin, nous notons
π

(1)
N la projection orthogonale de L2

M(T) sur�N , où
�N = LinM

{
χkId : k ∈ N ; 0 ≤ k ≤ N

}
, puis nous

définissons l’opérateur de Toeplitz tronqué à blocs,
à symbole matriciel F , par TN(F )(Q) = π

(1)
N (QF ),

∀Q ∈�N . Nous imposons aussi que G et G−1 soient
dans H∞

M = L∞
M ∩ H2+

M , où H2+
M (T) est l’espace de

Hardy des fonctions matricielles de type analytique
dans L2

M.
Le lecteur pourra comparer les résultats exposés

ci-dessous avec ceux de Widom dans [W1, W2], où
l’auteur utilise, quant à lui, une décomposition du
symbole du type Wiener-Hopf (voir [G-L-R]) et les
propriétés de l’opérateur de Toeplitz en tant qu’
opérateur de Fredholm d’indice 0.

2. Théorème de trace « à la Szegö ». Le
théorème suivant est une estimation asymptotique
de la trace de

(
TN (F )−1 − TN(F−1)

)
, à comparer

aux formules obtenues en particulier par Grenander,
Szegö [G-S] et Widom [W1, W2] :

Théorème 1. Théorème de trace « à la

Szegö ». (i) Soit P ∈ �N ∩ H∞
M, P non nul et

inversible sur T et tel que P−1 ∈ H∞
M. Si G = P−1

et P =
k=N∑
k=0

χkAk, alors :

tr
(
TN(F )−1 − TN (F−1)

)
= − 2

n

k=N∑
k=0

k ‖Ak‖2
2

= −2
〈

χ
dP

dz
(χ), P (χ)

〉
L2

M

,

(ii) Dans le cas général, si G et G−1 sont dans H∞
M,

on pose G−1 =
∑

k∈N

χkΓk, avec

Γk = Ĝ−1(k) ∈ Mn(C), ∀k ∈ N.

Alors si
∑

k∈N

k ‖Γk‖2
2 < +∞,

∣∣∣∣∣tr (TN(F )−1 − TN (F−1)
)

+
2
n

k=N∑
k=0

k ‖Γk‖2
2 + (N + 1)

∑
k≥N+1

‖Γk‖2
2

∣∣∣∣∣
≤ 4

n

ρN+1(F−1)
1 − (ρN+1(F−1))2

(∑
k∈N

k ‖Γk‖2
2

)
.

Comme lim
N→+∞

ρN+1(F−1) = 0, on en déduit :

lim
N→+∞

tr
(
TN(F )−1 − TN (F−1)

)
= − 2

n

∑
k∈N

k
∥∥∥Ĝ−1(k)

∥∥∥2

2
.

Si de plus G−1 est dérivable, avec
dG−1

dz
∈ L1

M,

lim
N→+∞

tr
(
TN(F )−1 − TN (F−1)

)
= − 2

n

∑
k∈N

k
∥∥∥Ĝ−1(k)

∥∥∥2

2

= − 2
n

∫
T

χ tr
(

d(G−1)
dz

(χ)G−1∗(χ)
)

dσ.

Si la somme
∑

k∈N

k ‖Γk‖2
2 est infinie, alors

lim
N→+∞

tr
(
TN (F )−1 − TN(F−1)

)
= −∞.
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3. Théorèmes-limite « à la Szegö ». À
partir du théorème de trace précédent, nous étendons
les trois principaux théorèmes-limite de Szegö au cas
matriciel. Nous introduisons l’espace de Hilbert :

�
2,1/2
M (T) =

{
M : T −→ Mn(C) ; M ∈ L2

M ;∑
k∈Z

|k|
∥∥∥M̂(k)

∥∥∥2

2
< +∞

}
,

et nous faisons désormais l’hypothèse (H) suivante :
Hypothèse (H):

(1) F ∈ L1
M et log(F ) ∈ L1

M. D’après le théorème
de Helson et Lowdenslager, il existe alors une
décomposition de F en F = GG∗, avec G ∈
H2+

M .

(2) G est partout sur T une matrice normale et in-
versible, G ∈ H∞

M , G−1 ∈ H∞
M .

(3) Tous les coefficients de Fourier de G−1 commu-
tent les uns avec les autres, G−1 ∈ �2,1/2

M et
log
(
G−1

) ∈ �2,1/2
M .

Nous avons alors les théorèmes suivants :

Théorème 2. Soit F une fonction matricielle
définie sur le tore T, à valeurs dans le sous-ensemble
de Mn(C) des matrices définies positives et hermi-
tiennes partout, telle que F vérifie l’hypothèse (H)
et log(F ) ∈ �2,1/2

M , F−1 ∈ �2,1/2
M . Alors :

lim
N→+∞

tr
(
TN (F )−1 − TN(F−1)

)
=

1
n

∑
k∈Z

|k| tr
[

̂log(F )(k).F̂−1
∗
(k)
]

=
〈
log(F ), F−1

〉
�

2,1/2
M

.

Théorème 3. Avec les mêmes hypothèses que
le théorème 2,

lim
N→+∞

ln(det TN(F )) − tr (TN (log(F )))

=
1
2n

∑
k∈Z

|k|
∥∥∥̂log(F )(k)

∥∥∥2

2

=
1
n

∑
k∈N∗

k
∥∥∥̂log(F )(k)

∥∥∥2

2
.

Corollaire. Soient F un symbole vérifiant les
hypothèses du théorème 2 et � le disque fermé de C
de centre 0 et de rayon n‖F‖L∞

M
:

� =
{
w : w ∈ C; |w| ≤ n‖F‖L∞

M

}
.

Soient Ω un ouvert connexe borné de C contenant 0
et le spectre σ(F ) de F , et f : Ω −→ C une fonction
analytique sur Ω, dont le développement en 0 est :

f(z) =
∑
k∈N

akzk.

Alors f induit sur Mn(C) une fonction f̃ :
Mn(C) −→ Mn(C) telle que ∀M ∈ Mn(C), f̃(M)
soit de type analytique :

f̃(M) =
∑
k∈N

akMk,

chaque composante de M étant dans Ω. On suppose
en outre que la matrice wId − F vérifie le théorème
2 pour tout w ∈ Ω\� . Dans ces conditions, pour
tout (Γ), contour rectifiable fermé de Ω\� entourant
σ(F ),

lim
N→+∞

tr
(
f̃ (TN (F )) − TN

(
f̃(F )

))
=

1

2
◦
ıπ

∫
Γ

f(w)
〈
log(wId − F ), (wId − F )−1

〉
�

2,1/2
M

dw.
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