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On démontre dans ce qui suit le résultat suivant:

Théoreme. Soit g une algébre de Lie réductive sur un corps de caractéristi-
que nulle. St g est somme directe de deux sous-algébres a,, a, réductives dans g, alors
g est somme directe de deux idéaux b, et b, tels que la projection de g sur b, induise un
isomorphisme de a; sur b; (i=1, 2).

L’article de Ozeki cité ([3]) donne une démonstration de ce résultat dans le
cas ou g est une algébre de Lie compacte sur R. Sa démonstration fait appel
a des arguments de nature topologique. La démonstration donnée ici est algé-
brique.

Etant donnée une algebre de Lie réductive a, on notera Da son idéal dérivé

et p(a) le nombre des idéaux figurant dans les décompositions de @ en somme
directe d’idéaux minimaux.

Lemme 1. Les hypothéses étant celles du Théoréme, on a

(1) Dg = Da,+Da,
(2) p(g) = p(a)+p(a) .

Soit p la dimension de @, et soit f;, --+, f, une base de I’espace des formes
linéaires sur g qui sont nulles sur @,. La forme fiA f, A+ f, est une base de
Pespace C%(g, a;) des p-cochaines sur g qui sont basiques par rapport a @,. Cest
un cocycle du complexe C*(g, @,) dont la classe engendre I'espace H’(g, a,).
En composant 'homomorphisme canonique ¢: H*(g, a;)—H*(g) et ’homomor-
phisme X: H*(g)— H*(a;) défini par I'injection de @, dans g, on obtient un
homomorphisme Xop: H*(g, a;)—>H*(a,). Puisque fiA A+ f, a pour restric-
tion 4 @, une base de ’espace C’(a,) des p-cochaines sur @;, ’homomorphisme
Xog applique H’(g, a,) sur H?(a,). Puisque @, est unimodulaire, H?(a,) est de
dimension 1. D’autre part, a, étant réductive dans g et g étant unimodulaire,
tout idéal non nul de H*(g, a,) contient H*(g, a,) (cf. [2], Th. 12.1). On voit
donc que Xog est injectif. Puisque @, est réductive dans g, I'image de ¢ est
une sous-algébre de H*(g) engendrée par des éléments primitifs ([2] Th. 13.2).
Or X applique les ¢léments primitifs de H*(g) sur des éléments primitifs de
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H*(a,) ([2] Th. 10.3). Par suite I'image de Xo@ est engendrée par des éléments
primitifs de H*(a,). Comme elle contient les éléments de degré maximal p, elle
coincide avec H*(a;). On a ainsi montré que Xop: H*(g, a;)—H*(a,) est un
isomorphisme. En échangeant les roles de a; et a,, on prouve de méme que
’homomorphisme canonique H*(g)—H*(a,) est surjectif, autrement dit, a, est
“non homologue 4 zéro” dans g. Il en résulte ([2], Th. 17.3) que H*(a) est
isomorphe 3 H*(g, a;) @ H*(a,), donc a H*(a,)Q H*(a;). En particulier,
dim HYg)=dim HYa,)+dim H%a,). Ceci signifie que la codimension de Dg
est égale a la somme des codimensions de Da, et Da,, d’ou ’assertion (1) puisque
Dg> Da, + Da,. Appliquant ce qui précéde a la décomposition de Dg en
somme directe des sous-algébres Da, et Da,, on voit que H*(Dg) est isomorphe
a H*(Da,)@ H*(Da;), donc, puisque ces algeébres sont semi-simples, dim H3(Dg)
=dim H¥Da,)+dim H*Da,). Or si a est une algébre de Lie semi-simple,
p(a)=dim H*a) ([2], Th. 11.2). Par conséquent, le nombre des idéaux mini-
maux de Dg est égal 4 la somme du nombre des idéaux minimaux de Da, et de
Da,. Avec (1), ceci achéve la démonstration de (2).

La suite de la démonstration repose sur des Lemmes élémentaires d’algebre
linéaire.

Lemme 2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et

E=9V,, E=a&W,
reXx

yey

deux décompositions de E en somme directe de sous-espaces non nuls. On suppose
que:
1°) Card XL Card Y,

2°)  Pour tout x& X, V, est contenu dans la somme des sous-espaces W, tels que
dim W,>dim V..

Dans ces conditions, quel que soit Uentier p\0, les deux familles (V,),ex et
(W,),er contiennent le méme nombre de sous-espaces de dimension p.

Soit v, (resp. w,) le nombre des sous-espaces V, (resp. W,) qui sont de
dimension p et soit d,=w,—v,. Sin=dimE, on a

1) d\+2d,++nd, = 0.
Des conditions 1°) et 2°) résultent d’autre part les inégalités:

(2) d1+d2+'“dn ; O
(3) Pdp—'_(P_,_l)dﬁ-H._'_".ndn >0

quel que soit p).0. On a donc, d’aprés (1) et (3):
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4) d\+-2d,4---pd, £ 0.
Cette relation, avec I’identité
) patdyt-ed) =

Ayt ) oo (oo dy )+ (o 24t pdy)
montre par induction sur p que
di+dyt-d, L0
quel que soit p. Pour p=n-}1, la relation (5) s’écrit
Ay ) (Ao ) = (1) d)—(d- 2t ond,)

et ceci est >0 d’apres (1) et (2). On a donc d;+---d,=0 pour tout p, et par
conséquent w,—v,=d,=0 pour tout p.

Lemme 3. Les hypothéses étant celles du Lemme 2, pour tout ye Y, on note
n, le projecteur de E sur W, ayant pour noyau la somme des W, avec y'=+y. On

suppose que
2°Y  quel que soit (x, y)EXXY, ou bien V,CKer x,, ou bien VN Ker =,=(0).

Dans ces conditions, il existe une bijection f de X sur Y telle que, pour tout
xE X, 7 ;) tnduise un isomorphisme de V, sur Wy,

On observera que la condition 2°) est conséquence de la condition 2°).
D’aprés le Lemme 2, la borne supérieure s des dimensions des sous-espaces V,
est aussi la borne supérieure des dimensions des sous-espaces W,. La dé-
monstration du Lemme 3 se fera par induction sur s. Soient X, ’ensemble des
x€ X tels que dim V,=s et Y, 'ensemble des ye Y tels que dim W,=s. D’aprés
le Lemme 2, Card X,=Card Y, et 'espace E,, somme des V, avec x& X, est
aussi la somme des W, avec ye Y,. Pour tout x& X|, soit P(x) ’ensemble des
yeY tels que =,(V,)=+(0). La condition 2°) entraine que P(x)CY,. Pour
toute partie ACX;, soit P(4)= xLEJAP(x)C Y,. Puisque xge V.ic & W, ona

YEPC4A)
Card (4)£Card P(4). Un Lemme de combinatoire classique (cf. [1], Ensem-
bles, Chap. I1I, §4, Exer. 6) dit que, dans ces conditions, il existe une injection
f. de X, dans Y telle que f(x)= P(x) quel que soit x& X,*. Pour tout x& X,
7 s (» applique isomorphiquement V', sur W, (). Soit maintenant =’ le pro-
jecteur ,;‘Y:LY m, et soit E’ son image. C’est d’une part la somme directe des

sous-espaces W, avec yeY’'=Y—Y,, d’autre part la somme directe des sous-
espaces Vi=n'(V,) avec x€X’=X—X,. Puisque Card (X,)=Card (Y,), ces

* L’idee d’utiliser ce Lemme ici m’a ete donnee par A. Morimoto.
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deux décompositions de E’ en sommes directes satisfont aux conditions du
Lemme. Compte tenu de ’hypothése inductive, il existe donc une bijection f’
de X’ sur Y’ telle que, pour tout x&X’, 74, applique isomorphiquement V'
sur W, et induise donc aussi un isomorphisme de V, sur Wy (). En prenant
pour f la bijection de X sur V ayant f, pour restriction a2 X et f’ pour restriction
a X', on obtient une bijection de X sur Y ayant le propriétés voulues.

REMARQUE. Si y= f(x), alors V,N W,=(0). Si y=f(x), ou bien V,=W,,
ou bien ¥V, N W,=(0). :

Lemme 4. Soit g une algébre de Lie réducti e, somme directe des idéaux
mimimaux b(yeY). On suppose g somme directe d’une famille (a,),cx de sous-
algébres simples ou de dimension 1. Si Card (X)L Card (Y), alors Card (X)=
Card (Y) et il existe une bijection f de X sur Y telle que, pour tout x, la projection
de g sur b,y ayant pour noyau k:%) b, induise un isomorphisme de a, sur by (,).

C’est une conséquence immédiate du Lemme 3.

Démonstration du Théoréme. Supposons d’abord g semi-simple. Soit
a= 562 a,(i=1,2) des décompositions des algébres a; en somme directe
d’idéaux minimaux. Notant X I'union disjointe de X et X, g=xg}?r a, est une
décomposition de g en somme directe de sous-algébres simples ou de dimension
1. D’apres le Lemme 1, puisque p(a;)=Card X, on a p(g)=Card X. Soit
(,),ey la famille des idéaux minimaux de g. On a Card (Y)=p(g)=Card (X).
D’apreés le Lemme 4, il existe donc une bijection f de X sur Y telle que, pour
tout x X, la projection de g sur b(,) induise un isomorphisme de a, sur by,).
Si x, ¥’ € X, alors [a,, a,/]=(0). Puisque le centre de by, est nul, ceci entraine
que a,’ est contenu dans le noyau du projecteur de g sur by(,). Par conséquent,
si b; designe I'idéal de g somme des b;(,) avec x& X;, g=b,Db, et le projecteur
de g sur b; applique isomorphiquement @; sur b;, Dans le cas général, on
applique ce qui précéde a I'algébre de Lie semi-simple Dg qui, d’aprés le Lemme
1 est somme directe des sous-algébres Da; (=1, 2). Cela montre que Dg est
somme directe de deux idéaux b/ tels que la projection de Dg sur b} induise un
isomorphisme de a; sur b/. Soit ¢ le centre de g et = le projecteur de g sur e
de noyau Dg. Puisque Dg=Da,+ Da,, =; applique injectivement le centre de
a; sur un idéal ¢;Cc et ¢ est somme directe de ¢, et ¢,  On pose alors b,=b!+¢;.
Il est clair que g est somme directe des idéaux b; et que la projection de g sur b;
induit un isomorphisme de @; sur b; (=1, 2).
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