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VARIETES LOCALEMENT PLATES ET CONVEXITE

JEAN Louis KOSZUL

(Reςu le 20 Aoϋt, 1965)

Soient E un espace affine reel de dimension n et #t (/ = !, 2, •••, n) des
coordonnees lineaires sur E. Soit Ω un ouvert homogene de Ey c'est a
dire un ouvert sur lequel un sous-groupe G du groupe de transforma-
tions bijectives affines de E opere transitivement. Si il existe sur Ω
une forme differentielle fermee a = ̂ iaidxi invariante par G et telle que

la forme ]ΓJί,y ~τ^- dxfdxj soit definie positive en tout point de Ω alors

Ω est un convexe de E ne contenant pas de droite. La demonstration
de ce resultat utilise essentiellement le fait qu'une primitive de a tend
vers -f- oo aux points f rontieres de Ω. Cette propriete de a est demon-
tree dans [2] en observant que, par suite de Γinvariance de a par G,
les coefficients #,- sont des fractions rationnelles en les #,-. On se pro-
pose dans cet article de montrer que le comportment des primitives
de a aux points frontiere de Ω peut s'etudier avec des hypoteses beau-
coup moins restrictives qui sont verifiees par exemple lorsque, Ω n'etant
plus horπDgen ,̂ un sous-groupe G/ du groupe des transformations
affines de E opere dans Ω de telle sorte que G'\Ω soit quasi-compact.
II existe des rapports etroits entre cette etude et certains resultats
de Kobayashi sur le volume de Bergmann der varietes complexes [1].
On obtient ainsi une generalisation du theoreme cite plus haut et on
en deduit une caracterisation des varietes munies d'une connexion
lineaire de courbure et de torsion nulles dont le revetement universel
est isomorphe a un ouvert convexe ne contenant pas de droite dans un
espace affine.

1. Soit M une variete differentiate connexe munie d'une connexion
lineaire de torsion nulle. On notera D la derivation covariante definie
par cette connexion. Soient TM la variete des vecteurs de M et 8
Γouvert de TM domaine de definition de Γapplication exponentielle.
Pour tout y^TMsoit \(y) la borne superieure, finie ou infinie, des t<=R
tels que ty^8. On notera I(y) Γintervalle ouvert ] — λ(—y), X(jy)C de
R. On designera par P le champ de vecteurs canonique sur R, c'est a
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dire le champ tel que la derivation par rapport a P soit -=- . Soit
at

φy(f) = exp (ty) (t^I(y)) la geodesique de M definie par le vecteur y. On
posera φy = φ%°P> φξ etant Γapplication tangente a φy. Soit a une forme
differentielle fermee de degre 1 sur M. Puisque la torsion est nulle, la
differentielle covariante Da est une forme symetrique. Pour tout y^ TM
et tout t^I(y), on a:

On posera

pour tout y(=TM et tout t<=I(y). Si Z)α est definie positive en tout
point de M, la derivee seconde de gy est >0 en tout point de I(y).
Elle ne peut s'annuler que si y = 0.

Lemme 1. Soient M une variete differentiate connexe munie d'une
connexion lineaire de torsion nulle, a une forme differentielle fermee de
degre 1 sur M et G un groupe d'automorphίsmes differentiates de M
verifiant les conditions suivantes :
1) la connexion lineaire est invariante par G,
2) la forme a est invariance par G,
3) G\M est quasi-compact.

Dans ces conditions, si la differentielle covariante de a est definie

Su
a(φ((f))dt

o
tend vers + oo lorsque u tend vers \(y).

II resulte des conditions 1) et 2) que Da est une structure rieman-
nienne sur M invariante par G. Compte tenu de 3), il existe un compact
KdM tel que GK=M. Consideree comme variete riemannienne, M est
done complete. Pour tout y<= TM, on notera \\y\\ la longueur V(Da)(y,y)
de y. L'ouvert 8 etant un voisinage de la section nulle de TM, il existe
un nombre £>0 tel que tout vecteur de longueur <£ dont Γorigine
appartient a K appartienne a g. Puisque la connexion lineaire est in-
variante par G et que GK=M, tout vecteur de longueur <£ appartient
a β. La fonction y-^gy(T) = \ a(φ'j(t})dt est une fonction continue sur

Jo

6, invariante par les operations de G dans TM. Soit A Γensemble des
vecteurs y tels que ||.y||=f et a(y)<Q. C'est une partie fermee de TM
stable par les operations de G et le sous-ensemble Aκ constitue par les
elements de A dont Γorigine appartient a K est un compact tel que



VARIETES LOCALEMENT PLATES ET CONVEXITE 287

GAK=A. Pour tout y^A, on a a(φ'v(t))>Q quel que soit / e ] 0, 1]. Par
suite gy(l)>0. La borne inferieure r de gy(ΐ) sur Aκ est done >0 et
gy(l)>^ quel que fsoit y^A. Supposons maintenant que y soit un ele-
ment de TM tel que λ(j)<oo. La longueur de Γarc φy(f) (0</<λ(jO)
est alors infinie. En effet, dans le cas contraire, puisque M est une
variete riemannienne complete, φy(ί) aurait une limite lorsque /->X(jO
et \(y) ne serait pas la borne superieure des t^R tels que ty^S. On
va en deduire que (P gy)(t) = a(φ'v(ty)-+ + oo lorsque t-*\(y). Pour tout
fe/00, soit en effet f(t) = Sup ((P2 •£,)(/), 1). On a fy(t)>Vffi)>

V(P* gy)(t)=\\<PίM\\ done (P2 ^)(0>II^(OII-1 quel que soit

II en resulte que (P gy)(t)-(P gy)(Q)> Γ \\φ&u)\\du-t, done que (P
Jo

-> + oo lorsque ί-»λ(.y). II existe done des elements t^I(y) tels que
Si f^I(y) verifie cette condition, alors α(^(0)>0 pour

t°<t<\(y). D'autre part, si z = φ'y(tQ], alors ε -^A. Puisque Aag, on

a f + P l e / ( j ) e t

9>,(ί) = exp(te) = exp((r+%) = 9>,(f + /)

pour O^ί^η— TT . II en resulte que

Ceci montre que ^ ( 0 - * + °° lorsque t-*\(y).

Lemme 2. Les hypotheses etant celles du Lemme 1, si y^TM ΐΐest
pas un vecteur nul et si a(y)>0, alors \(y)<oo.

On utilisera dans la demonstration des notations introduites dans
la demonstration du Lemme 1. La fonctiόn 2->α(<ps(l)) est une fonction
continue sur £ et >0 en tout point de A. Pour tout z<^A, on a
a(z}<a(φ'z(ϊ)). Les fonctions a(z) et α(<^(l)) etant invariantes par G, il
existe un nombre M<1 tel que α(^)<Mα(^(l)) pour tout z^A. Cela
etant on definit par recurrence une suite t0 = Q<t1 ti<ti+1 en passant
de tg a ίί+1 par la condition (tί+l—ti)\\φ'y(ti)\\ = £. Ceci est possible par-
ceque jyΦO et parceque (ti+1 — t^φ'v(t^S entraine que ti+1^I(y) lorsque
tt^I(y). Pour tout ι>0, le vecteur zi = (ti+1 — ti)φ/y(ti) appartient a A et
< ( l ) = ( ί ί + ι- ί>ί( ί ί + ι ) On a done α(^ί(ίί))<Mα(^ί(/ί+1)). D'autre part,
puisque a(φ'y(t}) est une fonction croissante sur Γintervalle I(y\ on a
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Or la fonction z-^gz(ΐ) admet sur A une borne superieure r'. Posons
a~a(φ'y(t^) pour tout/>0. On a (ti+l—ti)ai<r' et ai<Mai+1 pour tout

r'
i. II en resulte que tί+1 —1^<~ (1—M)'1. Puisque t1\\y\\ = £ et que

(tι~ t0)a1=t1a1>gζy/llyll(T)>r) on obtient finalement

ε
\\y\\'

Lorsque i->oo, gy(ti)-+ + oo car gy(ti+l) — gy(ti) = gig.(l)>r pour tout ί > 0 .
Ceci prouve que tέ-+\(y) lorsque f->oo et montre que \(y)<

6

2. Dans ce qui suit, on appliquera les Lemmes du Numero prece-
dent aux varietes localement plates, c'est a dire aux varietes differen-
tiables munies d'une connexion lineaire de courbure et de torsion nulle.
Les varietes localement plates dont le groupe d'holonomie est reduit a
Γelement neutre seront appelees des varietes plates. Etant donnees deux
varietes localement plates M et M', on appelle morphisme de M dans
M' une application differentiable / de M dans M' compatible avec les
connexions c'est a dire telle que, pour toute geodesique ψ de M, foψ
soit une geodesique de M. Soit M une variete localement plate connexe
et soit gcTM Γouvert constitue par les points dont Γexponentielle est
definie. Pour tout x<=M, Γespace vectoriel TXM des vecteurs d'origine
x est muni d'une structure de variete plate canonique, les geodesiques
etant les courbes t-*ty+z avec y, z^TxM. Cette structure induit sur
SX = SΓ\ TXM une structure de variete plate que Γon appellera la struc-
ture plate vectorielle.

Lemme 3. Pour tout χ(=M, Γapplication exp*, restriction de exp a
§x est un morphisme de Sx muni de la structure plate vectorielle dans M.
Son rang est en tout point maximum et egal a la dimension de M. Si Sx

est convexe, alors expx:Sx^M est un reυetement de M.
Supposons d'abord que M soit simplement connexe. Pour tout

y^ TXM il existe alors un champ de vecteurs Py sur M et un seul tel
que Py(x)=y et DPy = Q. Soit ω la forme differentielle fermee de degre
1 sur M a valeurs dans TXM telle que ω(Py)=y pour tout y<=M. Les
geodesiques de M sont alors les courbes φ telles que Γapplication
ω°φ' soit constante. Puisque M est simplement connexe, il existe une
application differentiable / de M dans TXM et une seule telle que f(x)
soit Γorigine de TXM et que df=ω. L'application /oexp* est Γidentite
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sur Γouvert 8X, domain e de definition de exp*. Si t->φ(t}=y°+ty est
un arc de geodesique de Sx muni de la structure plate vectorielle, on a
(dfoeχpZ)(ψ'(t))=y pour tout /, done e x p ^ est un arc de geodesique
de M. Ceci prouve que exp* est un morphisme. Puisque foexp* est
Γidentite, exp* est injectif de rang egal en tout point a la dimension de
TXM. Montrons que si 8X est convexe, alors exp* est surjectif. Soit x°
un point de M appartenant a Γadherence de expx(Sx) et soit y°=f(x°).
Puisque f°expx est Γidentite sur Sx, y appartient a Γadherence de Sx.
Puisque Sx est un voisinage convexe de Γorigine dans TXM, on a done
ty°^8x pour 0<t<l. L'application / etant de rang maximum au point
#°, il existe un voisinage ouvert convexe W de / dans TXM et une
application differentiable g de W dans M telle que g(y°) = x° et f°g=
identite sur W. Le point x° etant adherent a e x p ^ , g (ΫF)nexp^
est un ouvert non vide dont Γimage par / est un ouvert de TXM con-
tenu dans WΓ\8X. Si y^f(g(W)ΠexpxSx) alors expxyeg(W) et
f(expxy)=y=f(g(y)). Puisque / est injectif sur g(W\ on a done
g(y) = expxy. Les applications g et exp,, sont deux morphismes de WΠSX

dans M consideres comme varietes plates. Puisque WΓ\SX est connexe
et que ces morphismes coincident sur un ouvert non vide, on a g(3>) =
expxy pour tout y^WΓ\Sx. II en resulte que, lorsque /->!, expx(ty°)
tend vers g(y°) = x°. Par consequent, y°^Sx et x°<= exp,,^. On voit
done que exp* Sx est ferme etant ouvert il coincide done avec M.

Le cas general s'en deduit en considerant le revetement universel
q:M-^>M de M et la structure de variete plate sur M pour laquelle q
est un morphisme. Soit x un point de M et soit Sx Γouvert de TXM
intersection de T%M avec Γouvert de definition de Γapplication exponen-
tielle exp:TΛΪ-^M. Si x = q(x\ alors la restriction de Γapplication
tangente qτ a T%M est un isomorphisme de Sx sur Sx. II suffit done
de montrer que exp^.o^T: g~->Λf est une revetement. Cela resulte de la
relation expΛ.o^τ=^oexpϊ et de la premiere partie de la demonstration.

Thέoreme. Soit M une variete differentiable localement plate con-
nexe.

1) Si le revetement universel de M est isomorphe en tant que variete
plate a un ouvert convexe ne contenant pas de droite dans un espace afβne
reel, il existe sur M une 1 forme differentielle fermee a telle que Da
soit definie positive en tout point et qui est invariante par tout automor-
phisme de M.

2) Si G est un groupe d'automorphismes de M tel que G\M soit
quasi-compact et si il existe sur M une 1-forme differentielle fermee a
invariante par G et telle que Da soit definie positive en tout point, alors
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le revetement universe! de M est isomorphe en tant que variete plate a un
ouvert conυexe ne contenant pas de droίte dans un espace affine reel.

La demonstration de Γassertion 1) est pratiquement celle que est
donnee dans [2], (Theoreme (5,1), c)=>b)); elle utilise le volume de
Bergmann du tube construit sur le revetement universel de M. Demon-
tron^ Γassertion 2). On se ramene immediatement au cas oύ M est
simplement connexe. Soient x un point de M et F la primitive de a
nulle en x. D'apres le Lemme 1, si y^TxM et si X(.y)<°°> ^(exp*(ty))
-̂ H-oo lorsque t-*\(y)y c'est a dire lorsque ty tend vers la frontiere de
Sx. D'autre part la Hessienne de F°expx est definie positive en tout point
de Sx car d(Foexpx) = a°exp£ et la differentielle covariante de cette forme
est definie positive puisque Da est definie positive et que exp^ est un
morphisme (Lemme 3). II en resulte que 8X est convexe de TXM (cf.
[2], Lemme (4,2)). D'apres le Lemme 3, exp^ est done un isomorphisme.
De plus Sx ne contient ,pas de droite car, d'apres le Lemme 2, M ne
contient pas de geodesique complete non constante.

Corollaire. Soit M une variete connexe compacte localement plate.
Pour que le revetement univarsel de M soit isomorphe a un ouvert convexe
ne contenant pas de droite dans un espace affine reel, il faut et il suffit
qu'il existe sur M une 1-forme differentielle fermee dont la differentielle
covariante est definie positive en tout point de M.

On remarquera que les varietes compactes qui verifient cette con-
dition ont un ler nombre de Betti non nul.
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