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Allgemeine Algebra.
Von Kenjiro SHODA.

In der vorliegenden Arbeit soll die friiher schnittweise publizierte
Theorie der allgemeinen algebraischen Systeme ) zusammengefasst und
weiter gefuhrt werden. Wir betrachten dabei diejenigen Systeme mit,
deren Verkniipfungen nicht notwendig eindeutig sind. Den Ausgangs-
punkt der Theorie bilden die verschiedenen Definitionen der Homomor-
phismen und die der entsprechenden Restklassensysteme. Wenn nian die
starkesten Definitionen annimmt, so kann man die in der Gruppentheorie
bekannten Isomorphiesdtze beweisen unter der Voraussetzung, daB das
System ein Nullelement besitzt.

Wenn ein Meromorphismus, d.h. ein mehr-mehrdeutiger Isomorphis-
mus zweier Systeme ein ‘Isomorphismus zweier Restklassensysteme indu-
ziert, wie in der Gruppentheorie tiblich ist, so heisst er ein Klassenmeromor-
phismus. Die ganze Theorie wird dann aufgebaut unter den folgenden
Voraussetzungen :

Jedes vorkommende Systep 2 geniigt den Bedingungen

I. A besitzt ein Nullelement.

II. Die Vereinigung zweier normalen Untersysteme von 2 ist auch
normal. '

III. Der Meromorphismus zweier zu 9 homomorphen Systeme ist
stets ein Klassenmeromorphismus.

Aus II folgt, daB die siamtlichen normalen Untersysteme von ? einen
modular-Verband bildet, def ein Unterverband des aus allen Untersystemen
von A gebildeten Verbandes ist. Aus III folgt, daB die samtlichen Kon-
gruenzen von 2, d. h. Restklassenzerlegungen von 9! einen modular-Verband
bildet. Es ist dann leicht den Schreierschen Satz fiir Normalketten,
den Jordan-Holderschen Satz fiir Kompositionsreihen und den Remak-

) K. Shoda, Uber die allgemeinen algebraischen Systeme I-VIII, Proc. Imp. Aad.
Tokyo, 17 (1941), 323-327; 18 (1942), 179-134, 227-232, 276-279; 19 (1943), 120-124, 259-
263, 515-517; 20 (1444), 584-538. Dort haben wir uns auf eindeutige Systeme beschriinkt.
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Schmidtschen Satz fiir direkte Zerlegungen zu beweisen.

Ist jede Verkniipfung eindeutig und sind- je zwei Elemente aus 2
stets verkniipfbar, so stimmen die verschiedenen Definitionen der Homo-
morphismen  iiberein. Wenn man ferner als ‘Axiome fiir System ¥ nur
géwisse Gleichungen betrachtet, die, wie Aséoziativgesetz,' Distributivgesetz,
fiir alle Elemente aus 2 gelten, so nennt man das System primitiv. Die
Theorie der primitiven Systeme ist einfach und grundlegend. Vor allem
kann man freie Systeme konstruieren. Die Erweiterung eines Systems
und die Einbettung eines Systems in ein anderes werden mit Hilfe der
freien Systeme aufgeklart. Der in der Korpertheorie iibliche Begriff der
algebraischen Abhangigkeit wird in der Theorie der allgemeinen Systeme
eingefiihrt und die von van der Waerden angegetenen Grundsdtze werden
bewiesen. Durch Spezialisierung erhilt man den Begriff der linearen
Abhangigkeit und .den der allcemeinen linearen Algebra. Durch weitere
Spezialisierung gelangen wir zu den Begriff der k-linearen Systeme, der
eine direkte Verallgemeinerung des Begriffes des %k-Moduls ist.

Die Grundsitze iiber die auflosbaren Gruppen, die nilpotenten Gruppen
werden auch in die Theorie der primitiven Systeme tibersetzt.

Die Galoissche Theorie d.h. die eineindeutige Zuordnung zwischen
den Untersystemen zweier Systeme wird auch untersucht und der Krull-
sche Satz fiir die unendlichen Galoisschen Erweiterungskérper wird auch
auf unseren allgemeinen Fall iibertragen. '

Wir betonen hier, daB der Begriff des Verbandes als Verband der
Untersysteme oder als Verband der Kongruenzen in der allgemeinen
Theorie auftreten, wahrend der Begriff der Gruppe als Automorphismen-
gruppe von der allgemeinen Theorie unentbehrlich ist. Der Begriff der
Ringe sercheint als Endomorphismenring in der Theorie der Abelschen
Gruppe. Also erhdlt man eine Verallgemeinerung des Ringes, wenn man
den Bereich der Endomorphismen eihes Systems axiomatisch betrachtet.
Gewisse Ringtheorie findet sich ihre Analogon in solchen Systemen.

Um ein abstrakt angegebenes System darzustellen, ist es natiirlich
gewiinscht, da8 man das System durch ein besocnderes System derselben
Art darstellt, wodurch das System mit der allgemeinen Theorie in Bezie-
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hung steht. Zum Beispiel die Darstellung der Gruppe durch Permu-
tationen (Automorphismen der Menge ohne Verkniipfungen), durch
monomiale Substitutionen (Automorphismen des Systems mit einer Operator-
gruppe), durch lineare Substitutionen (Automorphismen eines k-Moduls
mit einem Korper k); die Darstelluug des Verbandes durch Untermenge,
Kongruenzen einer Menge; die Darstellung des Ringes oder der Algebra
durch Matrizen (Endomorphismen-des k-Moduls). In dieser Note besch-
ranken wir uns auf die Darstellungen eines Systems durch die Endomor-
phismen eines anderen. Die Theorie soll also eine Verallgemeinerung der
Darstellungstheorie der Ringe oder der Algebren betrachtet werden. ‘

Der Einfachheit halber beschrianken wir uns in der vorliegenden Note
auf Systeme mit Verkniipfungen, d.h. mit bindren Operationen oder,
anders gesagt, mit Funktionen zweier geordneten Elemente. Diese Ein-
schr'ainkuhg ist aber nicht wesentlich. Man kann wohl analog vorgehen
auch, wenn man étwa Systeme mit Funktionen der halbgeordneten Menge
betrachtet. ¥)
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Kapitel I. Grundbegriffe

_ §1. Homomorphismen. Eine Menge 2 mit den Verkniipfungen «,
B, ...heisst ein (algebraisches) System, wenn aab fiir gewisses Paar
a, b als eine nicht leere Teilmenge von 9 definiert ist. Die Menge der
Verkniipfungen bezeichnen wir mit V. Besteht aab nur aus einem ein-
zigen Element, wenn es iiberhaupt definiert ist, o heisst 2 ein eindeutiges
System.

Ist eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Elementen von den
Verkniipfungssystemen V,V’ von U, 2’ vorgegeben, so kann man, ohne
wesentliche Beschrankung der Allgemeinheit, die entsprechenden Ver-
kniipfungen identifizieren. Es seien 2, A’ zwei Systeme mit einem Ver-
kniipfungsbereich. Wenn eine eineindeutige Abbildung von 9 auf %A’: «
auf o/, b auf b/, eine Abbildung von a a b auf ¢’ a b’ induziert, d.h. wenn
(e ab) = a' a b fiir jedes o aus V, so heisst die Abbildung ein Isomor-
phismus von A auf A’. Dabei soll ¢ a b existieren, wenn a’ o b’ existiert,
und umgekehrt.

Fiir eine eindeutige, nicht notwendig eineindeutige, Abbildung von
A auf W' werden wir die folgenden Bedingungen voraussetzen.

Bedingungen fiir die Verkniipfbarkeit :

1. Aus der Existenz von a « b folgt die von o’ a b'.

2. Existiert o' ad’, so existiert a « b mindestens fiir ein Paar a, b.

3. Existiert o’ a b’, so existiert @ « b fiir jede Urbilder a,b.

Bedingungen fiir die Wertebereiche: Die Menge der Urbilder von o’
bezeichnen wir mit A. Mit A o B bezeichnen wir die Menge derjenigen
Elemente, die mindestens in einem e ab,ac A,be B, enthalten sind.
Solange die Formeln Sinn haben, seien

I. (AaBYCd abd'.
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II. AaB)=daab'

. (@aB) =(Aab) =da ab fiir jedes a aus A und jedes b aus B.

IV. (eab) = &' ab’ fiir jedes @ aus A und jedes b aus B.

Im folgenden sprechen wir von dem _Homomorphz‘smu's, *y wenn die Ab-
bildung den Bedingungen 1 und I geniigt. Besteht ferner etwa 2 und II,
so mag ‘die Abbildung ein (2, II)-Homomorphismus heissen.

Durch eine eindeutige Abbildung erhadlt man stets eine Klassenein-
teilung von 2. Jede Klasceneinteilung von 2 definiert ein Restklassen-
system, das aus den Klassen 4, B, .. . besteht. Dabei bedeutet die Klassen-
verkniipfung A « B die Menge der Klassen, die mit A « B im friiheren
Sinne gemeinsame Elemente besitzen. Ist ¢ ein Homomorphismus von 2
auf B, so erhilt man ersichtlich einen eineindeutigen Homomorphismus ¢
des Restklassensystems A, auf B, der nicht notwendig ein Isomorphismus
zu sein braucht. Der Vollstandgikeit halter werden wir nun den Einfluss
der weiteren Bedingungen des Homomorphismus in diesem eineindeutigen
Homomorphismus ¢ genau studieren.

Ein (2, IT)-Homomorphismus ¢ von A auf B induziert ersichtlich
einen Isomorphismus ¢ von U, auf B. Umgekehrt ist jedes Restklassen-
system von A zu A (2, II)-homomorph. )

Eine Untermenge A’ von 2 heisst ein Untersystem, wenn a o b fiir
jede Elemente a, b aus U’ stets in A’ enthalten ist, solange ¢ und b durch
« verkniipfbar sind. Das (3, IV)-homomorphe Bild in B eines Unter-
systems von A ist ein Untersystem wvon B. Das Urbild eines Unter-
systems von B ist fiur jeden Homomorphismus stets ein Untersystem
von A. _

Ein Element heisst ein Nullelement, wenn es ein Untefsystem (mit
einem einzigen Element) bildet. Wir setzen nun die Existenz eines Null-
elementes voraus, und wir setzen ein Nullelement fest, das mit 0 bezeich-
net wird. Die Urbilder eines Nullelementes 0’ von 8 bei einem Homo-
morphismus ¢ von A auf B bilden ein Untersystem von 9. Das Biid

"3) Z.B. stetige Abbildung des topologischen Raumes, Homomorphismus der topolo-
gischen Gruppe. '

4) (2,1I)-oder (2,1V,-Homomorphismus ist nichts anderes als der offene Homomor-
phismus der topologischen Gruppe.
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eines Nullelementes 0 von ¥ sei 07. ‘Dann ist :0” auch ein Nullelement
von B, wenn 0« 0 existiert, solange 0” « 0” existiert,  also natiirlich
wenn die Bedingung 3 gilt. Wenn die 0 -enthaltende Restklasse ein
Untersystem A’ von 9 ist, wie es immer der Fall ist, wenn IV und
0«0 =0 fiir jedes « aus V oder, wenn 3. IV. gelten, so spricht man
von dem Restklassensystem von 9 modulo ', welches mit 9(/9’ bezeich-
net wird. Man beachte, dag %/’ im allgemeinen durch 2’ nicht eindeutig
bestimmt ist. Bei einer Kongruenz (Restklasséneinteilung) von 9 seien
a, b bzw. ¢, d miteinander kongruent.. Wenn aus der Verkniipfbarkeit von
o und c¢ stets die von b und d folgt, so heisst das Restklassensystem ein
(3, ID)-Restklassensystem. Wenn ferner mit :einem Element aus aac
mindestens ein Element aus b « d kongruent ist, so heisst das Restklassen-
system ein (3, IV)-Restklassensystem. Nach der obigen Uberlegung erhilt
man ohne Miihe : ' e '

Ein (3, 1)-bzw. (3, IV)-Homomorphismus von A auf B, der 0 auf
0’: abbildet, induziert einen Isomorphismus eines (3, II)-bzw. (3,1IV)-
Restklassensystems A/N' auf B. Dabei besteht NA' aus den Urbilder von
0. Jedes (3, II)-bzw (3, IV)-Restklassensystem lisst sich in der Form
A/N' darstellen und es ist zu A (3, II)-bzw. (3, IV)-homomorph. Dasselbe
gilt auch fur (2,11)-bzw. (2, IV)-Homomorphismus wund (2,1I)-bzw.
(2, IV)-Restklassensystem, wenn die 0 enthaltende Restklasse ein Unter-
system ist. g

Ein das festgesetzte Nullelement 0 enthaltende Untersystem heisst
normal ( (3, I1)-bzw. (3,IV)-normal), wenn es eine Restklasse eines Rest-
klassensystems ( (3, II)-bzw. (3, IV)-Restklassensystems) von 9 ist.

Wir betrachten nun eine mehr-mehrdeutige: Zuordriung zwischen zwei
Systeme 2, A’ mit demselben Verkniipfungsbereich V, und die folgenden
Bedingungen :

1. Existiert a b in 2, so gibt es zwei zugeordnete Elemente o', b’
aus o/, die durch « verkniipfbar sind, und umgekehrt.- L

2. Existiert e« b in A, so sind jede zugeordnete Elemente a';d’
aus A’ durch « verkniipfbar, und umgekehrt.

I aa®d und o a b’ enthilt mindestens ein Paar der zugeordneten
Elemente. -
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II’. . Jedem Element aus a o b entspricht mindestens ein Element aus

o' ab’, und umgekehrt. -

~ Eine mehr-mehrdeutige ABbildung heisst ein Meromorphismus, wenn
die Bedingungen 1,1’ erfiillt sind. Gilt I/, so beweist man leicht, daB
das Blid eines Untersystems von N ein Untersystem von 9 ist und
umgekehrt.

Es seien zwei (3, I)-Homorixorphismen von A auf B, € vorgegeben.
Dann erhélt man einen Meromorphismus zwischen % und €, wenn man
die Bilder in B und G eines Elementes aus 9 zuordnet. Existiert namlich
b,ab, in B, so existiert a, a @, nach 2 mindestens fiir ein Paar der
Urbilder in 2 und folglich existiert ¢, « ¢, nach 1 fiir die Bilder von a,, @,
in €. Daher gilt 1’. Aus 3 folgt ferner 2’. Sind b, b, bzw. ¢, ¢, die
Bilder von a,, @, so folgt nach 3 aus der Existenz von b, a b, die von
a, a a, und die Bilder b, ¢ von a aus ¢, « a, sind zugeordnete Elemente in
b, ab, und ¢, ac,. Damit ist I’ bewiesen. Wenn die Homomorphismen
von A auf B und € der Bedingung II geniigen, so gilt II' fiir den
induzierten Meromorphi¢smus von B und €. Man erhalt also:

Die (3, I)-bzw. (3, II)-Homomorphismen vorn A auf B und € induzie-
ren einen (2, I')-bzw. (2', II')-Meromorphismus von B und €.

Es seien 9, B isomorphe (3, IV)-Restklassensysteme von % und 3.
Ordnet man jede Elemente a, b in den entsprechenden Klassen aus A, B
zu, so erhdlt man einen (27, II')-Meromorphismus von 2 und 8. Es seien
nimlich A4, A’ zwei Restklassen aus 2 und B, B’ die entsprechenden
Restklassen aus B. Existiert a aa’ fiir ¢ aus A und o’ aus A’, so exis-
tiert A« A’, also B « B’ und folglich b a b’ fiir jedes b aus B und jedes
b aus B'. Nach IV ist es auch klar, daB II' gilt. Ist im allgemeinen
ein Meromorphismus von % und B durch einen Isomorphismus der Rest-
klassensysteme von 2 und B vermittelt, so heisst er ein Klassen-
meromorphismus.

"Ein Meromorphismus von A und B ist dann und nur deonn Klassen-
meromorphismus, wenn aus der Zuwordnung @¢,~b,, a,~b, a,~b,, a,~Db,
die Zuordnung a, ~ b, a,~ b, folgt.

Mit C, bzw. C, bezeichnen wir die Gesamtheit der a bzw. b zuge-
ordneten Elemente aus B bzw. 2. Ist ¢, ~b,, soist jedes einem Element
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a, aus Cp, zugeordnete Element b, aus B in C,, enthalten. Umgekehrt
entspricht einem hbeliebigen Element b aus Cg, sicher ¢, da a, ~b,a, ~
b, @, ~ b, ist. Damit ist der Klassenmeromorphismus aufgestellt. Die
Umkehrung ist klar.

Es sei noch bemerkt, daB ein (2’, II’)-Meromorphismus sich-auf einen
(3, IV)-Homomorphismus reduziert, falls die Abbildung ein-mehrdeutig
ist. Ein (2,I)-Homomorphismus reduziert sich auf einen Isomorphiémus,
falls die Abbildung eineindeutig ist.

$ 2. Isomorphiesatze. In diesem Paragraphen betrachten wir Systeme
mit demselben Verkniipfungshbereich. Wir setzen ein Nullelement in
jedem System fest. Als Untersysteme betrachten wir nur diejenigen,
die das festgesetzte Nullelement enthdlt und wir betrachten nur die-
jenigen Isomorphismen, Homomorphismen und Mercmorphism.en, die die
‘Nullelemente zuordnen.

Es sei B ein normales (genauer (2, II)-normales) Untersystem von 2.
Die Menge aller Restklassensysteme /8 bezeichnen wir mit [A/3B],
ferner [2A/0] mit [A]. [(A/B] heisst zu [A'/B'] einseitig isomorph, wenn

zu jedem 2A/B mindestens ein A’/B’ isomorph ist. Wenn ferner (A'/B']

zu [ /W] einseitig isomorph ist, so spricht man von dem (gegenseitigen)
Isomorphismus. Da wir uns jetzt mit der Relation zwischen den Homo-
morphismen und den Kongruenzen beschaftigen, so verstehen wir unter
dem Homomorphismus bzw. dem Restklassensystem stets (2, II)- Homomor-
phismus bzw. (2, II)-Restklassensystem. Dann erhalt man nach §1 4

Homomorphiesatz. Ist A’ zu A homomorph, so ist A’ einem Rest-
klassensystem A /B modulo einem normalen Untersystem B isomorph, wo
B aus den simtlichen dem Nullelement von ' zugeordneten Elementen
aus A besteht. Also ist ('] zu [A/B} einseitig isomorph. Ist 0« 0=10
fir jedes o und gilt IV, so lisst sich jedes Restklassensystem von A in
der Form /B mit einem normalen Untersytem B darstellen und es ist
zu A homomorph.®).

Der erste Teil dieses Satzes ldsst sich bekanntlich folgendermassen
verallgemeinern.

5) Dieser Satz enthiilt wesentlich den Homomorphiesatz der topologischen Gruppe.

1o
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Erster Isomorphiesatz. Ist A’ zu A homomorph wund ist B' ein
normales Untersystem von. A, so.ist [A’//B'] zu |A/B] einseitig isomorph,
wo B-das B' entsprechende normale Unlersystem von A ist.

Ist B/€ ein Untersystem vbn A/C, so ist B ein Untersystem von. A
und zwar dann und nur dann normal, wenn %/€ normal in /€ ist. Als
Zusatz des ersten Isombr:ph'iesatzes erhdlt man unmittelbar: Ist € ein
norﬂiaiéé ‘Untersystem von A und ist B/C ein normales Untersystem
eines A/C, o ist [(A/E)/(B/C)] zu [A/B] einseitig isomorph.

Fs sei © ein normales _Untersystem von 2. Ist 2’ ein € enthaltendes
Unteleystem von 9, so ist € normal in %A’. Denn eine Kongruenz ¢’ von
9[ nach (63 induziert eine Kongruenz von 2’ rach €. Ist im allgemeinen
M eine Untermenge von ¥, so bezeichnen wir mit M? die Menge aller
Elemente, die mit den Elementen aus M nach ¢ kongruent sind. 27 ist
* tiir, ein Untersystem B von 2 ein Untersystem von A, wenn ((K N\B)«a
(LN\®B))F=KalL fir jede Restklassen K, L aus /€, die mit B
gemeinsame Elemente besitzen. Dabei bedeutet )\ den mengentheoretis-
chen Durchschnitt.  Gilt fiir jede Kongruenz ¢ von % nach € ((K N\®B) a
(LN\®))"=K «a L fiir jede Restklassen K, L, so heisst € binormal.®)
Dabei bedeutet B ein»be;iebiges Untersystem von 9. Ist € binormal in
A und ist € ein € enthaltendes Untersystem, so ist € binormal in €.
Die -durch ¢ induzierte Kongruenz von €’ sei ¢’ und K/, L' seien die in
K, L enthaltenen Reetk]axen von ¢'. Ist B ein Untersystem von €/, s
ist. (K".N\B) a (L' \B)= (K N\B)a (L NB). Wire (K'N\B)al' N
éB))', = K' a L', so miisste gegen der Voraussetzung ((K N\¥B)« (L N
B) )P =% K« L sein. Ein Restklassensystem nach einem binorma'en Unter-
. system. heisst ein. Birestklassensystem ; die zugehorige Kongruenz bzw.
der Homomorphismus heisst Bikongruenz bzw. Bihomomorphismus. Sind
B/C€  A/C Birestklascensysteme, so ist B dann und nur dann binormal
in 2, wenn B/E binormal in /€ ist. Dann gelten der Homomorphiesatz,
der &rste Isomorphiesatz und der Zusatz auch fiir binorm:a’e Untersystemne.

6) Wenn jeder Homomorphisrhus (2, II;,-Homomorphismus ist, so ist jedes normale
Untersystem binormal. Dies ist bekanntlich immer der Fall, wenn 9| etwa eine kom-
pakte Gruppe ist.
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Zweiter - Isomorphiesatz. Es sei B ein Untersystem, € ein binor-
males Untersystem von A. Dann ist B\ €/€) zu [23/523 [\(6.3] ez’nseitig
isomorph.

Dabei bedeutet\ / bzw. "\ das kleinste 3B, € enthaltende Untersystemi
(Vereinigung) von 2 bzw. das grosste in B, € enthaltene Untersystem
(Darchschaitt) von 9. Zum Beweis des Satzes setzen wir ein B N\ €/€
fest. Die Restklassen aus B\ / €/C, die mindestens ein Element aus B
eathalten, bilden nach der Voraussetzung ein Untersystem, das sich durch
N/C darstellea lasst, da B uud € das vorgegebene Nullelement gemein-
sam enthilt. Dann ist N ein Untersystem, das B und € enth’ailt,_ daher ist
N =B\/ E. Damit ist eine eineindeutige Zuordnung zwischen B\ / €/€
und B/B N\ € aufgestellt. DaB diese Zudrdnung ein Isomorphismus. ist,
folgt aus der Voraussetzung des Satzes unmittelbar. )

Die Gesamtheit der Untersysteme von 2 bildet bekanntlich einen
vollstandigen Verband in Bszug auf\/und /\. Auf der anderen Seite
bilden die samtlichenr Kongruenzen von U einen vollstindigen Verband.
Sind ¢, @, .. :Kongmenzen voa A, so sind die Restklassen nach ¢, N
@, N\ ...die nicht lesrea Darchschnitte der Restklassen nach dencg.
Die Veireinigung der Kongruenzen kann man bzkaantlich folgendermassen
konstruieren. . Man setze di= Restklassea C,, D, nach ¢, zusammen, wenn
man endlichviele Restklassen C, Ei, ..., Ei,, D, aus den ¢, annehmen
kann, so da3 die aufeinander folgenden Gliedér mindestens ein Elemernt
gemeinsam haben.

- Wenn die Kongiuenzen ¢; nach demselbén normalen Untersytem
B angageben sind, so ist die Vereinigung auch eine Kongrueuz nach %
wie man sich leicht nach der obigen Konstruktion iiberzeugt. Daher
bilden die simtlichen Kongiuenzen nach einem  bestimmten normalen
Uatesystem B einza vo'lstdndigen Verband. Daher gibt es ein grosstes
Restklassensystem A/B, so da3 jedes Restklassensystem nach B..durch
weitere Klasseneinteilung von /B erhiltlich ist. Wir bezeichnen dieses
grosste Resklassensystem mit A//8, we'ches natiirlich durch % und 8
einiaitig b2stimmt ist. Bezeichnet man A//Q mit | A |, -so ist-ersicht-
lich A//B8=| A/B | fiir jeles A/B.  Sind A/B und A'/B’ isomorph, s
ist A//B=|A/B| zu A'//B" = | A/B'| isomdtph. Aus dem einsei-
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tigen Isomorphismus von [UA/B] zu [A’/B'] folgt ersichtlich der Isomor-
phismus von %//®B auf A’'//B'. Ersetzt man also in den Isomorphiesitzen
[A/B] durch A//B, so kann man statt des einseitigen Isomorphismus
den Isomorphismus behaupten, wie etwa in der Gruppentheorie itblich ist.

Die in diesem Paragraphen angegebenen Sitze gelten auch, wenn
man sich auf (3, ID)-bzw. (3, IV)-Homomorphismen und (3, ID-bzw. (3, IV)-
Restklassensysteme beschrankt. Man beachte dabei, daB8. (3, IV)-normale
Untersysteme stets binormal sind. Wir haben nun zu beweisen, daB die
Vereinigung der (3, II)-bzw. (3, IV)-Kongruenzen auch (3, II)-bzw. (3, IV)-
Kongruenz ist. Es sei C/, Fj,/, ..., Fj,/, D/ eine Reihe, die zwei Rest-
klassen C, und D, verbindet und zwar «cC, \Fi, o' €Fj,' N\D,.
Bezeichnet man die a bzw. o’ enthaltende Restklasse nach ¢, mit G, bzw.
G./, so sind

C,Gjp.-ey Gy Foyy ooy Fipy D,
c, Fjly...,Fj,, Gy ..., G, D,

auch Reihen mit der verlangten Eigenschaii. Ist ein Element aus C, mit
einem Element aus C,/ durch « verkniipfbar, so ist jedes Element aus C,
mit jedem Element aus C,’ verkniipfbar. Nach der Konstruktion der
beiden obigen Reihien kann man endlich schliefen, daB jedes Element
aus D, mit jedem Elemsnt aus D, verkniipfbar ist. Damit ist die Be-
dingung 3 bewiesen. Die Bedingung IV fiir ¢ besagt, daB8 jedes Element
aus C,«aC, mit einem Element aus c a ¢/,ceC, ¢’ €C’, kongruent ist.
Da ¢ und ¢’ beliebig angenommsn werden konnen, so ist jedes Eflement
aus D, « D, mit einem Elemsnt aus ¢ « ¢’ kongruent nach ¢, \/ ¢,\/ .. ..
Damit ist die Belingung IV bewiesen.

§ 3. Primitive Systeme. Wir setzen nun voraus, daB8 die Verkniipf-
ungen eindeutig sind. Dann stimmen die Bedingungen I bis IV miteinan-
der iiberein. Existiert ferner ¢ a b fiir jede a, b aus 2 und fiir jedes «
aus V, so stimmen die Bedingungen 1, 2, 3 iiberein. In diesem Fall heisst
A ein homojenes System beziiglich V. Eine durch Verkniipfungen aus
V dargestellte Funktion heisst v-Funktion. Setzt man zwei v-Funktionen
gleich, so mag man eine v-Gleichung erhalten. Es sei eine Menge A der
v-Gleichungen vorgegeben. Ein homogenes System 2 heisst ein A-Sys-
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tem, wenn die Gleichungen aus 4 durch jede Elemente aus ¥ erfiillt sind.
Sind die bestimmten v-Gleichungen nicht vorgegeben; so spricht man im
allgemeinen von primitiven Systemen. ) Es gilt ersichtlich:

Jedes Untersystem eines A-Systems ist auch ein A-System. Ein zu
einem A-System homomorphes System ist auch ein A-System. '

Eine v-Funktion zweier Elemente eines homogenen Systems 9 heisst
eine Folgeverkniipfung ) von A. Besteht V' aus gewissen Folgeverkniipf-
ungen von %A, so kann man U als ein System mit dem Verkniipfungs-
bereich V' auffassen. Eine v-Gleichung heisst eine Folgegleichung von
- A, wenn sie durch Anwendung der Gleichungen aus A beweisbar ist.
Solche Gleichungen kann man freilich dem A hinzutiigen. Ist A’ eine
Menge der Folgegleichungen von A, die durch die Folgeverkniipfungen
aus V' dargestellt sind, so ist U ersichtlich ein A’-System mit dem
Verkniipfungsbereich V’. Besteht umgekehrt V aus den Folgeverkniipf-
ungen von V' und A4 aus den Folgegleichungen von A, so sind die beiden
Begriffe der A-Systeme und der A’-Systeme dquivalent. In dieser Weise
kann man verschiedene Definionen eines Begriffes erhalten.

Ist eine v-Gleichung '

F@,a,...,0)=06G@,a,...,a,)

fiir jede a, aus A durch z losbar und ist 2’ zu A homomorph, so gilt
dasselbe auch fiir A’. Ist A” auch zu A homomorph, so kann man_einen
Meromorphismus zwischen 2’ und 2 aufstellen. Sind a/,...,a,’, und
a’,...,0,” die zugeordneten Elemente aus 2’ und 2”, so gibt es unter
den zugehorigen Losungen z’ und 2” mindestens ein Paar ', 27 der zuge-
ordneten Elemente. Es sei 2 ein A-System beziiglich V. Wenn aus der
Existenz der Lgsung der obigen Gleichung die Eindeutigkeit der Losung
folgt, so kann man z als eindeutige Funlgtion von a,...,a, auffassen :

=f(dy...,w,). Dann ist A als Systerﬂ beziiglich V und dieser Funk-
tion f primitiv. Dabei soll 4 durch die Gleichung

F(f@a,...,a0,)0,...,08)=G{f(@,...,0,),0,...,,)

71 Z.B. Gruppen, Ringe, Verbiinde.
8) Wenn man allgemeine Verkniipfung, vgl. die Einleitung, betrachtet, so kann man
jede v-Funktion als Folgeverkniipfung annehmen.
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erganzt werden.. In der Theorie der allgemeinen Systeme ist es wichtig
zu entscheiden, ob ein System primitiv ist oder nicht. Dafiir wird diese
Uberlegung brauchbar sein.

Kapitel II. Konstruktionstheorie

§4. Freie Systeme.?) In diesem Kapitel beschranken wir uns auf
primitive - Systeme. Es seien eine Menge E = {a, @, ...} und eine
Menge V der Symbolen «,, a,, ... vorgegeben, die die Verkniipfungen
darstellen sollen. Die samtlichen formalen Ausdriicke, die durch end-
lichen a; und «, gebildet werden, bilden ein System beziiglich V. Dabei
soll die Verkniipfung ganz formal definiert werden. Solches System heisst
das durch E erzeugte absolut freie System und es wird mit O"(¥) oder
einfacher mit O (£) bezeichnet.

Es sei nun eine Menge A der v-Gleichungen beziiglich V vofgégebeh.
Ist f' ein Element aus O (E), das man durch endlichmalige Anwendungen
der Gleichungén aus A auf einem Element f aus O (F) erhidlt, so setzen
wir f =f'. Dadurch erhilt man eine Klasseneinteilung von O (E) und
aus f=f,9=g' folgt ersichtlich fag=f ag' fir jedes «a aus V.
Dieses Restklassensystem von O (E) heisst das durch E erzeugte freie
A-System und es wird mit A"(X) oder einfacher mit A (F) bezeichnet.
Es ist ersichtlich, daB A (F) ein A-System ist. : .

Die Gleichungen zwischen den Elementen aus O (E) heissen Rela-
tionen.. Es sei B eine Menge. der Relationen. Dann kann man durch 4
und B eine Kongruenz in O(¥) definieren. Dieses Restklassensystem
von O (E) heisst das durch £ erzeugte freie A-System mit- den Relationen
B. Es wird mit AY(E, B) oder mit A (E, B) bezeichnet. B heisst die
definierende’ Relation von A (E, B). Bezeichnet man mit (a,) die a, € £
enthaltende Restklasse aus A (E, B), so wird A (¥, B) durch die (a,)
erzeugt und die (a,) géniigen den Gleichungen aus B.

Wenn man zwei in A (E, B) kongruente Elemente aus. O (E) gleich
setzt, so erhdlt man alle Gleichungen, die durch endlichmalige Anwen-

8). Vgl. hierzu etwa K. Reidemeister, Einfiihrung in die kombinatorische Topologie,
Braunschweig (1932).
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dungen der Gleichungen aus A und B beweishar sind.” Diese Gleichungen
heissen “die Folgerelationen von B. Besteht B’ aus den Relationén aus
B und ge.wissen Folgerelationen, so ist. ersichtlich A (¥, B) = A (¥, B').
Wir setzen C > B, falls jede Folgerelation von B eine von C ist. :Sind
C->> B und zugleich. C<_B, so heissen C und B #dquivalent, in Zeichen
C ~B. Ist C ~ B, so ist ersichtlich 4 (E, B)= A (%, C).

. Gelten die Gleichungen aus B in einem durch £ erzeugtén A-System
A, so ist A zu A(E,B) homémorph. Fasst man namlich die ein
Element aus A darstellenden Elen.aente" aus O (E) in eine Klasse zusam-
men, so erhdlt man ein zu A isomorphes System . Zwei'in A (E; B)
kongiruente Elamente aus O (E) stellen kongruente Elemente nach U dar,
da die Relationen aus B nach der Voraussetzung auch in (' gelten. Daher
ist A und folglich A zu A4 (E, B) homomorph. Wenn man die in ¥ kon-
gruenten Elemente gleich setzt, so mag man eine Menge C der Relationen
erhalten. Dann ist A= A (#,C),C >B. Ist umgekehrt  C > B, so ist
A(E,C) zu A(E,B) homomorph. Zusammenfassend erhalt man den
folgenden Hauptsatz fiir freie Systeme.

Ein durch E erzeugtes, die Relationen B geniigendes A-System ist
zu A (E, B) homomorph und zu A (E, C), C > B, isomorph. - Ist umgekehrt
C >B, so ist AE,C) zu A(E,B) homomorph. Insbesondere ist jedes
durch E erzeugte A-System zum freien A-System A (E) homomorph und
einem A (E, B) mit einem geeigneten B isomorph.

Da jedes. A-System " als ein freies A-Systém ‘mit ‘Relationen auf-
gefasst wird, so erhdlt man ein Restklassensystem: 9% von 9, wénn -man
gewisse Gleichungen zwischen den Elementen voraussetzt; und die
Bilder der Gleichungen beim Homomorphismus 9 —» %* gelten in 0.
Wenn man insbesondere gewisse wv-Gleichungen voraussetzt, die fiir jede
Elemante gelten sollen, so-erhilt. man ein Restklassensystem, welches ein
Ax-System ist. Dabei besteht A* aus den »-Gleichungén aus ‘A und den
neuen v-Gleichungen. Ferner ist jedes Restklassensystem von U, welehes
ein A¥*-System ist, zu diesem eben konstruierten Restklasserisystem homo-
morph. '

Wir werden nun den bekannten Tietzeschen Satz in der Theorie der
freien Gruppen auf unseren allgemeinen Fall iibertragen.



196 Kenjiro SHODA

i) Aus B~ B’ folgt A(E,B)= A (E, B’).

ii) Ist ECE' CO(E), so ist A(E,B) zu A(E', B) isom9rph, wo
B' aus den Relationen B und den Relationen b = f (E), besteht die die
Elemente b aus £’ durch die Elemente aus E darstellen.

iii) Ist A (E, B) schon durch eine Untermenge E, von E erzeugt, so
ist A(E, B) zu A(E,, B,) isomorph. Dabei erhadlt man B, wenn man die
Relationen B durch E, ausdriickt. Wir konnen niamlich die Elemente o
aus E durch FE, ausdriicken: a=g(%,). Besteht B’ aus B und den
Relationen a = g (E)), so ist A (%, B) =4 (E, B"), da a =g (E,) Folgere-
lation von B ist. Da aber B Folgerelationen von B, und den o =g (F,)
ist, so ist nach ii) A (¥, B,) zu A (E, B'), folglich zu A (K, B) isomorph.

iv) Wenn es eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Erzeugenden
E, E' gibt, die die Zuordnung zwischen den Relationen B, B’ induziert,
so ist A(E, B) zu A (E', B') isomorph.

Der Tietzesche Satz lautet :

Die Isomorphie zwischen A (E, B) und A (E, B) kann man stets nach
den obigen vier Schlussweisen beweisen. D.h. A (E,B) und A(E, B)
sind dann und nur dann zueinander isomorph, wenn man E aus E und
zugleich B aus B nach den in i) bis iv) angegebenen Isomorphismen
ableiten kann.

DaB diese Bedingung hinreichend ist, ist klar. Ist A (%, B) zu
A (E, B) isomorph, so kann man nach iv) die zugerordneten Elemente
identifizieren, so daB E durch E und umgekehrt & durch E ausgedriickt
wird. Dann ist die Behauptung nach den folgenden Schlussen klar :

i ’ i i iii

(E;B)_*(EUE,C)_“’(E\/E,CUC)—’(EUE:C) — (K, B)

Wir fiihren nun den Begriff der freien Produkte ein. Es seien A,":
(E,, B), AV:(E, B)),...beliebige Systeme, V sei ein den simtlichen V,
enthaltender Verkniipfungshereich. Dann bilde man zundchst O"(E),
E = Ei-,\j E,\/.... Unter dem absoluten freien Produkt von den
A/ «(E, B,) beziiglich V verstehen wir das Restklassensystem von O7(E),
das man erhidlt, wenn man in O"(%) alle Gleichungen A,, B, voraussetzt.
Jedes A;”«(E, B,) ist im absoluten freien Produkt enthalen. Wenn man
ferner gewisse wv-Gleichungen A voraussetzt, so erhidlt man ein Rest-
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klassensystem des absoluten freien Produktes, welches das freie A-
Produkt heisst. Wichtig ist der Fall, daB V=V, =V,=..., A=
A =A =...sind. In diesem Fall ist jedes A" (£, B,) im freien A-
Produkt enthalten. Besteht A7"(E,, B,) fiir jedes i aus einem einzigen
Element ohne Verkniipfung, oder ist es ein durch ein Element erzeugtes
freies A-System, so ist das freie  A-Produkt nichts anderes als das freie
A-System AY(E).

§ 5. Einbettung und Erweiterung der Systeme. Es sei 2 ein A-
System beziiglich V, und V'’ sei eine Menge der Folgeverkniipfungen «’,
die durch

aa'b=f(a,b)

angegeben sind. Dabei bedeuten die f v-Funktionen beziiglich V. Ist
eine Untermenge A’ von A nach den Verkniipfungen aus V" abgeschlossen,
so heisst ' eingebettet in A. Ist dabei A' = A' (E', B"), wo A’ aus den
Folgegleichungen von A besteht, die durch V'’ dargestellt sind, so ist das
durch E', nach V erzeugte Untersystem 2’ zum freien A-System AY(E')
homomorph. Wenn man in AV (E'") die Relationen B’ (ausgedriickt nach
V) voraussetzt, so erhidlt man ein Restkiassensystem A, und A’ ist zu A
homomorph nach dem Fundamentalsatz der freien Systeme. Da 2’ C A~
ist, so stellen zwei verschiedene Elemente aus ' sicher zwei verschiedene
Elemente aus A dar. Es sei nun ein A’ (E’, B') vorgegeben, dessen Ver-
kniipfungen V' aus V und dessen Gleichungen A’ aus A abgeleitet werden.
Dann bilde man A"(E’). Setzt man B’ (ausgedriickt nach V) voraus, so
erhdlt man ein Restklassensystem von A" (E’). Wenn dabei zwei ver-
schiedene Elemente aus A’ (E’, B') zwei verschiedene Elemente des Rest-
klassensystems darstellen, so kann man A’ (E’, B') in einem A-System
einbetten. Nach der obigen Uberlegung kann man entscheiden, ob ein
A'-System in einem A-System einbettbar ist oder nicht. )

Ist ein- A-System B Untersystem eines A-Systems 2, so heisst U
eine Erweiterung von B. Man bilde nun das freie A-Produkt von B
und einer Menge M ohne Verkniipfung. Jede Erweiterung A von 9B ist,

W) Vgl. E. Witt, Treue Darstellung Liescher Ringe, J. f. reine u. angew. Math. 188
(1937,; G. Birkhoff, Representability of Lie algebras and Lie groups by matrices, Ann.
Math. 33 (1937) ’
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wie man sich leicht iiberzeugt, einem solchen freien A-Produkt homo-
morph. Setzt man dann geeignete Relationen voraus, so erhilt man ein
zu 9 isomorphes System. Wenn zwei verschiedene Elemente aus B
verschiedene Elémente aus dem Restklassensystem des freien A-Produktes
darstellen, so erhilt man sicher ein System, welches ein zu B isomorphes
Untersystem besitzt.

In der Theorie der Erweiterung sind die folgenden beiden Fille von
Wichtigkeit. Erstens seien zwei A-Systeme B, € vorgegeben. Wir be-
trachten das Problem die samtlichen A-Systeme 9 zu konstruieren, die
B als normales Untersystem enthalten, so daB8 ein Restklassensystem
A/B zu € isomorph ist. ) Ist €= A (F, C), so bilde man das freie A-
Produkt A von B und E. Wir setzen jetzt voraus, daB fiir jedes A-
System gilt :- Das durch 2 /% induzierte Restklassensystem $/% eines B
enthaltendes (nicht notwendig normales) Untersystems 3 ist ein Unter-
system von 2/B. Dann erzeugen die Vertreter der Erzeugende von %A/B
und B sicher das ganze System A. Also ist % zu A homomorph. Da
A B enthdlt, so reduziert sich das Problem auf die Bestimmung des
Restklassensystems A* mit den folgenden Eigenschaften: i) Jede Rest-
klasse enthadlt hochstens nur ein Element von #B. ii) Die ein Element
aus B enthaltenden Restklassen bilden ein normales Untersystem B< von
Ak iii) Es gibt ein zu € isomorphes Restklassensystem /B

Zweitens sei eine Menge B der Gleichungen vorgegeben, die durch
die Elemente a,, a,...aus einem A-System % und die Unbestimmten
%, ¥, . .. mittels der Verkniipfungen aus V ausgedriickt sind. Wir betrach-
ten nun das Problem_ eine Erweiterung von A zu bestimmen, die mindes-
tens eine Losung der Gleichungen aus B enthdlt.*) Ein solches (¥
enthélt das durch A und die Losungen X, A, ...erzeugte Untersystem.
Daher nehmen wir an, daB 2* schon durch A und A, A, ...erzeugt ist.
A*¥ ist dann zum freien A-Produkt A[x,x, ...] von A und x,x, ...
homonibrph. Also ist 2A* zum durch B definierten Restklassensystem

) Nach diesem Prinzip wurde-das Schreiersche Erweiterungsproblem wieder geldst
in K. Shoda, Uber den Schreierschen Erweiterungssatz, Proc. Jmp. Acad. Tokyo 17
(1941). - Vgl. auch H. Nagao, Ubsr-die Beziehungen zwischen dem Erweiterungssatz von
0. Schreier und dem von K. Shoda, ebanda (1949, »

12) Dies ist in dar Steinitzschen Kérpertheorie wichtig,
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zu diesem Restklassensystem homomorpl}es System einer verlangten Erwei-
terung ispmorph, wenn der Honlomorphismus den Isomorphismus von A
auf 9 induziert. Daher reduziert sich das Problem auf die Bestimmung
der Kongrnenz von A [x,, ., ... ] derart, daB zwei verschiedene Elemente
aus A inkongruent bleiben.

Wir werden nun wie iiblich den Begriff der direkten Produkte ein-
filhren. Es seien A, %, ...allgemeine (nicht notwendig eindeutige)
Systeme mit demselben Verkniipfungsbereich V. Wir betrachten die
Symbolen (a, @, ...), a, €U, die der Einfachheighalbar mit (a;) bezeichnet
werden. Dann und nur dann existiert (a,) « (b;), wenn a; a b, fiir jedes
i existiert, und (a,) « (b;) besteht aus (c,),c;€a; ab,. Dann heisst das
System A der Symbole (a,) das direkte Produkt von den ,. .

Besitzen die 2, Nullelemente 0,, so ist (0,) das Nullelement von 2.
Sind 0, « 0, = 0, fiir jedes « aus V, so bilden die Elemente (a,), a,= 0,
ik, ein zu A, isomorphes System, das auch mit A, bezeichnet werden
mag. Wenn man auf der anderen Seite (a;) auf a, abbildet, erweist es
sich, daB8 2(; zu % (2, IV)-homomorph ist. Denn (@)« (b)), ;= b, =0,
i 4k, existiert, wenn a, a b, existiert, also gilt 2. IV ist nach der
Definition des direkten Produktes ersichtlich. '

Die von endlich vielen von 0, verschiedenen Elementen a; gehildeten
Elemente (¢,) bilden ein Untersystem des direkten Produktes, welches
das eingeschrinkte direkte Produkt genannt wird. Es ist durch  die
Komponenten 2; erzeugt, falls' 0, @ @, = «; « 0, = @, fiir jedes @, und ein
« ist. o '

Sind ferner die A, samtlich A-Systeme, so ist das direkte Produkt
auch A-System. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir das eingeschrénlé\ﬁ@
direkte Produkt. )

§ 6. Algebraische Abhingigkeit. Es sei L ein Verband. Wir be-
trachten die Abbildung d der Menge der Paare (a,b), ¢ >b,a,be L auf
ein aus zwei Elementen &, 5 bestehendes System, wobei & < 7, & = &, ép =
n = n& =y sind. Wenn dabei die folgenden Bedingungen erfiillt sind,
so heisst L (nach der Vereinigung) Quasigraduiert.

i) d(a,a)=¢ fiir jedes a.
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11) “Aus a>b>c folgen d(a,b)<d(a,c) d (b c)<d(ac)d(ac)

< d (a,b)d (b, ¢).

iii) Aus @, a' > b folgt d (a\/ a/,b) < d (a, b)d (', b)

iv) d(a\J ¢ b\Jc)<d (a,b).

Es sei L e€in quasigraduierter Verband, {b] ein durch b erzeugtes
Dualideal. Die Elemente ¢ mit d (¢, b)=& bilden ein Ideal L, von [b].
Sind namlich d (a,b)=4d (a,b)=2¢&, so folgt aus iii) d (e, \/a,b)=¢.
Da b <a N\ o' < a fiir jedes @' aus [b] ist, so folgt aus ii) d (a N\ a/, b)=
& Nach i) ist die Menge von a nicht leer. Nach ii) ist L,< L, und
folglich L,= L, /\[a] fiir ac L, Ist umgekehrt ein Ideal L, in [b] fiir
jedes b so definiert, daBl aus ac L, stets -L,= L, /\[a] folgt, so setze
man d (a, b) = ¢ fiir a € L, und d (a, b) = 5 sonst. Dann gelten die Bedin-
gungen i), ii), iii). ,

Der Verband aller Untersysteme eines Systems Q sei quasigraduiert.
Ist d (A, B)= ¢ fiir Untersysteme A > B von (, so heisst A eine endliche
Erweiterung von 8. Ein Element o heisst endlich iiber B, wenn «
mindestens in einer ehdlichen Erweiterung von B enthalten ist. Die
samtlichen endlichen Elemente iiber % bilden nach iii) ein Untersystem.

Ein Element o heisst endlich iiber einer Untermenge B, wenn a
endlich iiber dem durch B erzeugten System B ist. Ist o endlich tiber
einer endlichen Untermenge von B, so heisst a¢ algebraisch liber B. Die
samtlichen algebraischen Elemente iiber B bilden ein Untersystem. Man
beweist leicht :

1) Jedes Element aus B ist algebraisch iber B.

2) Ist a algebraisch iiber B und ist jedes Element aus B algebraisch
itber C, so ist a algebraisch iber C.

a sei algebraisch iiber b,...,b, aus B und b, sei algebraisch iiber
Ciys .., Cim: aus C. Bezeichnet man das durch @ bzw. b, bzw. ¢;, erzeugte
System mit A bzw. B bzw. €, so ist d(A\/B\JC,E)=¢, da d (A\J
B\YJEB\YC)=¢,d(B\JC,E)=2¢ sind.

Wir nehmen jetzt an, daB Q ein A-System ist. Wenn das durch
eine Untermenge E erzeugte Untersystem das freie A-System A (E) ist,
so heisst £ unabhiingig. Ist E unabhingig, so ist jede Untermenge von
FE unabhingig. Ist E abhingig, so gibt es Relationen und man erkennt,
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daB E Untermenge mit endlich vielen Elementen besifzt, die schon
abh'aingig ist.

Wemn ¢ zu E gehort oder, wenn es eine Relation von ¢ und einer
endlichen Untermenge F von E gibt, die keine Folge der Relationen von
F ist, so heisst ¢ von F abhingig, sénst unabhdngig. Bezeichnet man
mit ¢ das Komplement eines Elementes ¢ in ¥, so ist £ dann und nur
dann unabhingig, wenn jedes Element ¢ vom Korgblement ¢ unabhingig
ist. Ist namlich £ unabhingig, so isj c s_icher von ¢ unabhangig. Ist
E abhingig, so sei f(a,...,a,) eine Relation mit wenigsten Elementen
a. Ist 1< 7, soist e von a,... ,a,, also von @, abhangig. Ist 1= 7,
so ist a, von der leeren Menge ébhéingig. Ist £ wohlgeordnet, so ist £
dann und nur dann unabhingig, wenn jedes Element vom Abschnitt unab-
hingig ist. Man beweist leicht :

1) Jedes Element aus E ist von E abhdngig.

2) Ist avon b,...,b, b, abhingig und von b,...,b,., unab-
hingig, so ist b, von b,...,b, ,, a abhingig.

3) Ist a von E abhingig, so ist E von einer endlichen Untermenge
von E abhingig.

Da 1) und 3) klar sind, so beweisen wir nur 2). Falls ¢ mit einem
b, iibéiéinstimmt, ist 2) auch Kklar. Also betrachten wir eine Relation,
die mit keiner Relation von den b, nach A Zquivalent ist. Da a von
b,...,b, , unabhingig ist, so enthilt die Relation sicher (a¢ und) b,.
Daher 'ist b, von by, ..., b,_,, ¢ abhangig. !

Wir nehmen jetzt an, daB der Verband aller Untersysteme von 9l so
quasigraduiert ist, da8 ¢ dann und nur dann endlich iiber £, wenn ¢ von
E abhidngig ist. Dann spricht man von der algebraischen Abhingigkedt.
In diesem Fall stimmen die drei Begriffe ‘endlich”, « algebraisch ”,
«abhzngig " iiberein. Ist jedes Element aus E algebraisch abhzngig von
E', so heisst E algebraisch abhidngig von E’. Sind %A > ®B Untersysteme
von Q und ist U algebraisch abhingig von B, so heisst % algebraische Er-
weiterung von B. Jede endliche Ervs?eiterung von B ist eine al,débmische
Erweiterung, wenn die algebraische__ Abhangigkeit in O definiert ist.

Wenn in Q die algebraische Abﬁ'aingigkeit definjert ist, so gelten die
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folgenden - Grundsitze, die von van der Waerden*) deutlich . formuliert
wurden.

1) Jedes Flement aus E ist von E algebraisch -abhingig.

2) dst-a von - K und - F von F dlgebraisch abhdngig, so ist a alge-
braisch: abhdngig vow F.

3) Ist & von b,...,b, ;, b, algebraisch.abhingig wund von b,...,
b,_, olgebraisch unabhingig, so ist b, algebraisch abhingig von b, ..., '
b,H, a.

4)' Ist @ von E algebrais)ch abhingig, so ist a von einer endlichen
Untermenge von K algebmzsch abhingig.

Auf dem Grund dleser vier Sitze kann man bekannthch die Theorie
der algebraischen Abhingigkeit aufbauen. Zwei von einander algebraisch
abhangige Mengen heissen dquivalent. "Ein von der leeren Menge alge~
braisch’ abhadngiges Element helest algebrazsches Element sonst irans-
zendentes Flement. _

§ 7. Lineare Abhangrgkelt Wenn nur die Elemente aus dem
durch eine nicht leere Menge E elzeugten »SystenA] algebraisch abhangig
von E, so spricht man von der linearen Abhingigkeit. Damit ist der
Begrlff der linearen Abhangigkeit als ein spezialer Fall der algebraischen
Abhanglgkelt eingefiihrt. Die 11nea1e Abhiingigkeit ist also die algeb-
raische Abhanglgkelt die dadurch definiert ist, daB d (%, B) =& nur im
Fall 91 =B ist. Jedes von E algebraisch abhingige Element ist im durch
F erzeugten System enthalten, wenn aus d (3, )= & stets A =B folgt.
Ist umgekehrt @ von E 11near abhanglg, so ist @« im durch E erzeugten
Syetem enthalten Setzt man d (%, B)=¢ nur fir A="2B, so wird der
Verba,nd» al_ler Untef_systeme Quasigraduiert Dadurch wird die vorgege-
bene lineare Abhéingigkeit definjert. Ein sttem heisst lineares System,
wenn d1e lineare Abhiangigkeit deﬁmert ist. ‘

Besitzt ein lineares System O ein Nu]lelement 0, so stimmt jedes
algebralsche Element mit 0 uberem, da es von 0 linear abhangig ist.
Daher besitzt em hneares System hochstens nur ein Nullelement. Ist £

13, van der Waerden, Moderne Algebra I. Den von ihm angegebsnen Hauptsiitzen .
1,2,3, miissen wir 4 hinzufiigen, wenn wir die unendlichen Erweiterungen betrachtet.
Vgl. E. Steinitz, Algebraische Theorie der Kirper.
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eine mit Q dquivalente lincar urabhzngige Menge, <o ist jedes Element
aus  im durch I erzeugten System enthalten, da es von. F linear
abhidngig ist. Das lineare System ist daher das durch E erzeugte freie
System, wenn E nicht leer ist, also, wenn Q mindestens ein‘ transzen-
dentes Element enthalt. Im anderen Fall besteht O nur aus einem Null-
element, wenn Q ein Nullelement hat. '

Ein A-System Q ist dann und nur dann linear, wenn. jedes durch
eine Menge E' erzeugte Untersystem schon durch jede maximale unabhin-
gige Untermenge von E' erzeugt wird. DafB diese Bedingung notwendig
ist, ist klar. &ie ist auch hinreichend. Ist nimlich @ von F abhingig,
so wird das durch @ und. F erzeugte Untersystem durch eine maximale
unabhéngige Untermenge von F' erzeugt, also ist ¢ im durch Ferzeugten
System enthalten. Daher kann man die algebraische Abhangigkeit definie-
ren, wenn man d (A, B) = & fir A =B setzt. Daher ist Q linear.

Auf lineare Systeme werden wir im nachsten Kapitel wieder zuriick-
kommen.

§ 8. Galoissche Theorie. ) Ein Verband mit einer Abschliessungs-
operation « heisst topologisch, wenn i) a* >a, ii) aus e >a’ folgt
a* >a'? 3) a*=a”

- Es sei ¢ eine eindeutige Abbildung eines topologischen Verbandes
A in einen topologischen Verband B und +- eine eindeutige Abbildung
von B in A derart, daB

I. Aus ¢ >da folgt a?< a®. Aus b >0 folgt b¥ < b'.

L. A > a0 bYe= > b

I1I. a¥* = ¢*%* b¥* = p*b*
fir ¢ aus A und b aus B. Bezeichnet man ¢ bzw. rp mit ® bzw. ¥,
so ist A bzw. B ein topologischer Verband mit der Abschliessung @«
bzw. Y, wie man . sich leicht iiberzeugt. Die zwei Abbildungen ¢,
heissen Galoissch beziiglich o, wenn ¢%*= @¢* und b%V* = b".

Die Abbildungen o, sind stets Galoissch bezuglich ®a und ¥a.
Denn es ist a?®* = q?*®* =g ®* und analog bY¥* = p¥*.

14) ‘Ahniiche Uberlegung findet sich in O. Ore, On Galois Correspondence, Trans.
Amer. Math. Soc. 55 (1948), C. J. Everett, Closure operators and galois theory:in
lattices, ebenda 55 (1948).
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.- Ein Element ¢ aus A heisst abgeschlossen, wenn a = a* und zwar
regulir abgeschlossen, wenn a = a***. q heisst offen, wenn ¢ = a** und:
zwar regulir offen,’) wenn a==a*%*. Nach I ist a¢®¢=e¢**, d.h.
jede offene. Ableitung ist eine reguldr offene Ableitung. II hesagt
a**¥* > a® und die Abbildungen ¢, sind dann nur dann Galoissch, wenn
jede abgeschlossene Ableitung in A und B eine regulir abgeschlossene ist..

Bedeuten ¢ und +» die Komplementierung, so ist 4= B ein iiblicher
topologischer Verband. Daher kann man die Galoissche Theorie als eine
Verallgemeinerung des Satzes in der Topologie ansehen, daB jede abge-
schlossene Ableitung reguldar ist, wenn jede offene Ableitung regulir ist.
Es sei noch bemerkt, daB die Abbildungen ¢,y Galoissch beziiglich «
sind, wenn sie Galoissch beziiglich der diskreten Topologie, a* = @, sind.

" Ein Verband L heisst reell-graduiert, wenn eine reellwertige Funk-
tion d (a, b) fiir ¢ >b aus L vorgegeben ist, die den Bédingungen von §6
geniigt. Dabei soll noch vorausgesetzt werden :

vi) d{a,a)=1.

v) Fiir die endlichen Werte d gelten:

d(a,b)==d(ac) fiir a >b=c; d(b,c)==d(ac) fir a==b >ec.
Es seien A und B topologische Verbande mit I und O = 0% die so

reéll-graduiert sind, daB d (I, 0), daher jedes d (a, @), d (b, b’) endlich ist.
Dann sind die Abbildungen ¢, ;. Galoissch, wenn

d (I, ¢*) = d (a%, 0), d (I, b*) = d (b**, O).

Denn aus a*=a%* folgt d (a%* 0)=d (¢¥** 0), also d(I,a*)=
d (I, ¢*¥*). Da a®¥* >>a ist, so folgt hieraus a?»* = a°.

Es seien nunmehr %, B zwei Systeme. Der Verband gewisser Unter-
menge von A bzw. B sei A bzw. B. Definiert man eine Abschliessungs-
operation o« in A bzw. B, so wird A bzw. B ein topologischer Verband.
Sind die Abbildungen ¢, Galoissch, so erhdlt man eine eineindeutige
Zuordnung zwischen den abgeschlossenen Untermengen von U und B,
die eine Galoissche Zuordnung genannt wird.

'5) Vgl. H. Terasaka, Die Theorie der topologischen Verbiinde, Fund. Math. 33
(1932). Die hier angegebene Definition der reguliir offenen Ableitung ist etwas anderes
als die von Terasaka.
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‘Wir nehmen jétzt an, da3 A bzw. B der Verband aller Untersysteme :
von ‘A ‘bzw. B ist.. Ein Untersystem «¢ von 9 heisst Galoissch, wenn a®
ein normales Untersystem von B-ist. Ist B ein Restklassensytem nach .
a?, so versteht man unter ¢ fiir ' < ¢ die Gesamtheit der mindestens
ein Element aus ¢’ enthaltenden Restklassen,. d.h. das Bild von a% in:
B. Mit b? fiir 8B bezeichnen wir das Untersystem & N\a, wo b
‘aus den in b enthaltenen Elementen aus 8 besteht. Dann bedeuten g, v
Abbildungen zwischen den Verbanden A, B der Untersysteme von a, 8.
Sind A4, B reell-graduiert, so kann man A, B naturgemiss graduieren.
Wir nehmen jetzt an: i) ¢,y sind Galoissch, wenn d (a, 0),d (B, 0)
endlich sind. ii) Der Durchschnitt. der Kongruenzen von B, die B mit
endlichen d (B, 0) definieren, ist O. iii) Jedes Element  aus ¥ ist in
einem Galoisschen ¢ mit endlichen d (¢, O) enthalten. . '

Die Gesamtheit der mit einem Element y aus 8 nach B kongruenten
Elemente bezeichnen wir mit B (y). Dann ist B ein topologischer Raum
mit den Umgebungen 9B (y). Dadurch- kann man die Abschliessungs-
operation « in B einfiihren. Setzt man a¢*=a in A, so beweist man’
" nach dem Vorbild von W. Krull, daB b%¥*=b* nnd o® = a%* Gilt auf
der anderen Seite ¢® = q, so erhdlt man also die Galoissche Zuordnung
zwischen den Untersystemen von 2 und den abgeschlossenen Unter-
systemen von 8.

Kapitel III. Strukturtheorie

§ 9. Verband der normalen Untersysteme und der Kongruenzen.
In diesem Kapitel betrachten wir wieder ein allgemeines (nicht notwendig
eindeutiges) System . Wir beweisen zunichst :

Ist der durch die (3,ID-bzw. (3,1V)-Homomorphismen von A auf
B, € induzierte Meromorphismus zwischen B und € stets ein Klassen-
meromorphismus, so bilden die simtlichen (3, II)-bzw. (3, IV)-Kongruen-
zen von A einen vollstindigen modularen Verband.

Wir wissen schon, das der Verband vollstandig ist; also haben wir
nur zu beweisen, daB er modular ist. Den Meromorphismus zwischen
den durch zwei Kongruenzen ¢, bestimmten Restklassensystemen
erhdlt man, wenn man die Restklassen mit gemeinsamen Elementen zuord-
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net. Nach unserer Voraussetzung erhdlt man die. Restklassen K von
»\J ¥, wenn man die Restklassen von ¢ in eine Klasse zusammensetzt,
die mit einer Restklasse von + gemeinsame Elemente besitzen. Es' seien
»*, @, 4 Kongruenzen von A. Um die Modularitat des Verbandes zu
beweisen, geniigt es -zu zeigen, daB aus ¢* > g, p* = @, @*\J =
p\J Y stets p* N\ == p N\ folgt. Da ¢* =+ ¢ ist, so gibt es eine Rest-
klasse C* von ¢*, die eine Restklasse C von ¢ und noch andere Resklasse
enthalt. Ist C' eine Restklasse von +, die mit C gemeinsame Elemente
besitzt, so enthdlt die C enthaltende Restklasse K von ¢\ /- nur Rest-
klassen von ¢, die mit C' gemeinsame Elemente besitzen. Aus ¢*\ /=
p\J ¢ folgt K > C* und C* N\C"+4=C NC'; also @* N\ == ¢ N\

Wir betrachten nun normale Untersysteme von 2. Sind /3B, A/C
Restklassensysteme nach ¢, ¢, so erhalt man nach ¢ N\« eine A/B N E.
Daher ist der Durchschnitt zweier normalen Untersysteme stets normal.
Es sei B ein normales Untersystem von A und B* ein B enthaltendes
Untersystem von 2. Ein A/®B induziert ein B*/B, welches nicht not-
wendig Untersystem von 2/% zu sein braucht. Ist 8* .auch normal in
A, so kann man 2A/B stets so annehmen, daB B*/B Untersystem von -
A/B ist. Zum Beweis hat man nur den Durchschnitt der Kongruenzen
zu bilden, die zwei beliebige Restklassensysteme /9B, 2/B* definieren.

Ist der durch zwei (3, II)-bzw, (3, IV)-Homomorphismen von U indu-
zierte Meromorphisums zwischen zwei Systemen ein Klassenmeromor-
phismus und B* > 9B (3, I)-bzw. (3, IV)-normale Untersysteme von A, so
ist das durch ein A/PB induzierte B*/B ein Untersystem von A/B. Ist
A/B durch die Kongruenz ¢ vermittelt, so bilde man die Vereinigung
von ¢ mit einer Kongruenz + nach B%. Nach der . oben angegebenen
Konstruktion der Vereinigung der Kongruenz erkennt man leicht, daB
B+ aus gewissen Restklassen aus /B besteht.

Ist ferner die Vereinigung zweier (3, II)-bzw. (3, IV)-normalen Unter-
systeme B, € von A auch normal derselben Art und sind /%, A/€ die
Restklassensysteme nach -, y», so definiert @\ /- ein A/B\/ €. Da
B\ /€ normal in 9 ist, so ist B\ €/B Untersystem von A/B. Daher
besteht B\ /€ aus den Restklassen aus /¥, die mit € gemeinsame Ele-
mente besitzen. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.
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Zusammenfassend erhdlt man :

Ist der durch zwei (3,11)-bzw. (3,IV)-Homomorphismen von A
induzierte Meromorphismus zwischen zwei Systemen ein Klassenmeromor-
phismus und ist die Vereinigung zweier (3, I1I)-bzw. (3,1V)-normalen
Untersysteme auch normal derselben Art, so ist der Verband aller
(3, IN-bzw.- (3, IV)-normalen Untersysteme vou WA zum Verband aller
(3, II)-bzw. (3, IV)-Kongruenzen von A homomorph, also ist er modular.

Da die Voraussetzungen dieses Satzes grundlegend fiir die folgenden
Untersuchung sind, so werden wir sie ausdriicklich formulieren. '°)

(1) A besitzt das festgesetzte Nullelement.

(II) Die Vereinigung zweier [(3, II)-bzw.] (3, IV)-normalen Unter-

systeme von W ist auch normal derselben Art in .

(IIl) Die ((3, II)-bzw.] (3, IV)-Homomorphismen von A auf B,E
induzieren stets ein Klassenmeromorphismus zwischen B und
¢.

Fiir die Bikongruenzen und die binormalen Untersysteme von 2 kann

man analog vorgehen, wenn man voraussetzt :
I. A besitzt das festgesetzte Nullelement.

II. Die samtlichen Bikongruenzen bilden einen vollstandigen Ver-
band.

II'. Die Vereinigung zweier binormalen Untersysteme von A ist
binormal.

III. Die Bihomomorphismen von A auf B, induzieren stets ein
Klassenm=aromorphismus zwischen B und €.

Aus II, II' folgt, daB die samtlichen binormalen Untersysteme einen voll-
standigen Verband bilden. Die Modularitit beweist man auch unabhangig
von IIT wie folgt. B*, B, E seien binormale Untersysteme von A und
BB, Bk =B, Br\J €=B\ /€. Wir nehmen an, daB B\ €/B B*/B
enthalt. Jede Restklasse aus B\ / €/B enthidlt mindestens ein'Element aus
€, wie man aus dem Beweis des zweiten Isomorphiesatzes ablesen kann.
Da B* mindestens zwei Restklassen aus B\ / €/B enthilt, so ist B* N\ € ==
B NE. Daher ist der Verband aller binormalen Untersysteme modular.

16) Diese Voraussetzungen gealten fiir *loops ’, komplementierte modular-Verbiinde,
also natiirlich fiir Gruppen, Ringe, Boolesche Algebra, abar nicht fiir aligemeine Verbiinde.



208 Kenjiro S4ODA

Es sei V' eine Untermenge des Verkniipfungsbereiches V von UA.
Wenn 9, aufgefasst als System beziiglich V’, der Bedingung III geniigt,
so gilt dasselbe auch fiir A beziiglich V. Setzt man I, II, IH voraus, so
kann man II' aus demselben fiir V' ableiten. Ist @ bzw. +» Bikongruenz
von U nach B bzw. € und ist ¢\/ 4 die Kongruenz von A nach D, so
ist ersichtlich ® >®8\/ €. Auf der anderen Seite wird ® durch B und
G mittels V' erzeugt. Daher ist ®=3\/ 6, also gilt II. Die Beding-
ungen (II), (III) folgen also aus (II), (III) fiir V', wenn man (I) voraussetzt.

§ 10.. Normalkette und Kompositionsreihe. ") Eine Kette der r+1
Untersysteme von A :

A=A DA, >D... DA =0
heisst eine Binormalkette, wenn 2, ., binormal in 2, ist. » heisst die
Liange der Kette. Die » Birestklassensysteme

A/ /A, W/ /A, U/,

heisst Biresikette. Zwei Birestketten heissen zueinander'isomorph, wenn
sie bis auf die Reihenfolge zueinder isomorph sind.

Schreierscher Satz. Aus zwei Binormalketten kann man stets durch
Verfeinerung zwei Binormalketten konstruieren, deren Birestketten
zueinander isomorph sind.

Es seien

A=A >%>... D% =0 A=B,>8B,>...>B8,=0
die vorgegebenen Binormalketten. Man bilde

Uy DU NB, D DU NB, =0,

B, OAULNB D...OA\UB, =0.
Diese Reihen sind Binormalketten von A, und B,, da %, /\®B; binormal
in % NB, -und A; N\B,,, binormal in A, \B, sind. Wenn ¢, das
B,/B,,, vermittelt, so erhdlt man

B, = %ot > By >-.. > B, = By By Z(ﬂk /\%t) %, »
Dann ist B,,,, binormal in B,. Denn &, = N\B:)\J s N\ B

1) " In diesem Paragraphen gebrauchen wir die Bedingungen III nicht.
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ist binormal in Ax N\B,, da A, N\ B,,, und A,,, N\B, beides binormal in
A N\B,; sind. Daher ist ein €,/ N\B,,, binormal in A, N\DB,/A N
8,,, und G, beseteht aus den mit den Elementen aus ., /\%B, kon-
gruenten Elementen. Nach der Definition von %, ist aber 2, N\B,/A N
B, zu By,/B,,, isomorph. Einer Restklasse aus €,;/A; N\ B,., entspricht
dabei eine Restklasse aus %B,,/8;,., die aus den mit den Elementen aus
By.,.. kongruenten Elementen besteht. Daher entsprechen €,/ /N\Bi.,
und B,,,,;/B;., miteinander. Da €,/ N B;,, binormal in A, N\ B,;/WA N
®B,,, ist, so ist B,,,,,/B.,, binormal in B,,/B,, , also ist B, binormal
in B,.

Unter Beniitzung der Binormalkette von 2l, definieren wir analog

W=y 5 D ... DU, =y, |
Um den Schreierschen Satz zu beweisen, gentiigt es zu zeigen, daB Wi/ /
e iny und B,//B,, ... isomorph sind. Wir wissen aber schon die Iso-
morphie :

911: [\%t//mk /\S’Biq—l ~§Bkt//Bi+1
(S*)lk /\%tn) /’\@lku [\5&)//91,6 [\(’Btn ~§Blc+1»t//231+.-

Hieraus folgt
%Ik /-\%i+1//(g*uk [\ %ln) \j @‘75“ [\ SBt) -~ %ki//%k+l; [

Die linke Seite ist analog zu A.//%,..,, isomorph. Damit ist die Iso-
morphie von A;//Us, ., und B;//By.., ;. bewiesen. '

Wenn man eine Binormalkette nicht weiter verfeinern kann, so spricht
man von der Bikompositionsreihe. Dann folgt aus dem Schreierschen Satz.

Jordan-Holderscher Satz. Besitzt 9 eine Bikompositionsreihe, so
sind die Birestketten zweier Bilcompos@tz’onsfeihen zueinander isomorph.

Wenn man nur die binormalen Untersysteme von: 9 betrachtet, so
kann man analog vorgehen und den Schreierschen Satz, den Jordan-Hol-
derschen Satz beweisen. Dabei spricht man von der Bihauptreihe statt
Bikompositionsreihe. _

Wenn man sich auf (3, I)-bzw. (3, IV)-normalen Untersysteme besch-
rankt, so kann man natiirlich analog vorgehen und zwar im Fall (3,IV)
unter den Voraussetzungen (D), (ID).
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§11. Direktes Produkt und direkte Vereinigung. Wir betrachten
nun das direkte Produkt endlich vieler, etwa » Systeme 9, mit einem
Verkniipfungsbereich V :

A= (2, A, ...
Jedes Element @ aus 2 ldsst sich in der Form
o= (a, a,-...a,), a,€A,

darstellen. Durchlduft o alle Elemete eines Untersystems B von U, so-
durchlduft @, ein Untersystem B, von ;. Das Untersystem B=
(B,B,...8B,) heisst die Hiulle voa B in bezug auf die direkte Zerlegung
von A; B heisst ein subdirektes Produkt von den B,. Die Kongruenz
o, von B sei definiert durch den Homomorphismus, der « auf «, abbildet.
Dann ist ersichtlich

P\ N\pa=0
Sind umgekehrt ¢, ¢, ..., 9, (3, IV)-Kongruenzen von 9B, deren Durch-
schnitt O ist, so ist B das subdirekte Produkt von den durch ¢, definier,
ten zu B (3, IV)-homomorphen Systemen $9B,.

Ein System heisst (3, IV)-irreduzibel, wenn es keine (3, IV)-Kongruen-
zen @, mit o N\ = O besitzt. Da nach (III) der Verband aller (3,1V)-
Kongruenzen von 2 modular ist, so erhilt man bekanntlich :

Gilt der aufsteigende . Kettensatz im Verband aller (3, IV)-Kongruen-
zen von N, so ist die Anzahl der (3,1V)-irreduziblen Faktoren der unver-
kirzbaren subdirekten  Produktdarstellung von A unabhingig von der
Darstellung.

Unter derselben Voraussetzung ist die Darstellung dann und nur
dann, bis auf die Reihenfolge, eindeutig, wenn der Verband aller
3,1 V)—Kongruenzen von N distributiv ist.

Im. folgenden beschranken wir uns auf die direkte Produktzerlegung
A= (2, ...2A,) derart, daB U, zu U (3, [V)-homomorph ist. Daher werden
wir (3,IV) auslassen. Eine subdirekte Produktdarstellung eines Unter-
systems B von A nach B=UA=(A, A,) sei vorgegeben. Wenn man
zwei Elemente b,b, mit (b, b)e B zuordnet, so erhdlt man einen Mero--
morphismus von A, und A,. Nach (III) gibt es isomorphe Restklassen-
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systeme von 9, und A, die aus den Restklassen C,, D,,...; Cy D, ...
bestehen, so daB je zwei Elemente aus C, und C,, u.s.w. zugeordhet
sind. Wenn 9, bzw. %, durch die Kongruenz ¢, bzw. o, definiert ist,
so definiert + =g, \ /@, das aus (C,C,), (D, D,),...bestehende Rest-
klassensystem. Ist o, \/ p,=1, so ist B=B=A= (Y, A,). Die Um-
kehrung ist klar. Nach Induktion erhalt man .also .

Es seien U, ..., 9, die durch die (3,1V)-Kongruenzen ¢, ...,p,
definierten zu B homomorphen Systeme. B ist dann und nur dann zum .
direkten  Produkt (A, A,...AN,) isomorph, wenn ¢, .../ \p,= 0,
PN\ Ne)\J e =1 fur k=1,...,n-1 sind.

Man erkennt leicht, daB solche direkte Produktzerlegung von 2 nur
im Fall auftreten kann, wo je zwei Elemente aus ¥ durch.jedes « aus
V verkniipfbar sind.. Ist 0, das Nullelement von 2, und ist %A = (%, ...
A,) soist 0=(0,...0,) ein Nullelement von 2. Die (0,...0,,¢,0,,,.
...0,) bilden ein zu %A, isomorphes normales. Untersystem von 2; es
wird auch mit 9, bezeichnet. Nach der iiblichen Schreibweise gebrauchen
wir dann den Ausdruck A=A, x ... xU,. v '

Es sei A=12A xA, und ¢, ¢, seien die zugehorigen Kongruenzen
nach 2, A, Dann muss I= ¢, \/ @, eine Kongruenz nach 2A,\/ A, sein.
Daher ist A =9 \/ A,. Diese Tatsache kann man unabhiangig von (II)
beweisen, wie folgt. .Die Hiille von 2, \/ A, ist ersichtlich gleich 2A.
Wie im Beweis des vorigen Satzes kann man 2, \/ %, erhalten mit Hilfe
der isomorphen Restklassensysteme von A, und 2,. Da aber %A, \ /2, alle
Elemente von der Gestalt (0b,), (b, 0) enthdlt, so muss A\ /A, = A, xA,
sein. Nach Induktion erhdlt man also: Aus A=A x ... xA, folgt
A=A, \J...\/U, Dabei ist ersichtlich

A\ -\ ) N\ Ay, = 0.

Dies kann man folgendermassen formulieren :

Ist N das direkte Produkt der normalen Untersysteme U, ..., %A,
so ist U die direkte Vereinigung derselben. '

Ist A das direkte Produkt 2 %A, und ist B ein A, enthaltendes
Untersystem von 9, so ist ¥ =2, x (2, N\B). Denn die Hiille B enthalt
A, also ist B =1, xM, M A,. Nach der oben angegebenen Konstruk-
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tion von B aus B iiberzeugt man sich leicht, daB B=3 = x (A, N\B)
ist.

Ist A=BxC=BxEC', so sind € und G’ isomorph. Denn jedes
Restklassensystem aus [€] bestimmt ein Restklassensystem aus [2/3B].
Da aber Bx€ =B\ /€ ist, so ist nach dem zweiten Isomorphiesatz [2/B]
zu [€) einseitig isomorph. Folglich sind [2/3), [€], [&'] zueinander gegen-
seitig isomorph. Dann miissen € und €’ als die feinsten Restklassen-
systeme zueinander isomorph sein.

Mit Hilfe der von Ore') angegebenen Verbandtheoretischen For-
mulierung des Remak-Schmidtschen Satzes kann man nun ohne Mithe
behaupten : -

Remak-Schmidtscher Satz 1. Hat der Verband aller (3,1V)-Kon-
gruenzen von A endliche Linge, so ist die Zerlegung von A in das
direkte Produlkt der direkt (3,1V)-unzerlegbaren Faktoren bis auf die
Anordnung der Faktoren wund bis auf die Isomorphie eindeutig. Dabei
kann wman jeden Faktor einer Zerlegung durch den entsprechenden
Faktor einer anderen ersetzen.

Betrachtet man den Verband aller binormalen Untersysteme von B,
so folgt aus der Modularitat des Verbandes unmittelbar

Remak-Schmidtscher Satz II. Sind

B=B,\UB,\/...UB,=B/\UB,/\J...B,

zwei Zerlegung eines Syetems B mit einer Bihauptketie in die direkte
Vereinigung der direkt unzerlegbaren Faktoren, so ist n=mn' und |%B,|,
1B, | sind nach einer geeigneten Reihenfolge isomorph. Dabei kann man
B, durch das enisprechende B, ersetzen.

Dafiir dual kann man behaupten :

Remak-Schmidtscher Satz III. Sind

B=%, N8, N\...\B,=B'N\B/N... B,

zwet Zerlegungen eines bino«rmalen_Untersystems B von A in den direk-
ten Durchschnitt der direkt unzerlegbaren Faktoren und hat A//B eine
Bihauptreihe, so ist n=n' und A//B,, A//B," sind nach einer geeigneten

8) O.Ore. On the foundation of abstract algebra I, II, Ann. Math. 36, 37 (1935-36).
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Reihenfolge isomorph. Dabei kann man B, durch das- entsprechende B,

ersetzen. )

Wir beweisen nun: _

Es sei A=B\J € die direkte Vereinigung der (3,I1V)-normalen
Untersysteme B, €. Sind B, € die Bilder von B, € in A= | A|, so
ist A= x €. Ist umgekehrt | A | das direkte Produkt von | B |
und | € , so ist A die direkte Verengung von B und €. i

Aus A =B\ /€ folgt die direkte Vereinignng A =B\ / €. Nach
dem zweiten Isomorphiesatz ist A//B bzw. A//€ zn € bzw. B isomorph.
Die Vereinigung der %//8 und %A//€ definjerenden Kongruenzen von A
ist 7, da B\J €=U ist. Der Durchschnitt ist 0, da B N\E =0 ist.
Daher ist A zu (B €) isomorph und zwar A =B x €, wie man sich leicht
iiberzeugt, - Ist umgekehrt | A | = |B| x | €|, so bilden die in | B |
bzw. | & | enthaltenen Elemente aus 2 ein normales Untersystem B bzw.
€. Da |®B| und |€| nur das Nullelement gemeinsam hat, so ist
BNE=0. B\JC ist normal in A und es hat mit jeder Restklasse aus
|2 gemeinsame Elemente. Daher 1st 58\/ (&: A. Damit 1st der Satz
bewiesen. :

~ Es sei noch bemerkt, daB |8 |=3%, | € |=C sind und, daB8 aus
A=BxE stets | A | =|B| x | €| folgt. Ist insbesondere das Rest-
klassensystem durch das normale Untersystem eindeutig bestimmt, so ist
| 9 | =2 und folglich ist der Begriff der direkten Vereinigung mit dem
des direkten Produktes dquivalent. Wenn man sich ferner auf A-Systeme
beschrinkt, so ist der Begriff der direkten Vereinigung mit dem des
frelen Produktes dquivalent, falls Jedes Untersystem stets normal ist.

§ 12. Lineare Systeme. Ein System A heisst  einfach (genauer
(3,1V)-einfach), wenn es keine von I und O verschiededne (3,IV)-Kon-
gruenz hat. Das direkte Produkt der einfachen Systeme heisst vollstindig
reduzibel. Der modulare Verband aller Kongruenzen eines vollstandig
reduziblen Systems 9 ist komplementiert.. Also erhadlt man bekanntlich :

Ein zu einem vollstindig reduziblen System A homomorphes System
B ist vollstindig reduzibel und U ist dem direkten Produkt von B und

9) Der Satz I gilt unabhiingig von der Bedingung (II), withrend die Siitze II und
III unabhiingig von (III) gelten. s
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einem anderen € isomorph.

Ist A=P, x...xP, mit einfachen:*P,, so ist nach §11 A =P, \ /...
\J B, und umgekehrt, da | P, | =P, ist. Also ist | A | =A. Damit
ist gezeigt :

Ein Restklassensystem eines wvollstindig reduziblen Systems wird
durch das normale Untersystem einde_dtz'g bestimmt.

Nach der bekannten Schlussweise kann man ferner behaupten :

Jede Kompositionsreihe eines vollstindig reduziblen Systems ist eine
Hauptreihe.

Es sei- A vollstandig reduzibel und A =B xE. Besitzt B und €
keine isomorphen direkten Faktoren, so ist jedes normale Untersystem
von A das direkte Produkt der normalen Untersysteme von B und €.

Fasst man die zueinander isomorphen Faktoren 93, eines vollstandig
reduziblen Systems U in ein System zusammen, so mag man die ideale
Zerlegung von U erhalten : '

A=A xWyx ... xA,.

Dann ist jedes normale Untersystem von % das direkte Produkt der nor-
malen Untersysteme von den .. Die ideale Zerlegung wird eindeutig
bestimmt.

Wir beschranken uns von jéetzt an auf die A-Systeme. Es sei P ein
einfaches A-System, dessen Untersystem stets normal ist: Dann besitzt
A kein von 0 und P verschiedenes Untersystem. Also wird B dugch
jedes von 0 verschiedene Element « erzeugt. Ist ferner P das durch a
erzeugé:é freie A-System, so definiert jede -Abbildung von @ auf b 40
aus B einen Automorphismus von 93, der mit f, bezeichnet wird. Mit f,
bezeichnen wir die Abbildung von % auf 0. Dann kann man % als ein
durch o erzeugtes System mit dem Operatorbereich F = {f,} auffassen.
Nach

(fb X fc) ((L) - .fb ((1') a .fc ((”) =hac
bilden die Operatoren £, ein zu B isomorphes System. Setzt man

fofe (@)= f, (. @),

so wird die Multiplikation definiert, die ersichtlich das Distributivgesetz
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fir jedes « aus V erfiillt. : ,

Es sei nun A ein vollstandig reduzibles System, dessen Untersystem
stets normal ist. Ist A ferner ein freies A-~System, so ist A das direkte
Produkt der %, von der obigen Beschaffenheit. Da alle 3, isomorph sind,
so bezeichnen wir den aus den f, bestehenden Operatorbereich fiir jedes
B, mit K. Dann kann man N in der Form

A=(K(a)...K(a,))

darstellen. "Wir beweisen, daB 2 ein lineares System ist. Es sei £ eine
Untermenge von %A und K (E) sei das durch E erzeugte Untersystem.
Da K (a) fiir jedes Element a einfach-ist, so ist K (a) N\ K (£)= 0 oder
K (a) C K(E). Da aber jedes Untersystem von 2 normal ist, so ist der
Begriff der direkten Vereinigung mit:dem des freien Produktes dquiva-
lent. Daher ist ¢ dann und nur dann von E abhingig, wenn ¢ in K (E)
enthalten.ist. Also ist 2 ein lineares: System. Wir sagen, daB 2 ein
K-lineares System ist.

Zusammenfassend erhalt man also.:

Ein wolistindig reduzibles freies A-System ist ein K-lineares
System, wenn jedes Unitersystem normal ist.

Wir beweisen nun :

Fin durch endlich m‘éle Elemente erzeugtes lineares System U,
dessen Restkiassensystem durch das normale Untersystem eindeutig bes-
timmt ist, ist ein K-lineares System, wenn jedes Untersystem normal ist.

Ein lineares System ist nach §7 ein freies System mit einem ein-
zigen Nullelement. Jedes von 0 verschiedene Element erzeugt ein freies
System. Besitzt ein lineares System kein wesentliches Untersystem, so
lisst es sich in der Form K (a) darstellen und umgekehrt. Wenn 2 durch
endlich viele Elemente erzeugt ist so ist U das freie Produkt von.dt’n
K (a). In diesem Fall ist aber das freie Produkt mit dem direkten
Produkt gleichbedeutend. Daher ist 9 ein K-lineares System.

§ 13. Auflosbare Systeme und nilpotente Systeme. Es sei U ein
A-System. Einem Untersystem 2 von 2 ordnen wir je eine Untermenge
B’ und ein B, B' enthaltendes Untersystem B* zu. Zunidchst werden wir
diese Zuordnungen festsetzen und sie mit # bezeichnen. Besteht B aus
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‘den v-Gleichungen von den Elementen z,,...,z,, 2/;...,2,/, so betrach-:
ten wir. B= B (8, 8’) mit-z aus’ B und ' aus B’ als Relationen in B*.
Dadurch erhdlt man ein Restklassensystem: %8 (9) = B*/8° von B* und
folglich ein von B. Bestehen -die Gleichungen B (B, ®¥’) fiir die homo-
morphen Bilder von B und %' -in einem Restklassensystem 8*/€, so ist
B* /€ nach dem Fundamentalsatz der freien Systeme zu B*/8°* homomorph
und folglich € >®B". D.h. 8° ist der Durchschnitt aller solchen €.

Wir setzen nun voraus, daB B/ >9B,,Bx SV * fir B, > B, ist
und, daB -B > B® ist. Dann ist B, >B,’. Definitionsgemiss besteht B,°
bzw. - B," namlich aus den mit dem . Nullelement kongruenten- Elementen
aus B* bzw. B*. Es ist :aber B(B,B,) DB (B, B,’), woraus die
Behauptung - folgt. ~Aus B > B° folgt also %”)%"2_:'(%“)" und man
erhilt eine Reihe

BOBDS... OB ...

Ist $8"" = 0 fur ein r, so heisst diese Reihe die absteigende (4, B)-Reihe.
Ist B ' -0, so heisst » die Lidnge der Reihe. Ein Untersystem 8 mit
der absteigenden (4, B)-Reihe heisst (6, B)-auflosbar.

A, sei zu A homomorph, B sei das Urbild eines Untersystems B,
von %, und ®B,/,B* seien die Bilder von ¥, %*. Dann mag man die
Zuordnung 6, erhalten. B, (8,) ist zu B (8) homomorph. Ist namlich B+
das zu B,* isomorphe Restklassensystem von B*, so ist die durch B
deéfinierte Kongruenz in B,* gleichbedeutend mit der durch B definierten
Kongruenz in B* nach ¥*. D.h. 8, (4,) ist zu B () homomorph.

B ist zu B homomorph. B -sei namlich zu B*/PD isomorph.
Beriicksichtigt man den ~Isomorphismus, so erkennt man den Isomorphis-
mus_ von B," auf B*\/ D/D, also auf B'/B’ N\D. Damit ist der Homo-
merphismus von B° auf B,"1 bewiesen. Wir beweisen nunmehr ;

A, sei zu A homomorph. Das Bild eines (0, B)-aufiosbaren Unter-
systems B wvon W ist (6,, B)-auflosbar. Die Lange der absteigenden
(6,; B)-Reihe von B, ist nicht grosser als die Lange der absteigenden
(0, B)-Reihe von ¥.

Denn aus B° = 0 folgt B,""" =0, da B,"" zu B* homomorph ist.

Jedes Untersystem € eines (6, B)-auflosbaren Untersystems B ist
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(8, B)-auflosbar. ,
Denn aus € B folgt € < B°,...,6" B
Eine Normalkette von B :

BOB, ... OB, =0
heisst eine (0, B)-Reihe, wenn %,,, > %B;" und B,,, ein normales Unter-
system von B* ist.

B ist dann und nur dann (6, B)-aufloshar, wenn B eine (¢, B)-Reihe
besitzt. Die Lange der (6, B)-Reihe ist nicht kleiner als die Linge der
absteigenden (0, B)-Reihe. , '

Denn B, OB, B, OB OB, ..., B, OB =0.

Es sei 0 eine andere Zuordnung B-%'-B*. Sind B’ C B, B+ CB*,
so ist B > B°; also ist jedes (8, B)-auflésbare Untersystem stets (6, B)-
auflosbare. Ist A, zu | A | isomorph und, ist B, ein (6,, B)-auflosbares
Untersystem von ,, so ist B (¢, B)-auflésbar. Bezeichnet man mit B, ¥/,
B+ die Urbilder von B,, B,/,B,* bei.dem Homomorphismus von A auf
A, so sind B > B, B’ > B/, B* > B*. Ordnet man B auch B/, B* zu, o
ist B und folglich B (6, B)-auflssbar. Daher ist B (6, B)-auflosbar.

Es $ei ¢ eine Kongruenz von % und A, = A/€ das zugehorige Rest-
klassensystem. Setzt man B, =B, =5%/€ fir ein € enthaltendes
Untersystem B, so gilt: Dann und nur dann ist 8 (6, B)-auflosbar, wenn
B, (6,, B)-auflosbar und € (4, B)-auflgsbar sind. Ist namlich

B?/C, BY /C, ..., B} /€, Bi=C
eine (6,, B)-Reihe von B, und ist
¢6,...,6,=0
eine (6, Bj-Reihe von €, so ist
8% B2 ..., 8 =€¢,€,...,€,=0

eine (¢, B)-Reihe von B°. Daher ist B° und folglich B (¢, B)-auflosbar.
Die Umkehrung ist klar.
Eine (6, B)-Reihe

B=D0,>...>b >b=0
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heisst aufsteigende (0, B)-Reihe, wenn es keine (4, B)-Reihe
B=1'>...b/ >b/=0

gibt derart, daB b,=0b,,b;,, & b,,, fiir ein i gelten.

Setzt man die Maximaibedingung fiir den Verband aller Untersysteme
von B voraus, so ist B dann und nur dann (9', B)-auflosbar, wenn ¥ eine
aufsteigende (¢, B)-Reihe besitzt. ‘ '

' Zum Beweis geniigt es b,, Dy, . . . stets maximal anzunehmen.

Man beweist auch leicht: Ist % = 9 fiir jedes B, so ist jedes in
einer (0, B)-Reihe auftretende System normal in 2. Dann gibt es eine
(6, B)-Reihe, deren Lange mit dem der absteigenden iibereinstimmt.

Im Fall 8=, B’ =B bzw. B’ = B* =3 spricht man von dem
auflosbaren. System hzw. von dem nilpotenten System.

Kapitel IV. Darstellungstheorie.

§ 14. Endomorphismen. Es sei % ein . eindeutiges System mit dem
Verkniipfungsbereich V. Definiert man die Verkniipfung 6« zweier
Abbildungen 6, ¢’ von % in sich durch 6 (e¢) af’ (@)= (0ad’) (¢), o bilden
die samtlichen Abbildungen ein System A mit V. Dabei soll f«ad’ dann
und nur dann existieren, wenn @ (a) a8’ (a) fiir jedes a existiert. Definiert
man ferner die Multiplikation durch (80')(a)=6(0' (¢)), so giit das
rechtsseitige Distributivgesetz fiir jedes « aus V. 4

Ist ‘die’ Abbildung ¢ ein Homomorphismus, so spricht man von dem
Endomorphismus. Die samtlichen Endomorphismen von % bilden eine
Untermenge 1" von A, die beziiglich der Multiplikation abgeschloscen ist.
Wir betrachten im folgenden nur die Endomorphismen von A, die das
festgesetzte Nullelement 0 in sich abbilden. Bezeichnet man mit 0 die
Abbildung von ¥ auf 0, so ist 06 =9 0= 0 fiir jedes ¢ und 0 a 0=0,
wenn es existiert. Ist 9 homogen, so ist die Abbildung 0 ein Endomor-
phismus und man erhalt :

‘Die Gesamtheit der Endomorphismen eines homogenen Systems A
bildet ein System L' (nicht motwendig ein Uniersystem von A) bezgiilich
V, welches noch eine Verkniipfung (Multiplikation) besitzt. Dabei gilt
das zweiseitige Distributivgesetz und 1 Dbesitzt ein Nullelement 0,
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welches der Gleichung 00 =00=0 fur jedes 0 aus 1' geniigt.

Es sei nunmhr U ein A-System. Sind zwei Endomorphismen von 1
durch jedes « aus V stets verkniipfbar, so bilden die samtlichen Endo-
morphismen .ein A-System. Ist ferner 2 das durch E = {a,} erzeugte
freie 'A-SYSfem, so wird ein Endomorphismus durch' die Bilder. der -
Erzeugende eindeutig bestimmt. Umgekehrt erhdlt man stets einen Endo-
morphismus, wenn man den Erzeugenden je ein beliebiges Element
zuordnet.

Besitzt ein einfaches System 9 kein zu 2 isomorphes Untersystem,
so ist jeder von 0 verschiedene Endomorphismus ein Automorphismus.
Ist ¥ das durch ein Element erzeugte freie A-System, so bilden dié
Endomorphismen ein zu 2 isomorphes System. '

Es sei nun A vollstandig reduzibel :

E’i - (Q‘)IJ %{_) s Q{)J

und die Faktoren 2A, seien alles zueinander isomorph. Da 2 durch die
A, erzeugt ist, so wird ein Endomorphismus von 2 durch den Homomor-
phismus von 2, in A bestimmt. Wir setzen den Isomorphismus von den
A, fest; a,...a, seien die isomorph zugeordneten Elemente. Ist

6 (a;)=(b; ...by,)

so ist die Abbildung a, — b;, ein Endomorphismus 6,, von 2l und man
kann ¢ durch die Matrix

|
i

0
a0

>

0, H

o
\ R

|
0= \
| Hn.] 071,‘_’ e éym l

darstellen. Ist 9 zugleich das freie A-Produkt von den 2, wie es immer
der Fall ist, wenn die Kongruenz von % durch das normale Untérsystem
eindeutig bestimmt ist, und wenn jedes Untersystem normal ist, so stellt
jede Matrix einen Endomorphismus dar.

Da die ¥; zueinander isomorph sind, so kann man annehmen, da8
0., aller Elemente aus demselben System sind. Wir definieren :
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(0)) a (0:;y)= (0, 2 0,,)) fiir €V
(0:,)(0,/)y=U6%,;)  falls 6060’ (a;)= (6%, (@)...6%,(@))
Dann bilden die Matrizen ein.zum System der Endomorphismen isomor-
phes System. Uber die Multiplikation der Matrizen bemerken wir -nur
'das Folgende. Wenn man die  Matrizen ® durch .

|
On 60y...0,

Oy O ...0,,
Jn €
o

| O Oy O |

darstellt, wo ©,;, Matrizen des Grades m,;, >'m,= n, sind, so sind ‘die
Produkte je zweier Matrizen mit ®,, = 0, { < j, auch von derselben Form.
Denn solche Matrizen bedeuten die Endomorphismen von U, die A* =

Q... % 0...0), t,c=$m,,k= 1,...,m, in sich abbilden. Ist © ein
Automorphismus, so bedeutet @, ein Automorphismus von A /A<~
Es sei % ein K-lineares System
N=(K(a,)...K(a,)).
Da 9 das durch die a, erzeugte freie System ist, so gibt es eine v-Funk-
tion f derart, daB

ea=f(e,...,a,) fir e=(q,...a,).

Ist b=(b,...b,) ein beliebiges Element aus %A, so bestimmen die Endo-
morphismen @, — b, von K (@,) einen Endomorphismus von %A, der a auf
b abbildet. Daher ist b="7(b,,...,d,).

Ausser der Darsfellung eines Endomorphismus 4 von 2 durch
Matrizen mit Koeffizienten aus K erhilt man eine Darstellung

0 (a’i) = f (01'! (a’l)’ DR 4 01] (a'r) ) = (91'1 (a'J) A 91’7' (a’r) )! 01) € K’
durch die Funktion f. Dann erkennt man leicht_

O ad)(a)=7F((0,a0,)(@)...,0.,.a6,),))
(001) (a’l) = f( L] f (6k19f1, (a‘), seey 0157-0!'/ (a/r) )7 c .. )-
Besitzt 9 eine Verkniiptiing + derart, da8 0+a¢=a+0 fiir jedes o gilt,
so ist
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=+ . +G=(C ... 0,).

Dies ist der in der Literatur iibliche Fall.

§ 15. Verallgemeinerte Ringe.) Ein eindeutiges System 2 mit
einem Verknupfiingsbereich V heisst ein verallgemeinerter Ring, kurz
v-Ring, wenn es noch eine andere Verkniipfung (Multiplikation) besitzt,
die den folgenden Bedingungen geniigt: 1) Assoziativgesetz, 2) zweisei-
tiges Distributivgesetz fiir jedes @ aus V, 3) 0 ¢ = a 0= 0 fiir das Null-
element 0. Die Gesamtheit der Endomorphismen eines Systems bildet
dann einen v-Ring mit Einselement e (beziiglich der Multiplikation).
Wenn man U als ein System beziiglich V, welches 2 als Linksoperator-
bereich besitzt, auffasst, so ist A zum Endomorphismensystem des Systems
isomorph. Dabei setzen wir die Existenz des Einselementes voraus.

Ein normales Untersystem B eines v-Ringes 2 heisst Ideal von 2.
Ein normales Untersystem B von 9, aufgefasst als ein System beziiglich V
mit dem Links- bzw. Rechtsoperatorbereich A, heisst Links- bzw.
Rechtsideal von A. Fiir Links- bzw. Rechtsideal B gilt o B T B bzw.
B a B fir jedes e A. Wenn ein Restklassensystem von 2, als System
beziiglich V, durch das normal Untersystem eiudeutig bestimmt ist, so ist
ein Links- und Rechtsideal stets Ideal von . A

Ein v-Ring A heisst reguldr, wenn i) das Restklassensystem von 2,
aufgefasst als System beziiglich V, durch das normale Untersystem eindeu-
tig bestimmt ist und ii) Links- bzw. Rechtsideal durch ¢ B 3B bzw.
B o B charakterisiert wird. Ein v-Ring mit Einselement heisst ein v-
Korper, wenn jedes von 0 verschiedene Element Einheit, d.h. Element
mit reziprokem Element ist. Ein reguldrer v-Ring U ist dann und nur
dann ein v-Korper, wenn 2 kein von 2 und 0 verschiedenes Linksideal
oder Rechtsideal besitzt. ’

Da wir im folgenden nur die Thhorie der Ringe etwas modifizieren,
so werden. wir die Theorie kurz skizieren. ,

Ist ein v-Ring A, aufgefasst als ejn System beziiglich =V mit dem
Rechtsoperatorbereich A, das direkte Produkt von Rechtsidealen :

20) Vgl. hierzu E. Noether, Hyperkomplexe Gréssen und Darstellungstheorie, Math.
Zeitschr. 30 (1929).
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A=(R,...R,)
und ist
e=(e...¢e,)

das Einselement, so sind die e; orthogonale Idempotente und R, =e, .
Ist A ein reguldrer v-Ring mit Einselement und sind e, ..., e, orthogo-
nale Idempotente; so ist ¢ A\/...\/e, A die direkte Vereinigung
(direktes Produkt) von den e, 2.

Hieraus folgt : . o

Ist ein reguldrer v-Ring mit Einelement e das direkte Produkt von
Rechtsideale R,, so ist R, = e¢; A mit orthogonalen Idempotenten e, und
A ist das direkte Produkt von- Linksidealen £,=2 e, Denn man be-
weist  leicht, daB e\ /...\/ e, das Einselement e enthait.

Ist ein »-Ring A mit FEinselement das direkte Produkt von Idealen
A, so sind A=A, AW, =0 ({4 k). Sind umgekehrt die A, Ideale
von %, die Einselemente‘el enthalt und sind A, = A, AW, =0 (¢ = k),
so ist die Vereinigung von den %A, die direkte Vereinigung. ' '

Die Gesamtheit der mit jedem Element aus 2 vertauschbaren (nach
Multiplikation) Elemente bildet wegen des Distributivgesetzes ein Unter-
system, das das Zentrum heisst.

Ist die direkte Zerlegung

A= (A, ... o)

eines v-Ringes 2 mit Einselement auch eine direkte Zerlegung von 9,
aufgefasst als ein System mit Links- und Rechtsoperatorbereich 9, so
lasst sich das Zentrum in

3=(3,.--30 3, =% N3

zerlegen und 9(812'?1[. Sind die AJ, fir die Ideale 3, von 3 stets
Ideale von 2, so gilt auch die Umkehrung.

Ist A homogen beziiglich V, so kann man die Resultate von. § 13 in
unseren Fall anwenden, .indem man als B die Relation b= 0 annimmt.
Man beweist ferner,: daB jeder auflosbare v-Ring stets nilpotent ist. Ein
reguldrer v-Ring 9 mit Maximalbedingung fiir nilpotente Ideale besitzt
das grosste nilpotente Ideal (Radikal) 9t und 2A/N ist halbeinfach, d. h.
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A/N besitzt kein nilpotentes Ideal. N enthdlt alle-nilpotenten Links-
bzw. Rechtsideale von 2.

Man beweist ferner: Ein Rechtsideal eines reguliren v-Ring mit
Doppelkettensatz fiir Rechtsideale ist dann und nur dann niipotent, wenn
er kein Idempotent enthalt. ' .

Es cei A ein reguldrer v-Ring, ¢ ein Idempotent. Bezeichnet man
mit R das Rechtsideal, das aus den Elementen # mit cx = 0 besteht,
so ist

A>cAxR.

Gilt dabei das Gleichzeichen fiir jedes ¢, so heisst A ein rechtsseitiger
Peircescher v»-Ring. Ist 9 gleichzeitig rechtsseitiger und linksseitiger
Peircescher v-Ring, so heisst A ein Peircescher v-Ring. Dann beweist
man : ,

In einem Peirceschen v-Ring mit Einselement, der den Doppelketten-
satz fiir Rechts- und Linksideale geniigt, sind die folgenden vier Begriffe
dquivalent : rechtsseitige vollstindige Reduzibilitat, linksseitige vollstan-
dige Reduzibilitdt, zweiseitige vollstaindige Reduzibilitdt, Halbeinfachheit.

Die ideale Zerlegung eines vollstandig reduziblen Peirceschen v-Ringes
2, aufgefssst als ein System beziiglich V mit den Rechtsoperatorbereich
9, ist nichts anderes als die Zerlegung in das direkte Produkt der ein-
fachen Ideale. Daher ist ein einfacher »-Ring A mit Einselement das
direkte Produkt

A=1(e,A...e.N)

der zueinander operatorisomorphen cinfachen Rechtsideale ¢, 2. Daher
erhalt man nach §14: Es sei A ein einfacher Peircescher v»-Ring mit
Einselement, der dem Doppelkettensatz fiir Rechts- und Linksideale
geniigt. Ist % ein freies System beziiglich V, so ist 2 einem Matrizen-
system mit Koeffizienten aus einem v-Korper K isomorph. Daher ist der
Rang von ¥, als K-lineares System, gleich einer Quadratzahl.

§ 16. Darstellungen durch Endomorphismen. In diesem Paragra-
phen nehmen wir an, daB 9 ein A-System mit dem Verkniipfungsbereich
Vap ist, und daB das System der Endomorphismen von 9t auch ein A-
System 20¢ bildet. Dann ist 2* ein A*-System beziiglich V*, wo A4* aus
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A, dem Assoziativgesetz und dem Distributivgesetz der Multiplikation
besteht. V* besteht aus V- und der Multiplikation. Besteht der Ver-
kniipfungsbereich V eines homogenen System 2 aus den Folgeverkniipfun-
gen von V*, so kann man ohne Beschrankung der Allgemeinheit annelimen,
daB V V*ist. A sei das System der Folgegleichungen von A* die
durch V ausgedriickt werden, und 2 sei das Restklassensystem von 9,
das man erhalt, wenn man A in 2 voraussetzt. Dann ist die Darstellung
von U in 2* nichts anderes als die von 2. Daher kann man annehmen,
daB8 U ein A-System, V C V¥, 4 C A%, ist.
Besitzt I das Rechtsoperatorbereich %A und gelten dabei

(@ a b) m = am a bm, (ab) m = a (bm)

fiir a€V,a,be A, meM so heisst M ein (Rechts) darstellungssystem von
A. Ordnet man jedem Element o den zugehorigen Endomorphismus
m — am zu, so erhdlt man eine Darstellung von 2 durch die Endomor-
phismen von 9. - Ist umgekehrt eine Darstellung von 2 durch die Endo-
morphismen von M vorgegeben, so kann man annehmen, daB N ein
Darstellungssystem von 9 ist.

Enthilt V das Vgy, welches nicht leer ist, so ist Om fiir das Null-
element 0 von A stets ein Nullelement, welchss auch mit 0 bezeichnet
wird. Denn

0m=0a0)m=0ma Om.

Dann ist die Darstellung von 2 einem Restklassensystem /%8 isomorph,
wobei B aus den a mit am = 0 fiir alle m aus I besteht.

Ist 5 ein Automorphismus von 9%, so erhidlt man eine sogennante
dquivalente Darstellung, wenn man einem Element ¢ aus % den Endomor-
phismus m — 5 'a n m zuordnet. Wenn £ = {m, m,...} die Erzeugende
von M sind, so gibt es v-Funktionen «,, so daB

WMy == Uy (Mygyy - o o By,).
En = {ym,, pm, ...} sind natiirlich auch die Erzeugende von M. Ist

N )
oy My = @ (gMyys « « « 5 7 M)y

so beweist man leicht, daf die beiden Funktionen ¢, und a; fiir eine
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feste Erzeugende F #dquivalente Darstellung bestimmen.
Es sei nunmehr 9t ein K-lineares System

M= (Km, ...Km,).
Wenn man die Erzeugende festsetzt, so wird der Endomorphismus von It

durch Matrix in K eindeutig bestimmt. Also erhdlt man eine Darstel-
lung von A durch Matrizen, wenn man einem Element « die Matrix (a,) :

am; = (@y m, . ..a;;m,), ¢;€K,
zuordnet. Sind

m/ = g m; am;’ = (a,"m/...q;,'m,), &, €K,
so erweist man sich leicht

(@is") = ()" (@ig) (929)s

wo (:5) die durch » bestimmte Matrix bedeutet. Die beiden Darstellun-
gen durch Matrizen (a,,), (¢,,) heissen @éhnlich. Die zhnlichen Darstellun-
gen durch Matrizen werden durch eine Darstellung durch Endomorphismen
mit zwei Erzeugenden E, E' oder durch #dquivalente Darstellungen mit
einer festen Erzeugende bestimmt. ,

Wir sind nun in der Lage die Darstellungstheorie der Ringe wortlich
in unseren Fall zu iibertragen, was wir jetzt auslassen mochten.

(Eingegangen 8. Februar, 1949)









