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Zur Arvithmetik in Schiefringen. 1.
Von Keizo AsaNoO.

In einer fritheren Arbeit ) habe ich die arithmetische Idealtheorie in
Schiefringen untersucht. Dort habe ich die Idealtheorie in hyperkomplexen
Systemen von SPEISER, BRANDT, ARTIN und HASSE®) axiomatisch be-
griindet. Die vorliegende Arbeit besteht aus den Erginzungen und den
weiteren Untersuchungen der fritheren Arbeit. 1 4

S sei ein Schiefring mit Einselement. Wir nennen die Einheiten von
S reguldare Elemente. Ein Teilring o von S heisst eine Ordnung, wenn o
1 enthilt und wenn es fiir jedes x € S reguldre Elemente «, 8 aus o gibt,
sodass zac€o und Bxco ist. Ein p-Linksideal ist definiert als ein regu-
lire Elemente enthaltender o-Linksmodul (o-Rechtsmodul) a aus S, so dass
axTo (AaT o) fiir ein reguldares A ist. Zwei Ordnungen o, o' von' S
heissen einander &dquivalent, wenn es reguldre Elemente A, u, A/, x/ gibt,
so dass Ao o und A oy’ Co ist. Eine Maximalordnung ist eine
Ordnung, die unter den einander dquivalenten Ordnungen maximal ist.
Ist o eine Ordnung von S, so gibt es nicht immer ein beliebiges Element
zeS enthaltendes zweiseitiges o-Ideal. Wenn dies immer der Fall ist,
d.h. wenn es fiir jedes x ¢ S regulire Elemente «, 8 aus o giht, so dass
xoaTound Box o ist, so heisst o eine regulire Ordnung. Nach
einigen Vorbereitungen in §1 iiber Ordnungen und Ideale werden wir in
S 2 zweiseitige Ideale beziiglich einer Maximalordnung o untersuchen. Zwei
zweiseitige o-Ideale a, b heissen quasigleich, wenn a'=0b"' ist. Die
Klassen quasigleicher Ideale bilden eine -archimedische Verband-geordnete
Gruppe. Sie ist also als eine Gruppe abelsch und als ein Verband dis-
tributiv. Der Artinsche Verfeinerungssatz ist eine unmittelbare Folgerung
des Jordan-Holder-Schreierschen Satzes in Verbandtheorie. Die Hen-

1) K. ASANO, Arithmetische Idealthorie in nichtkommutativen Ringen, Japan. Journ.
Math. 16 (1939),- S. 1-36. Vgl. auch N. JACOBSON, Theory of rings (1943).
%) Vgl. M. DEURING, Algebren, Ergebnisse d. Math. (1935)
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ckesche Idealtheorie in - hyperkomplexen Systemen ) wird‘.jg.-pmi;_\ygrall‘-
gemeinert und verfeinert. Dann und nur dann bilden alle. zvve_iseitigeﬁ
Ideale beziiglich einer reguliaren Ordnung o eine Gruppe, wenn die folgenden
drei Axiome erfiillt sind : '

P, : o ist eine regulare Maximalordnung.

P.: Es gilt der Teilerkettensatz fiir ganze zweiseitige o-Ideale.

P.: Jedes Primideal ist (zweiseitig) teilerlos. _ _

Es sei o eine Ordnung von S, fiir die die obigen drei Axiome erfullt
sind. In 33 werden wir alle Teilringe o’ mit o < o’ < S bestimmen. P
sei eine Menge von Primidealen von o und or bedeute den Ring aller zu
P ganzen Elemente. Dann ist or ein o umfassender Teilring von S und
umgekehrt stimmt jeder o umfassende Teilring von S mit einem o» Uber-
ein, Ferner gelten fiir o» die obigen drei Axiome, o

- In §4 wird das Gruppoid der normalen Ideale untersucht. Man kann
nun die Arithmetik in Algebren durch die folgenden drei Axiome be-
griinden. |

I. {o} ist ein System aller einander dquivalenten Maximalordnuvngen
von S. o

. In jeder Maximalordnung o gilt der Teilerkettensatz fiir ganze
zweiseitige o-Ideale. ,

III. In jeder Maximalordnung o ist jedes Primideal p stark teilerlos,
d. h. der Restklassenring o/p ist ein einfacher Ring.

Daranschliessend werden wir in §5 die gegebene Arithmetik in S auf
den Matrizenring S, erweitern. In 6 wird schliesslich der Zusammen-
hang unserer Arithmetik mit der gewohnlichen Arithmetik in Algebren
erklart. S _

Im Teil II dieser Arbeit werden wir die Arithmetik in allgemein halb-
einfachen Ringen naher untersuchen. FEin Schiefring mit Einselement
heisst ein allgemein einfachér Ring, wenn er zweiseitig einfach ist und
sein jedes Element entweder eine Einheit oder ein Nullteiler ist. Die
direkte Summe von endlich vielen allgemein einfachen Ringen heisst ein

3) K. HENCKE, Zur arithmetischen Idealtheorie hyperkomplexer Zahlen. Abh. Ham-
burg. Univ. 11 (1956), S. 311-332.
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allgemein halbeinfacher Ring. S sei nun ein allgemein halbeinfacher Ring
und o sei eine Ordnung von S mit den folgenden Eigenschaften :

1. Es gibt ein System { or } von regulidren Ordnungen von S, so dass
o= /N\ror ist.

2. Die zweiseitigen or-Ideale bilden eine unendliche zyklische Gruppe.

3. Das (einzige) Primideal P: von or ist stark teilerlos, d. h. der
Restklassenring or/%r ist ein einfacher Ring.

4. Fiir jedes regulare Element « aus S gilt or « or =07 bis auf
endlich viele or.

5. Fiir zwei or, vs gibt es ein o-Element @, so dass ¢ =1 ($7), a =0
(B5) sind.

Dafin gelten fiir o die Bedingungen P, P, Pj:

Pk, Jedes Primideal von o ist stark teilerlos.
for } ist nichts anderes als {op}. Jedes op-Links- sowie op-Rechtsideal
ist ein Hauptidealring. Die obigen fiinf Bedingungen sind #quivalent mit
den drei Bedingungen P, P, Pj*. Daraus folgt eine bemerkenswerte
Tatsache: Ist o, eine feste Maximalordnung von S, fiir welche die drei
Axiome P, P, P;* gelten, so gelten sie auch fiir jede mit o, dquivalente
Maximalordnung.

$1 ORDNUNGEN, IDEALE.

Es sei o ein Schiefring mit Nichtnullteilern und H sei eine Halbgruppe,
welche aus gewissen Nichtnullteilern von o besteht. Ein Erweiterungsring
S von p heisst ein linksseitiger Quotiéntenring von p nach H, wenn die
folgenden Bedingungen erfiillt sind :

1. S hat das Einselement 1.

2. Die Elemente von H sind Einheiten von S.

3. Es gibt fiir jedes « aus S ein Element « aus H, so dass
ax€p ist. -

Jedes Element z aus S lisst sich also in der Form a '@ (€ H,
@ € D) darstellen. Dann und nur dann gibt es den (bis auf Isorhorphie
eindeutig bestimmten) linksseitigen Quotientenring S von o nach H, wenn
es fiir jedes acvo und jedes A€ H Elemente ¢’ €o,\' € H mit a¢'x =21'e
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gibt.*) Es gibt fiir endlich viele Elemente 2, ..., ), aus H ein Element

A aus H, so dass r»=c¢, \,=...=¢, \, (c;€p) ist. Fiir endlich viele
Elemente 2,...,2, aus S gibt es also ein Element « aus H, so dass
aw€D, i= 1,...,n. Besteht H aus den simtlichen Nichtnullteilern von

o, so heisst S ein hnksseltlger Quotientenring von o.

S sei nun ein vorgegebener Schiefring mit-1. Die Menge der =amt
lichen reguldren Elemente, d. h. Einheiten von S werde mit S* bezeichnet.
S* bildet eine multiplikative Gruppe.

DerFINITION. Ein Teilring o von S heisst eine Ordnung von S, wenn
o 1 enthdlt und S der (links- sowie rechtsseitige) Quotlentenrmg von o
nach S* [Jo ist.

Wenn ein Teilring o’ von S 1 enthdlt und wenn es regulire Elemente
A\, 2 gibt, so dass A\ o o ist, so ist o’ eine Ordnung. Es gibt namlich
fiir jedes x€S ein a€S* Nomit e=a paxp~ €o, also a’z=4d, a' =
Aap€S* N\o, d =\auco.

DEFINITION. o sei eine . Ordnung von S. Eine Teilmenge a von S
heisst ein o-Linksideal (0-Rechtsideal), wenn 1. a ein o-Linksmodul (o0-
Rechtsmodul) ist, 2. a ein reguldres Element . enthilt, 3. es ein reguldres
Element )\ gibt, so dass ax (A a) in o enthalten istls)

Sind o, o’ zwei Ordnungen von S und ist a ein o-Links- sowie o’-
Rechtsideal, so heisst a ein o-o’-Ideal. Ein o-o-Ideal heisst ein zwei-
seitiges o-Ideal. Fiir jedes Element » aus S gibt es ein 2 enthaltendes
o-Linksideal (v-Rechtsideal), z. B. (o, o) ((0, 0)). Aber es gibt nicht
immer ein a enthaltendes zweiseitiges o-Ideal.

Sind q, b o-Linksideale (o-Rechtsideale), so ist die Summe a\/ b=
(a, b) sowie der Durchschnitt a N\ b auch ein o-Linksideal (0-Rechtsideal).
Ist a ein o-o'-Ideal und b ein o’-o”’-Ideal, so ist das Produkt a b éin o-o'’-
Ideal. Insbesondere ist das Produkt zweier zweiseitigen o-Ideale ein
zweiseitiges o-Ideal. ‘

DzeFINITION. Zwei Teilmoduln m, n von S hexssen einander dgquivalent,

4) Vgl. K. AsaNo, Uber die Quotientenbildung von Schiefringen. Journ. Math. Soc.
Japan. 1 (1949)
5) Man kann 4, ¢ als Elemente von p annehmen.
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wenn es reguldre Elemente \, x, A/, u' gibt,sodass AnpCm, A mu' Tn
sind.

Sind zwei Ordnungen o, o’ von S als Teilmoduln dquivalent, so heissen
sie einander dquivalent. In diesem Fall konnen Elemente X\, p mit
A0’ u o aus o ebenso Elemente )/, x/ mit A\ opx’ T o' aus o gewahlt A
werden.

Satz 1.1. FEs seien 0,0 zwei Ordnungen von S. Gibt es ein o-vo'-
Ideal a, so ist o mit o' dquivalent. Sind umgekehrt o und o' iquivalent,
s0 gibt es ein o-o'-Ideal. :

Beweis. Weil es regulidre Elemente X, A/, x mit ax To, A a0,
wea gibt,sogilt Mou TN a0, po! xZTarxTo; d. h.o und o’ sind
dquivalent. Es seien umgekehrt o und o aquivalent. Es gibt regulare
Elemente X, 4, M, p' mit NMopx/ o' (N, p'€0), Ao'pTo (A, p€n).
Setzt man a=ox\ x' 0’ so ist a To ' 0o und < o0/, also

MNalMNou o To'o =0, ap oo p T oo=n,

d.h. a ist ein p-o’-Ideal. Damit ist der Satz bewiesen.

Ist a ein o-Linksideal, so bildet o,= {2 | xa<a, €S} eine o um-
fassende, mit o dquivalente Ordnung und o, ist ein o-Linksideal. Ferner
bildet o,= {2 'aax Ta, x€ S} eine mit o dquivalente Ordnung und a ist
ein o,-o,-Ideal. Denn o, und o, sind Schiefringe mit 1 und bedeuten X,
/b regulidre Elemente mit ax Co, p€a, so gilt o, u A To,arx=ax o,
0 o;; es gilt ferner axa Toa=aq, folglich axTo, NopTral o,
d.h: o, o, sind Oidnungen und a ist ein o,-o,-Ideal. ‘Die Ordnungen o,
o, o, sind einander dquivalent. Analog ist es fiir ein o-Rechtsideal.

DZFINITION. v, bzw. o0, heisst die Linksordnung bzw. Rechtsordnung

von a.
Es ist ersichtlich alo,2a CaZao,.

DarINITION.  Ein o-Linksideal heisst ganz, wenn es cinen Ring bildet,
d. h. wenn es in seiner Links- oder Rechtsordnung (und als Folge davon
in beiden Ordnungen) enthalten ist.
- DeriNiTiON. Eine Ordnung von S heisst eine Maxihmlowhmng, wenn
sie unter den mit ihr dquivalenten Ordnungen maximal ist.
SArtz. 1.2, Es sei v eine Ordnung von S. Die folgenden Bedin-
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gungen sind einander dquivalent :

1. o ist eine Maximalordnung.

2. I's gibt kein ganzes o-Links- sowie v-Rechtsideal, das o umfasst,
aber nickt gleich v ist.

3. Die Linksordnung eines beliebigen o-Linksideals ist o und die
Rechisordnung eines beliebigen o-Rechtsideals ist o.

4. Die Links- sowie Rechtsordnung eines beliebigen ziweiseitigen
v-Ideals ist o. '

Beweis. Es gilt ersichtlich (1)—(2)—(3)—(4). Wir zeigen (4)—(1).
Ist zunidchst m ein in S enthaltenes o-Linksmodul und gilt Am o
(A eS* N o), soistmX To; dennesist oxomr=oAxmA T ooXA0AD
und da o\ o ein zweiseitiges o-Ideal mit der Rechtsordnung o ist, ist
mx < o. Esseinun o eine Ordnung mit 0 C o/, v 0’ p T o (A, p €S% N\ 0).
Nach dem voraufgehenden ist o’ u X < o; ehenso ist pro Co. 0 ist
also ein zweiseitiges v-Ideal, dessen Linksordnung gleich o ist. Da aber
o'/ =o' ist, ist o' T o, also o' =o.

Nach diesem Satz ist ein einseitiges Ideal beziiglich einer Maximal-
ordnung o dann und nur dann ganz, wenn es in v enthalten ist. Ferner
ist jeder mit einer Maximalordnung o #quivalente o-Linksmodul a ein
o-Linksideal, weil aus M ap To(\, p€S* N\ 0)a pr < o folgt.

Es sei a ein einseitiges Ideal beziiglich einer Ordnung o, dessen Links-
bzw. Rechtsordnung o, bzw. o, ist. Wegen

aco,2acalaZcalvo,

wird die Menge a' aller ¢ aus S mit aca < a auch als die Menge aller ¢
mit ac < o, (ca << o,) bestimmt. a* ist ein v,-0,-Ideal.

DEFINITION. a~! heisst das zu a inverse Ideal. a heisst umkehrbar,
wenn aa"'=o, und a”*a=no, ist.

Sind ab zwei Ideale mit derselben Linksordnung (Rechtsordnung), se
folgt aus a <_b a™* Db~

SATZ. 1.3. Es sei v eine Maximalordnnng wund a sei ein 0-Links-
ideal. Die Linksordnung von a~' ist eine Maximalordnung.

Beweis. Die Rechtsordnung von a sei o’ und die Linksordnung von
a~' sei 0”. Dann ist v” Do/, Ferner sei o, eine o’ umfassende, mit 0"
jquivalente Ordnung: o, > o”. Dann ist ¢=avo,a"' ein mit o,, also mit



104 Keizo AsaNO

o diquivalente v-v-Doppelmodul ; ist nidmlich x bzw. . ein regulidres Element
aus a bzw. a”', so ist ¢ 2ON0, 4, pex C 000’ =o. Da o maximal ist,
ist ¢ ein zweiseitiges o-Ideal. Wegen

¢=aoa'ava’ Caopval=aval=c
ist ¢ sogar ganz, also ¢c=ava'To. Demnach ist na'Ta™, d.h.
v < o” und wir erhalten o, = o”. Damit ist der Satz bewiesen.

SaTtz. 1.4. FEs sei o eine Maximalordnung und t sei ein Teilring von
S mit Ntu o\, n€S ). Dann gibi es eine mit v dquivalente Maai-
malordnung, die t umfasst.

Beweis. a= (o), 0\ 1) ist ein o-iinksideal, dessen Rechtsordnung t
umfasst. Die Linksordnung von a-! ist eine t umfassende Maximalordnung.

KOROLLAR. Es sei 0 eine Maximalordnung. Jede mit o dquivalente
Ordnung ist in einer mit o dquivalenten Maximalordnung enthalten.

DEFINITION. b sei ein in einer Ordnung o enthaltenes, von o ver-
schiedenes zweiseitiges o-Ideal. -

p heisst ein Primideal von o, wenn aus ab=0(p)a=0(p) oder
b =0 (p) folgt, wo a,b in o enthaltene zweiseitige v-Ideale sind.

p heisst (zweiseitig) teilerlos, wenn der Restklassenring v/p kein echtes
zweiseitiges Ideal hat.

p heisst stark teilerlos, wenn der Resklassenring v/p ein einfacher
Ring ist.

Jedes stark teilerlose Ideal ist teilerlos und jedes teilerlose Ideal ist
ein Primideal. Ein Primideal p von o ist dann und nur dann stark teilerlos,
wenn iif o/p der Vieifachenkettensatz fiir Linksideale (Rechtsideale) gilt.

DEeFINITION. Eine Ordnung o von S heisst regulir, ‘) wenn es fiir
jedes z € S regulare Elemente «, 8 aus o gibt, sodass x oo T o, Box T o
sind. Man erhilt leicht :

SATZ 1.5. Es sei o eine Ordnung wvon S. Die folgenden Beding-
ungen sind einander dquivalent :

1. o ist reguldr.

2. Fir jedes x aus S gibt es ein zweiseitiges v-Ideal, das « enthdlt.

3. Jeder Modul o0 (p€ S*) ist ein zweiseitiges o-Ideal.

6) In meiner friiheren Arbeit nenne ich ¢ beschriinkt”.
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4. Ist M eine Teilmenge von S und ist XM pu o\, p€S*), s0
gibt es regulire Elemente «, 8 aus v, so dass a M o, M B .

5. Es gibt fiir jedes regulire «a aus o regulire Elemente o', o” aus
0, so dass pa D a’' 0,0 Do a’. _

6. Jedes einseitige o-Ideal enthilt ein zweiseitiges o-Ideal.

SATZ 1.6. Ein Teilring o' von S ist eine regulire Ordnung, wenn
o' 1 enthilt und mit einer reguliren Ordnu_ng 0 dquivalent ist.

‘Beweis. Es gibt regulire Elemente A, m N, p' o mit Ao u o,
Mou Zo. Es gibt ferner fiir jedes 2 aus S ein aeS*/\ o mit
ap oy " To,dap oyt in p/ N0 p' 2 p/ "t enthalten ist. o =
N a p' ist ein reguldres Element aus o’ und es ist a’o'2 T\ o/ 0.
Ebenso gibt es ein g€ S* N\ o’ mit x o' 8 T o'.

Satz 1.7. Der Durchschnitt o N\ o zweier dquivalenten reguldren
Ordnungen v, o' ist eine mit o und o' dquivalente regulire Ordnung.

Beweis. Es gibt reguldre Elemente a, 3 mit a o' Co(a€v), B30 0
(Bev). Da B'a in der Form uA"(:, p€8S* N\ o) dargestellt wird, ist

=ar=p@pco,yo=RBpu0_Bo_0. Wegen yooistyo o0,

andererseits ist o 1\ 0o’ T o.

Satz 1.8. Es sei o eine reguldre Ordnung. Die folgemlen zwes
Bedmgzmgen sind dquivalent :

1. b ist eine regulire Maximalordnung.

2. Es gibl kein ganzes zweiseitiges -v-Ideal, das o umfasst, aber
nicht gleich 0 ist.

Satz 1.9. Ein Teilring o von S mit den folgenden FEigenschaften
ist eine regulire Maximalordnung.

1. o enthdlt Eins 1. _

2. Es gibt fur jedes x €S ein regulires Element « aus o mit a & € 0.

3. Es gibt fir jedes a aus S* N\o ein B aus S*/\0o, sodass
oa > Bo ist. '

4. Es gibt (ausser o) keinen o umfassenden Teilring o' von S, so
dass A o' T o mit einem regulidren \ ist.

Beweis. Wir zeigen, dass aus oa > B0 av > o folgt. Esist na =
a DopBo="0b. o' =1{falbaTbaecS} ist ein o umfassender Teilring
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von S und es gilt 8o’ T bo'=1b o, also v=0". Aus va Db folgt
ato={x|oaroxeS}{w |"bxgv,xéS§;a
Wegen ba T o ist bab b, also ab To, a0 Tab o, 08T ao.

KOROLLAR 1. FEs sei o eine Maximalordnung. Wenn es fiir jedes
fregul_('ire ® auUs 0 ein,vfreguliires 3 aus v gibt, so dass v a 2O B ist, so ist
0 regulir.

KOROLLAR 2. Fiir eine regulive Maximaelordnung o gilt

A DORP oo D0 (a, BES* N\ 0)

Satz 1.10. Es seiem v, 0 zwei dquivalente Maximalordnungen.
Das Prodult oo’ ist dann und nur denn ein v-o'-Ideal, wenn es ganze
v'-o-Ideale gibt. Die Summe aller ganzen o' -v-Ideale ist (oo')~".

Beweis. Ist oo’ > o ein o-o'-1deal, co ist (00’)~* To, (00’)"' ist also
" ein ganzes o’-o-Ideal. Wenn es ein ganzes o’-o-Ideal a gibt, so ist aoo’a =
aa Za, also oo’ Ta™'. oo’ ist somit ein o-o’-Ideal. Ist a ein beliebiges
ganzes o'-p-Ideal, so ist (00’)a=oa T oo=0p,a < (00')".

Satz 1.11. Es sei o eine Maximalordnung. Wenn es fiur jede mit
o dquivalente Maximalordnung o' ein ganzes v-v'-Ideal ¢ibt, so ist o
reguldr.

Beweis. o' = X\""po ) ist fiir jedes reguldare Element \ ein mit o adqui-
valente Maximalordnung. Nach Satz 1. 10 ist o’o ein o-Rechtsideal, also
AT ox o Co mit einem reguldren Element .. Damit ist o\ 0 ein zwei-
seitiges o-Ideal.

$2 ZWEISEITIGE IDEALE BEZUGLICH EINER MAXIMALORDNUNG

S sei ein Schiefring mit Eiselement und o sei eine feste Maximal-
ordnung von S. Die deutschen Buchstaben bezeichnen im folgenden
zweiseitige o-Ideale. Wir definieren: a ist quasigleich b, wenn a~ =D0"'
ist. Zeichen: a~b. ’

Wie beim kommutativen ') erhilt man:

1. a~(@) "' (a)"'>a.

(a=)~' ist das umfassendste zu a quasigleiche Ideal. Wir bezeichnen es

mit a.

7). Vgl. die in (3 zitierte Arbzit von K. HENCKE.
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2. Ist a~Db und ¢~ b, so ist ac ~ bd.

3. aa'~no.

4, a~b2ac==">9b mit c ~ound b~ o.

5. Alle einem ganzen Ideal quasigleichen Ideale sind wieder ganz.
6. Ist a~Dbund c~b, soist a\Jc~Db\/D. '

7. Tst a~Dbund ¢~09, so ist a /\c~b /\d.
Beweis. FEs geniigt zu beweisen a /\c¢~Db /¢ Denn es ist dann
aNe~DbN\e~bN\Dd Es gil

bbb~ (a N\ o) Tbb'a N\ bb'c=Dba"a N\ bb "¢ < bo Noc=Db/\¢

also aa'bb (@ N\e)Taa (b N\e) < a/N\ec. Wegen aa”' ~ o, bb' ~p ist
aNe~Db/N\e’

Vereinigt mgn alle einem Ideal quasigleichen Ideale zu einer Klasse, so
bildet die Gesamtheit der Klassen eine Gruppe G. Das Einselement 7 von
G ist die Klasse derjenigen Ideale, die zu o quasigleich sind. Die inverse
Klasse A! einer Klasse A ist die a™’' (a € A) enthaltende Klasse. Anderer-
seits bildet G einen Verband. Die Klassen A\ / B bzw. A N\ B ist die
Klasse, die a\/b bzw. a N\ b (a€ 4, b€ B) umfasst. Dann und nur dann
ist A< B (A, BcG), wenn a ' >b%, d.h. al b (ac A, beB) ist. Eine
Klasse A < I heisst ganz; sie ist die Klasse, die aus lauter ganzen Idealen
besteht. Ist A < B, so gilt CA < CB, AC < BC. G ist ferner archi-
medisch; d. h. istC"< A (»=1,2,...), soist C < 1. Beweis. Bedeutet
a das umfassendste Ideal in A4, so ist v Ta, c€C (v=1,2,...). Der von
ound c erzeugte Ring o’ ist in 0\ / a enthalten. Fs gibt also ein reguldres
Element A mit o’ X T o. Wegen der Maximalitit von o ist o =0’ und
¢, d.h. C<I Eine archimedische Verband-geordnete Gruppe ist
bekanntlich als eine Gruppe kommutativ und als ein Verband distfii)utiv.
Das Produkt von Idealen ist somit im Sinne von Quasigleichheit kommi;itativ.

SATz 2.1. Die Klassen quasigleicher Ideale bilden eine archimedische
Verband-geordnete Gruppe. Sie ist also ols eine Gruppe kommutativ und
als ein Verband distributiv. |

KOROLLAR.  Das Produkt wvon Idealen ist bis auf Quasigleichheii
lcommutativ.

Man erhilt ohne Miihe :
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8. Ist A\\UB,=1(i=1,...,n;k=1,...,m), so ist 11, A,\/
1y, Bo=1I.

9. (ANB)(A\UB)=AB. Ist A\B=1, so ist A\ B= AB.

10. Ist A < B, so gebt es ein C -~ I mit A= BC und umgekehrt.
11. Sind zwei Verband-quotienten A/AC und B/BD (C, D < I) pro-
jektiv, so ist C = D.

Beweis. Es geniigt den Satz zu beweisen im Falle, wo A/AC Zu
B/BD' transponierbar ist. Es sei also A= B\/ AC, BD =B /\ AC. Dann
ist B=AC,C'"<I und I=A"'YB\JAC)=C'\JC,C'D=A"'(B N
AC)=C'"'N\C=C'C, also D=C.

Nach dem voraufgehenden und nach dem Satz von Jordan-Holder-
Schreier erhidlt man leicht :

SATZ 2. 2. Verfeinerungssatz. (1. Fassung) Wenn zwei Faktor-
zerlegungen eines ganzen Flements A aus G gegeben sind :

A=A ...A,=B,...B,(A4,B, < D)
so kann man die beiden Produkte derart weiter zerlegem, dass diese
Zerlegungen ibereinstimmen.

Sarz 2.3. Verfeinerungssatz. (2. Fassung) Wenn zwei Faktorzer-

legungen eines ganzen Ideals a gegeben sind :

Aa~a,...0,~Db ...D0,
so kann man die beiden Produkte derart weiter zerlegen, dass diese
Zerlegungen lbz's auf Quasigleichheit ubereinstimmen.

DEFINITION. P sei ein von I verschiedenes ganzes Element aus G.

P heisst unzerlegbar, wenn in jeder Produktdarstellung P = AB
(A, B < I) notwendig ein Faktor gleich I ist.

P heisst teilerlos, wenn es kein Element A mit P < A <~ I gibt.

P heisst ein Primelement, wenn aus AB < P (A, B < I) A < P oder
B < P folgt. '

Man kann leicht zeigen, dass die obigen drei Eigenschaften einander
dquivalent sind.

Ist P ein Primelement von G, so ist das umfassendste Ideal p in P
ein Primideal 0. Ist umgekehrt p < o ein Primideal von o, so ist 5 =
(p)'=p; denn es ist cp=pd,c~0,d~0, also cp=0(p),c==0()
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folglich ist p=0 (p) und p=yp. Die p enthaltende Klasse ist ersichtlich
ein Primelement von G.

SaTz 2. 4. Ist p ein Primideal von o, so ist entweder p=o oder
p=yp. Ein Element P von G ist dann und nur dann unzerlegbar, wenn
P ein Primideal ~ o enthdilt. '

Es gilt ferner: »

SaTz 2.5. Dann und nur dann wird jedes Element A < I aus G
als ein Produkt von unzerlegbaren Elementen dargestellt, wenn der Teiler-
kettensatz fir ganze Klemente von G gilt. Nach dem Verfeinerungssatz
ist diese Zerlegung eindeulig. G ist somit eine abelsche Gruppe, die
das direkte Produkt von den Primelementen erzeugten unendlichen
Zyklen ist.

SATz 2.6. Wenn der Teilerkettensatz fiir ganze Ideale im Sinn der
Quasigleichheit gilt, so ist jedes ganze Ideal quasigleich einem Produkt
von eindeutig bestimmien Primidealen P,...,p, die nicht quasigleich v
sind.

- BeMERKUNG. In der Gruppe von Klassen quasigleicher Ideale sind
die folgenden Bedingungen einander dquivalent :

1. Teilerkettensatz fiir ganze Elemente. »

2. Eingeschrankter Vielfachenkettensatz fur ganze Elemente, d. h.
Vielfachenkettensatz fiir ganze Elemente, welche Teiler eines beliebigen
festen ganzen Elements sind.

3. Die ganzen Teiler eines beliebigen festen ganzen Elements sind
endlich viel.

Man kann also im Satz 2.5 sowie Satz 2.6 den Teilerkettensatz
durch den eingeschrankten Vielfachenkettensatz ersetzen.

SATz 2.7. Alle zweiseitigen o-Ideale bilden eine Gruppe, wenn die
folgenden Bedingungen erfillt sind : »

1. Es gilt der Teilerkettensatz (oder der eingeschrinkte Vielfachen-
kettensatz) fur die ganzen Ideale im Sinn der Quasigleichhféit.

2. Jedes Primideal von o ist teilerlos.

3. Jedes Primideal umfasst ein Ideal a mit a = a.

Beweis. Ist p ein Primideal, so ist p >a, a=aqa; bedeutet'a ~p,...p,
(p; v 0,i=1,...,r) die Primfaktorzerlegung im Sinn der Quasigleichheit,
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soist p>O>a=a>yp,...D, alo gilt fiir ein p, p >p,, folglich p=p, ~ v.
Kein Primideal ist somit quasigleich v. Da jedes ganze Ideal a =+ o durch
ein Primideal teilbar ist,®) so kann a nicht quasigleich o sein. Aus &~ D
folgt somit a =o. Quasigleichheit und Gleichheit sind a'so gleichbedgut-
end. Mithin bilden alle Ideale eine Gruppe. - N

SATZ 2.8. FEs sei v eine Ordnung von S. Dafur, dass alle zweisei-
tigen o-Ideale eine Gruppe bilden, sind die folgenden Bedingungen not-
wendig und hinreichend :

1. o ist eine Maximalordnung.

2. Es gilt der Teilerkettensatz (oder der eingeschrinkte Vielfachen-
kettensatz) fir die ganzen zweiseitigen o-Ideale.

3. Jedes Primideal von o ist teilerlos.

4. Jedes Primideal umfasst ein Ideal a mit a=a.

Beweis. Nach Satz 2.7 sind die Bedingungen des Satzes hinreichend.
Wir beweisen nun, dass die Bedingungen notwendig sind. Fiir jedes Igieal
a gibt es ein Ideal o’ mit aa’=a’a=o. Bedeutet o’ die Linksordnung
von a, so ist o' Do, also o=aa' = (0’a)a’ =0 (aa’)=0'o=0', d.h
die Linksordnung von a ist v; ebenso ist die Rechtsordnung von a gleich
o. Nach Satz 1.2 ist o eine Maximalordnung. Die anderen Bedingungen
sind leicht zu beweisen. '

Ist o ferner reguldr, so ist die Bedingung 4 im vorigen Satz sigher
erfiillt. Es sei namiich a-t o ein ganzes Ideal und « sei ein regulires
Element aus a; o« umfasst ein zweiseitiges Ideal ¢; oa D, aJ.36 ist
wa)'=a'oTcLoa=(alo)! D) =¢ Somitist a D¢, c=c.

SAaTz 2.9. FEs sei v eine regulire Ordnung von S. Dafiir, dass alle
zweiseitigen o-Ideale eine Gruppe bilden, sind die folgenden drei Beding-
ungen notwendig und hinreichend :

A,. o ist eine regulire Maximalordnung.

A.. FEs gilt der Teilerkettensatz fitr die ganzen zweiseitigen o-
Ideale.

A). Jedes Primideal von o ist teilerlos.

8) Es gibt ein maximales Ideal unter den von p verschiedenen Teilern von q, und
dieses ist teilerlos, also prim.
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Man kann :dz'e Bedingung A, durch die folgende Bedingung A, ersetzen .

A,. Es gilt der Vielfachenkettensatz fiir die ganzen zweiseiligen
o-Ideale, die ein beliebiges festes regulires Element enthalten.

Nach Satz 2.1 und Satz 2.5 gilt:

SATZ 2.10. Wenn alle zweiseitigen Ideale beziuglich einer Maaimal-
ordnung eine Gruppe bilden, so ist sie abelseh und das direkte Prodult
von den Primidealen erzeugten unendlichen Zyklen.

Man erhidlt ohne Miihe :

S.\TZ. 2.11. S sei .ein Schiefring mit Einselement. In S sei ein
"System G wvon regulire Elemente enthaltenden Teilmoduln definiert,
welche die folgenden Eigenschaften besitzen :

B,. G bildet eine Gruppe. Die in G definierte Kompositionsregel
stimmt mit der ublichen Multiplikation von Moduln iiberein.

B.. Das Einselement o von G ist eine Ordnung von S.

B,. Jedes in o enthaltene zweiseitige o-Ideal ist ein Element von G.

Dann ist G die Gruppe aller zweiseitigen o-Ideale. »

SATZ 2.12. Es sei o eine Ordnung und |, x bzw. a bedeute ein Links-,
Rech'ts- bzw. zweiseitiges Ideal. Wenn alle zweiseitigen v-Ideale eine
Gruppe bilden, so gilt '

[Ta2 = al (I'To)

trCa2r=1a (v T o)
Wenn umgekehrt die obigen beiden Bedingungen erfillt sind, so bilden
alle zweiseitigen o-Ideale eine Gruppe.

SATZ 2.13. Wenn alle zweiseitigen v-Ideale eine Gruppe bilden, so
gilt

[[T'=0, Tt =o,
wobei [ bzw. v ein o-Links- bzw. D—Reé}ttsideal bedeutet.

Beweis. [[' ist ein ganzes zweiseitiges o-Ideal: [1-' T o. Es ist
@A DT To, I )<Y, da 0 die Rechtsordnung von [ ist, ist
(<o, d. h. [ ist quasigleich o, also [[~!'=n.

Wir beweisen nun einige Hilfssdtze iiber teilerfremde Ideale. Dabei
ist R ein Schiefring mit Einselement und Ideale von R bedeuten gewohn-
liche Ideale.
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HiLFSSATZ 1. a,...,a, und b seien Linksideale von R. Ist(a; b)=
R, i=1,...,n, so ist (a ...q, b)=R.

Beweis. Es gibt Elemente a;c€q,, b,€¢b mit a; + 0,=1 (i=1,..,n),
also a,....0, =1 —-0b)...(1 —b,)=1-b(beb). (a,...a, b) enthalt
somit Eins 1 und (qa,...aqa, b)=R.

HILFSSATZ 2. a sei ein zweiseitiges Ideal von E. Wenn a eine Ein-
heit von R modulo a, so ist die Kongruenz

ax =>b (a”) bzw. ya=»b (a™)
durch ein x bzw. y aus R losbar.
~ Beweis. Da es ein @' mit ao’ =d'a=1(a) gibt, so ist (aR,a)=
(Ra,a) = R. Nach Hilfssatz 1 ist also (R, a") = (Ra, a") = R.
. HILFssATZ 2. Sind a,...,a, einander teilerfremde zweiseitige Ideale
von R und ist | ein Linksideal von R, so ist

@N N D=\ ... N\ (@)
Beweis. (N\a, )< N(a, ) ist klar. Sei jetzt x€ "\ (a, ), also x €
(ap yi=1,...,n, d.h.
rz=c;(a)cel(i=1,...,n)

Setzt man b,=a N...N\a,Na,/N\...N\a,(E=1...,%), so ist
(b,...,b,)=R. Es gibt also Eiemente e¢,...,¢, mit ¢, +... +¢,=1

(e;€b;). Dann ist c=e ¢, +... + ¢,¢, ein Element von [ und 2 =¢, =
c(a),i=1,...,n, somit ist a=c(N\a), und x€ (N\a,l), folglich
Nap D (Nay D). | '

SaTz 2.14. Es sei o eine Maximalordnung von S, so dass alle zwei-
seitigen o-Ideale eine Gruppe bz'lden, und a sei ein ganzes zweiseitiges
o-Ideal. Dann und nur dann ist ein Element a aus 0 eine Einheit von
0 modulo a, wenn a eine Einheit modulo jedem Primteiler von a ist.

Beweis. a=pe...p,er sei die Primfaktorzerlegung von a. Ist @
¢ine Einheit modulo p, (i=1,..., ), so gibt es nach Hilfssatz 2 o-Elemente
x, mit ax,=1(p,e),i=1,...,r. Da die Kongruenzen =z, (),
i=1,...,r durch ein xco loshar sind, soist a o =1 (pei),i=1,..,
also ax =1 (a). Ebenso ist die Kongruenz ya==1(a) l6sbar.

SATz 1.15. Wir setzen fir o die Bedingungen A, A, A, voraus.
Ein regulires Element a aus o ist dann und nur dann eine Einheil von
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v, wenn «a eine Einheit modulo jedem Primideal ist.

Beweis. o « ist ein o-Linksideal und enthalt ein zweiseitiges o-Ideal
a: na>Oa. Nach Satz 2. 14 ist « eine Einheit modulo a; es gibt also
Elemente xco,y€a mit xa +y=1. Es ist dann v a = (0 a,a)=0.
Ebenso ist «o=0. « ist somit eine Einheit von o.

Von jetzt an setzen wir die folgenden Bedingungen A, A, A, voraus :

A,. o ist eine regulire Maxzimalordnung.

A,. Es gilt der Teilerkettensatz fiur die ganzen zweiseitigen o-
Ideale.

A,. Jedes Primideal von o ist stark teilerlos.

DEFINITION. p sei ein Primideal von o. Ist o/p ein -reihiger Mat-
rizenring uber einem Schiefkorper, so heisst « die Kapazitit von p.

Ist a=p,~...p,° ein Primidealprodukt, so ist der Restklassenring
o/a die direkte Summe der zweiseitigen Ideale a,/a (a, = ap, %) und a:;/a
ist mit o/p,’ ringisomorph. Ist p ein Primideal, so ist o=o0/p® ein
primdrer Ring, also ein voller Matrizenring in einem vollstindig primaren
Ring o,: 0=3% 0,0, der Grad « der Matrizen ist die Kapazitit
von p. Das Radikal von o ist p=1yp/p° nnd das von o, ist p,=p /0o,
und p=317 b, c,,. Der Ring o, besitzt nur zweiseitige Ideale und o,
Py --.,p,° =0 sind die einzigen Ideale von o,. Bedeutet 7 ein Element
aus p,, aber nicht aus p,? so ist p,=0o, 7= =0,; jedes Element von o,
ist in der Form #’§=¢ 7" (0 <v < p, #*=1) mit Einheiten g, & aus
0, darstellbar. *) Der Restklassenring von o nach dem ganzen zweiseitigen
o-Ideal ist demmach ein einreihiger Ring im Sinne von G. KOTHE, also
ein Hauptidealring. %)

Da o/a ein Ring mit Doppelkettensatz fur Links- sowie Rechtsideale
ist, so folgt :

A.. Es gilt der Teilerkettensasz fir die ganzen v-Linksideale.

A,/. FEs gilt der Teilerkettensatz fir die ganzen o-Rechtsideale.

A,. FEs gilt der Vielfachenketlensatz fur die gdnzen o-Linksideale,

9) Vgl. die in (1) zitierte Arbeit von K. ASANO. Vgl. auch K. AsaNoO, Ubsr Haupt-
idealringe mit Kettensatz, Osaka Math. Journ. 1 (1949).

10) G. KOETHE, Verallgemeinerte Abelsche Gruppen mit hyperkomplexem Operatoren-
ring. Math. Zeitschr. 39 (1924), S. 31-44. Vgl. die in (9) zitierte Arbzit von K. ASANO.
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die ein beliebiges festes regulires Element enthalten.

A/. Es gilt der Viefachenkettensatz fiir die ganzen v-Rechtsideale,
die ein beliebiges festes regulires Element enthalten.

Nach A, bzw. A, ist jedes o-Links- bzw. o-Rechtsideal ein endlicher
o-Links- bzw. o-Rechtsmodul. Umgekehrt ist jeder reguldre Elemente
enthaltende, endliche o-Lnks- bzw. o-Rechtsmodul aus S ein o-Links-
bzw. o-Rechtsideal. '

SATZ 2.16. Es sei o eine regulire Ordnung von S. Die folgenden
Bedingungen sind einander dquivalent :

1) A, A, 4. 2) A, A, (A)) 3) A, A, A,

Beweis. Es glit (1)—(2)—(3)—(1).

Satz 2.17. Es sei o eine regulire Ordnung von S. Die folgenden
Bedingungen sind einander dquivalent :

1. Alle zweiseitigen o-Ideale bilden eine Gruppe.

2. Jeder Restklassenring von o nach einem zweiseitigen o-Ideal ist
einreihig.

3. Es gilt der Teilerkettensatz fiir in o enthaltene zweiseitige o-
Ideale wund fur beliebige Primideale p, q von o ist der Restklassenring
o/(p N\ q)° einreihig. '

4. Es gilt der Teilerkettensatz fitr in v enthaltene zweiseilige o-
Ideale. Das Produkt von Primidealen ist kommutativ und fiir jedes
Primideal p ist der Restklassenring o/p* einreihig.

Beweis. Wir zeigen (1)—(2)—(3)—>4)—1). (1)—(2)—(3) ist Klar. (3)—
(4). Da o=o0/(p N q)* einreihig, also direkte Summe von primaren Ringen
ist, so ist das Produkt von Primidealen p = p/(p N\ q)* und q=q/(» N\ q)
von o kommutativ.) Da aber pq und qp beide (p "\ q)* umfassen, ist
bq = qp. .

Wir beweisen endlich (4)—(1). Ist p ein Primideal, so ist o/p? ein-
reihig, da o/p* einreihig ist.'*) Sind p,,...,p, verschiedene Primideale,
so sind sie einander kommutativ und teilerfremd und der Restkiassenring
o/pfr...p,°r ist mit der direkten Summe von v/p,% ringicomorph, also
ist er einreihig. Es sei p ein Primideal'und « sei ein reguldres Element

Iy 12y Vgl. die in (9) zitierte Arbeit von K. ASANO.
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aus p. o« enthilt ein zweiseitiges Ideal ¢ und nach dem Teilerkettensatz
enthdlt ¢ ein Produkt von Primidealen, also a=1p,...p, T oa < p. Eines
von P, ...,p, stimmt also mit p iiberein und a=ph. Da o=o/a ein-
reihig, a'so ein Hauptidealring ist, ist o @ — pI mit einem Linkeideal [
von o. Daher ist
oa=pLa)=p{b),0=>pq (= (,b)a™"0) }

Ebenso ist o=gq'p. p ist also umkehrbar. Nach dem Teilerkettensatz
beweist man leicht, dass ein beliebiges zweiseitiges ¢ < o als ein Produkt
von endlich vielen Primidealen darstellbar ist. ¢ ist demnach umkehrbar.
Daraus folgt, dass alle zweiseitigen o-Ideale eine Gruppe bilden.

$3 o0 UMFASSENDE TEILRINGE VON S

In diesem Paragraphen sei S ein Schiefring mit Einselement und o
sei eine Maximalordnung von S. Wir setzen voraus, dass alle zweiseitigen
o-Ideale eine Gruppe bilden.

Es sei P eine Menge von Primidealen. Ein ganzes einseitiges o-Ideal
a heisst zu P prim, wenn a\ / p = o fiir jedes p € P ist. Ist a ein o-Links-
ideal (o-Rechtsideal), so bezeichnen wir mit a» die Menge aller ce S
derart, dass es ein ganzes zu P primes zweiseitiges o-Ideal n mit nc T a
(e n < a) gibt. Ist a zweiseitig, so folgt aus nc Ta cen-la=an’, d. h.
~ena und umgekehrt. ar ist ein Teilmodul von S. Insbesondere ist
or ein o umfassender Teilring von S. ar heisst die P-Komponente von
a. Wenn P aus einem einzigen Primideal p besteht, so heisst ar =ap
die p-Komponente von a.

Man sieht leicht, dass ar = ora bzw. ar = aor ist, jenachdem a ein
o-Links- bzw. o-Rechtsideal ist. Ist a sogar zweiseitig, so ist ar = ora=
avr=opaor. Sind a, b o-Linksideale (0-Rechtsideale), so gilt

(a\Jb)p=1ar\/J br, (@aN\b)p=ar [\ br.
Sind a,b zweiseitige o-Ideale, so ist .(ab)r = arb».

HiLrssATZ 1. op ist eine o umfassende Ordnung von S. Ist a ein
o-Links- bzw. v-Rechtsideal, so ist ar ein op-Links- bzw. or- Rechtsideal.

HrLrssATZ 2. Ist o reguliir, so ist vr auch reguldr.

Beweis. Es gibt fiir jedes x € S ein reguldres « aus v, so dass « 0o x T
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0, also vaoa Co ist. Da o«o ein zweiseitiges o-Ideal ist, so ist
OPD Q@D =0pD@O00p,=0Dp A0p, DpaOr&  Dp

Es ist daher a vr2 T o0r, a €0 Cor. Ebenso gibt es ein regulares j3 € vy,
so dass « vor 8 T op ist.

HiLFssATZ 3. Ist af T or ein op-Linksideal (vr-Rechtsideal), so ist
a=a"/\o ein o-Linksideal (v-Rechlsideal) und es gilt k= ap.

Beweis. a* sei ein o-Linksideal. a ist dann ein o-Linksmodul und
enthilt reguldre Elemente; ist @« namlich ein regulidres Element aus a*,
so ist.m o T o fiir ein ganzes zu P primes zweiseitiges o-Ideal 1, wegen
naCa ist new Caund a enthdlt sicher reguldre Elemente. Damit ist
a ein o-Linksideal. Es ist a *>a, also a*=opra* Dopa=ar. Anderer-
seits ist a* Car; dennist a€ a*, soist wie oben ne Taund ecn-'a
orpa=dp, also a* Tar. Es gilt daher a* = a,.

SATz 3.1. Die zweiseitigen op-Ideale bilden eine Gruppe.

Beweis. G sei die Gruppe aller zweiseitigen o-Ideale. Die Menge
G- aller ar (a€G) bildet eine Gruppe, weil G* das homoniorphe Bild von
G durch die Abbildung a — ar ist. G* erfiillt de Bedingungen B, B; B,
von Satz 2.10. G* ist also die Gruppe aller zweiseitigen or-Ideale.

HILFSSATZ 4. | sei ein ganzes o-Linksideal, das ein zweiseitiges v-
Ideal a umfasst. Dann und nur dann ist | zu P prim, wenn | ein zu
P primes zweiseiliges o-Ideal enthdlt.

Beweis. a=pei...p,er sei die Primfaktorzerlegung von a und es
seien (P,)=Fo(=1...,8, Wp)=0@F=s+1,...,7). Ist [ zu P
prim, so ist c=p,e...pe zu P prim. Nach Hilfssatz 3 §2 ist

[=(a, )= (N\i=ibet, D= N (bee, = Ni (e, )
= (N b, ) =(c, ), also ¢ 1.
Die Umkehrung ist klar.
SATé 3.2. a sei ein ganzes einseitiges o-Ideal. Dann und nur
dann ist ap =vp, wenn a ein zu P primes zweiseitiges v-Ideal umfasst.
Beweis. a sei ein o-Linksideal, das ein zu P primes zweiseitiges o-
Ideal ¢ umfasst. Es ist ¢ Ca,0 Cc'lalora=ap, also ar=or. Ist
umgekehrt ar =or, so ist n-1 T a mit einem zu P primen Ideal 1.
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KOROLLAR, a sei ein ganzes zweiseiliges v-Ideal. Dann und nur
dann ist op = ap, wenn a zu P prim ist.

SATz 3.3. Wenn ein ganzes einseiliges o-Ideal a ein Produkt c¢ von
Primidealen aus P umfasst, so ist ar [\0=a.

Beweis. a sei ein o-Linksideal. Ist cear /\ 0, so ist ne T a, wo u
zu P. prim, also mit ¢ teilerfremd ist: (un,¢)=o. Es ist also

céoc=(nc,c0)§(a,'c)=a, ar N\ola
Da aber ar N\ o> a ist, gilt ar N\ o=a.

SATZ 3.4. Es sei a ein ganzes zweiseiliges o-Ideal, das ein Prodult
von zu P gehorigen Primidealen ist. ~Jede Restklasse C 7)07?/,0[)/01’ enthilt
eine einzige Restklasse C, von o/a. Nach der Zwuordnung C—C, ist
op/ar mit o/a ringisomorph.

Beweis. Liegen a, b in o, so ist wegen ar [\0=a

a=0b(a) 2 a=Db(ar)
Daher geniigt es zu beweisen, dass jede Restklasse C o-Elemeénte hat. Ist

c€op, g0 ist ne T o mit einem zu P primen Ideal n. Es ist (a,n)=o,
d. h. es gibt Elemente aca, ben mit ¢ + b =1, also
¢c=ac + bc — be (ap), Dbeeo.

Satz 3.5. Wenn ein Primidesl b von o zu P gehirt, so ist pr ein
Primideal von vp, und pr N\ o=7yp. Ist umgekehrt p* ein Primideal von
op, s0 4st p=p* N\ o ein zu P gehb‘rig']es Primideal und p* =pp. Dem-
nach bestehen die Primideale von v0» aus den P-Komponenten der zu P
gehorigen Primideale.

Beweis. Nach Satz 3.4 ist vor/pr (p€P) mit o/p ringisomorph; p»
ist also ein teilerloses Ideal von or. Nach Satz 3.3 ist pr N\ o=p. Ist
p* ein Primideal von op, so ist p=p* /\ o von o verschieden und p* =
pr. P ist ein Primideal von o, demn aus ab T p folgt ar br T pr, also ist
entweder ar < p* oder br < p*, folglich a Tar/\p<Tp oder b Thr N\
0 T p. Natlirlich gehort p zu P (sonst ware pr = o»).

HILFSSATZ 5. M sei ein v-Linksmodul, welcher ein Teilmodul eines
S-Linksmodul ist. (Das Einselement von S sei der FEinheitsoperator
des Moduls.) Dann ist
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M= /\ Dp M N
wobei p auf alle Primideale von o durclélduft. Allgemeiner gilt :
or M = [\ per 0p M.

Beweis. Es ist ersichtlich N\ oy M Do, M (peP). Ist ue/\ oy M,
so gibt es fiir jedes pc P ein n(p) mit n(p)uc M, (n(p),p)=o. Be-
deutet n, der g. g. T. aller n (p), so ist n, zu P prim und n,u < M, also
uen,™ M Zor M, folglich N\op M Zor M. '

Aus Hilfssatz 5 fort sofort :

SaTz 3.6. Ist a ein einseitiges o-Ideal, so ist a der Durchschnitt
aller p-Komponenten ap : a=/\ap. Allgemeiner ist ar=/\per ap.

Bis hierher haben wir die Regularitit von o nicht vorausgesetzt. Von
jetzt an sei o reguldr. Also setzen wir die Bedingungen A,, A4,, A, voraus.

Nach dem voraufgehenden gilt :

Sarz 3.7. Wenn die Bedingungen A, A, A/ (A,) fur o gelten, so
gelten sie fir op auch.

" SATZ 3.8. a sin ein ganzes einseitiges o-Ideal. Dann und nur dann
ist op = ar, wenn a zu P prim ist.

SATZ 3.9. Ist a ein einseitiges o-Ideal, so ist die p-Komponente ap
‘bis auf endlich viele p gleich op. '

Bewpis. a sei ein o-Linksideal. Es gibt ein ganzes zweiseitiges o-
Ideal ¢, so dass ca ganz ist. Bedeutet b ein in ca enthaltenes zweiseitiges
o-Ideal : b T ca, so gilt fiir jedes zu bc prime p

0p="by T (ca)p T vp, 0p= (ca)p==cpap==0pap=ap.

SaTz 3.10. E's sei a(p) ein vp-Linksideal (vy-Rechtsideal), wo p auf
alle Piimideale von o durchliuft, und a(p) sei bis auf endlich viele p
gleich o). Dann gibt es ein o-Linksideal (o-Rechtsideal) a, dessen b-
Komponente gleich a (p) ist.

Beweis. Diejenigen Primideale, fiir dic a (p) -i- vp sind, seien p, ...,
p,. Bezeichnet man pp mit P, so ist Rl ap,) lop (f=1,...,r) fiir
ein \ >0. a,= P, a(p,)/\o ist dann ein ganzes o-Linksideal und q, y, =
BAa(p,). Da R a(p,) ein zweiseitiges oy,-Ideal, also eine Potenz von 3,
enthalt : ,* a (b)) DK%, so ist 0 D, >4, und ap=vo, fiir jedes
p-l-p. Setzt man
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A=) @ N, \a),
so ist ersichtlich ap, =%, a;p;=ap), ¢=1,...,7 a=op (9=
P, P

HiLFssATZ 6. FEs sei v ein o umfassender Teilring von S: o C
o' S, Ist o' nicht in op enthalten, so ist o’ >p-.

Beweis. Es gibt ein in o/, aber nicht in oy enthaltenes Element c.
¢=(v,0c0)” ist ein ganzes zweiseitiges o-Ideal und ¢ Tp. Denn sonst
wire op Dc'dc. Es ist also o' O (>n,>o co)=¢ ' DOp.

Satz 3.11. op ist ein o wmfassender, maximaler Teilring von S.
Ein beliebiger o umfassender, maeximaler Teilring von S slimmi mil
einem von op iberein.

Beweis. Es sei o’ ein Teilring mit S >0’ >op. Nach Hilfssatz 6
ist o' DpY, also o' Sopp! =P-L. o’ enthdlt somit alle zweiseitigen o_-
Ideale, namlich alle Potenzen von %, also S=1o'. Jetzt sei o’ ein Ring
mit S >0’ Do. 0o ist in einem op enthlten; op > o', sonst wire o' >
p-! fiir jedes p, o' wiirde also alle iweiseitigen o-Ideale umfassen; es
ware semit o’ =S. Ist o’ maximal, so ist op =o'

Satz 3.12. Ein Teilring o' von S mit v C o' C S stimmi mit einem
op tberein.

Beweis. P = {p |0, >0'} sei die Menge aller Primideale mit vy >
v’. Dann ist o’ =o0,. Wir nehmen jetzt an, es sei o' = 0p, also v, D 0'.
Es gibt ein in op, aber nicht in o’ enthaltenes Element ¢. a= (o, 0@ 0)™!
ist ein ganzes zweiseitiges v-Ideal, und o, > (0, nao)=a"' >o. Wegen
a'dp ist q~' % o’ fiir mindestens einen Primteiler ¢ von a. Aus q~’ g
a”' Cop folgt q7' CTop Top fur jedes pe P. Da aber q~' & oy ist, ist g
nicht in P enthalten, d. h. o' & v;. Nach Hilfssatz 6 ist o’ >q~’. Es
ergibt sich also ein Widerspruch.

Aus diesem Satz folgt sofort :

Sarz 3.13. Wenn die Bedingungen A, A,, A, (A,) fir o gelten,
so gelten sie auch fitr jeden Ring o' mit o C o' CS.

84 NORMALE IDEALE

S sei ein Schiefring mit Einselement und o, sei eine feste Ordnung
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von S. Im folgenden sollen die Ordnungen, falls nicht anders gesagt,
immer die mit o,, aleo einander ‘a’qhivalenten Ordnungen bedeuten.

DeriNITION. Ein Ideal a mit der Linksordnung o und der Rechts-
ordnung o’ heisst ein normales Ideal, wenn o und o’ Maximalordnungen
sind.

Es sei o eine Maximalordnung und a sei ein v-Linksideal (0-Rechts-
ideal). Nach Satz 1.3 ist a ! normal. Ist a weiter umkehrbar, co ist
a=(a~ )~! normal.

DEFINITION. Ein Produkt mn der Teilmoduln von S heisst eigentlich,
wennaus mn=m'n’' (M Cm’,nTn)m=m’' und n=n’ folgen, wo n’,
n’ Teilmoduln von S bedeuten.

Es sei a ein Ideal mit der Rechtsordnung o und b ein Ideal mit der
Linksordnung o’. Ist das Prodnkt ab eigenlich, so ist o = o’. Sind a und
b weiter umkehrbar, so gilt auch die Umkehrung. Denn aus ab= a’b’
(@Za,b<Tb) folgt ab=a’b; wegen a'a=Dbb'=o ist also a=
abb-'=a’bb-'=a’o0 Da’,a=a’; ebenso ist b=1".

Man erhalt leicht :

Satz 4.1. Dann und nur denn bilden alle normaelen Ideale bei der
eigentlichen Multiplikation ein Gruppoid mit den Maximalordnungen als
Einheiten, wenn jedes normale Ideal umkehrbar ist.

Nach Satz 2. 13 gilt :

SATZ 4.2,  Dann und nur dann bilden alle normalen Ideale bei ber
eigentlichen Multiplikation ein Gruppoid, wenn fur jede Maximalordnung
0 alle zweiseitigen o-Ideale eine Gruppe bilden. .

G sei das Gruppoid der normaien Ideale. Dann und nur dann ist
a < b (a,b e @), wenn es eigentliche Produktdastellung a = cbe/ mit ganzen
¢, ¢/ aus G gibt; namlich sei etwa ¢c=a(bb-"a)"',¢/=Db""a. Ist ¢ aus
G ein o-o’-Ideal, so werden die zweiseitigen o-Ideale durch die Zuordnung
a— ¢ ac auf die zweiseitigen o’-Ideale isomorph (beziiglich der Multipli-
kation gruppenisomorph und beziiglich der Anordnung verbandisomorph)
bezogen, dieser Isomorphismus hangt von der besonderen Wahl von ¢ nicht
ab. a und a’ = ¢~ ac heissen zusammengehorig.

HILFSSATZ 1. b sei ein stark teilerloses Primideal einer Maximal-
ordnung o, so dass p'p=o ist. Ist | ein o-Linksideal mit p C 1 o,
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so ist {-! nicht ganz.
Beweis. Da o/p ein einfacher Ring -ist, gilt
r=1{a z€ola=0®m)}, [={ylyeco, yr=0(O»)}
Es ist ersichtlich r==0 (p) und tp-! ist nicht ganz; da [-' >zxp’ ist,
ist [' nicht ganz.

SATZ 4.3. Fir jede Maximalordnung o seien die Bedingungen A,,
A, A, erfillt. Jedes o-Links- sowie o-Rechtsideal ist dann umkehrbay,
also normal und alle normalen Ideale bilden bei der eigentlichen Mullipli-
kation ein Gruppoid.

Beweis. [0 sei ein o-Linksideal mit der Rechtsordnung o’. Es ist
[[-*= 0. Bedeutet q ein maximales o-Linksideal mit [ q o, so ist
das in q enthaltene maximale zweiseitige Ideal, d.h. das annullierende
Ideal des einfachen o-Linksmoduls v/q ein Primideal. Nach Hilfssatz 1
ist q-* nicht ganz, also I"! > q-! nicht ganz.

Die Rechtsordnung o’ von [-![ ist die von I, da aus (-2 I {2 1
folgt. Die Linksordnung o” von [-' ist maximal und es ist (I-’'[)7' ZTo”,
denn es ist ('O~ o, 1)UL, ()P T o”.  Daraus folgt
[~ = o” =o', sonst ware (['I)~! nicht ganz.

SATZ 4.4. S sei ein Schiefring mit Einselement. In S sei ein
System von regulire Elemente enthaltenden Teilmoduln gegeben, die
die folgenden Bedingungen erfitllen :

C,. G bildet ein Gruppoid. Sind a, b aus G komposierbar, so stimmt
das Produlkt ab in G mit dem ublichen Modulprodukt uberein.

C.. Jede Einheit o von G ist eine regulire Ordnung von S.

C.. Ist o eine Einheit von G, so ist jedes in o enthaltene o-Links-
ideal ein Eiement von G mit der Linkseinheit o und jedes in o enthal-
tene o-Rechtsideal ein Element von G mit der Rechtseinheit o.

Dann gelten fiur jede Einheit o von G die Bedingungen A,, A,, A,.
Das Einheitensystem von G ist die Menge aller einander dquivalenten
Magimalordnungen und G ist nichts anderes als das Gruppoid aller nor-
malen Ideale. ‘

Beweis. Es sei o eine Einheit von G. Die Menge aller Elemente von
G, deren Links- und Rechtseinheit beide o sind, bildet eine Gruppe H.
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H erfiillt die Bedingungen von Satz 2.11. FEs gelten also fiir o die Beding-
ungen A, A, A;. Es sei a ein Element von G mit der Linkseinheit o
und der Rechtseinheit o’: oa = ao’ — a. Bedeutet a-' das Inverse von a
in G, so ist aa~'=o,a'a=vo'. a ist ersichtlich ein o-o’-Ideal, dessen
Links- bzw. Rechtsordnung o bzw. o’ ist, und a-! ist das inverse Ideal
von a. Da es fiir zwei Einheiten o, o’ von-G ein v-v’-Ideal gibt, so sind
sie als Ordnungen einander dquivalent. Ferner ist jede mit einer Einheit
ovon G dquivalente Maximalordnung o* eine Einheit von G, da ein ganzes
o-p*-Ideal ein Element von G ist. Ist o eine Einheit von G und ist a
ein o-Linksideal, so gibt es ein ganzes zweiseitiges o-Ideal ¢ mit ca Co.
Da ¢ und ca in G enthalten sind, so ist a=b- (ba) € G.

Es bleibt noch {ibrig, die Bedingung A, zu beweisen. a, "a, ...
sei eine Kette von ganzen o-Rechtsidealen. Die Vereinigungsnenge a von
a, ist auch ein ganzes o-Rechtsideal. Fs gilt ga CTaa'C... <
aa~l==yp’. o’ ist die Vereinigungsmenge aller a,a-!. Eines von c,a"!, etwa
a,a~! enthdlt also 1. Dann ist aa =o' (i =%) und a,=a(i >n).
D. h. es gilt der Teilerkettensatz fiir ganze o-Rechtsideale. Ist nun a >
a, > ..._>a eine Vielfachenkette von ganzen o-Linksidealen, die sdmtlich
Teiler eines zweiseitigen o-Ideals a sind, so ist a,~'a Ta,"'a ... <
a-'a=o eine Teilerkette von ganzen o-Rechtsidealen. Nach dem Teiler-
kettensatz erhilt man also den eingeschrankten Vielfachenkettensatz fiir
o-Linksideale. Daraus folgt sofort A .

Nach Satz 1.11 gilt. '

*SaTz 4.5. Die Bedingungen C, C, C, sind mit den Bedingungen
c, ¢/, C,, C, dquivalent :

C,. Jede Einheit von G ist eine Oranang von S.

C,, Fiur zwei Einheiten o, o' von G gibt es ein in v enthaltenes
Element a von G mit der Linkseinheit o und der Rechtseinheit o'.

Es cei nnn o, eine Maximalordnung von S. Wir setzen voraus, dass
jedes o,-Links- sowie o,-Rechtsideal umkehrbar ist. Dann ist, wie leicht
gezeigt wird, fiir jede mit o, dquivalente Maximalordnung o jedes o-Links-
sowie o-Rechtsideal auch umkehrbar. Die einseitigen o-Ideale sind alco
normal und alle normalen Ideale bilden ein Gruppoid.
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Der Einfachheit halber unterscheiden wir die verschiedenen Maximal-
ordnungen durch Indizen: o, o’,.... Ein normales Ideal mit der Links-
ordnung of und der Rechtsordnung o’ soll mit a'’, b/, ...bezeichnet
werden. Insbesondere werde ein zweiseitiges o’-Ideal mit a“, b”,...
bezeichnet. Im folgenden untersuchen wir iiber die Zerlegung von ganzen
normalen Idealen. Kleine deutsche Buchstaben bedeuten ganze mnormale
Ideale.

DeFINITION. Ein ganzes normales Ideal heisst unzerlegbar, wenn es
nicht als eigentliches Produkt von echten Teilern darstellbar ist.

Ein ganzes normales Ideal a'’ ist dann und nur dann unzerlegbar,
wenn der Restklassenmodul o'/a’’ (0//a’’) ein einfacher o'-Linksmodul (o/-
Rechtsmodul) ist. A

DEFINITION. Ein ganzes normales Ideal a=a’’ heisst zu einem
ganzen normalen Ideal b =b" transponierbar, wenn es ein ganzes Ideal
c=c" gibt, so dass b=c¢'(a/\¢) und a\/c=0o' ist. Wenn es fur
zwei normale Ideale a und b endlich viele normmale Ideale a,=a,a,...,
a, = b gibt, so dass «a, zu a,,, oder a,,, zu a, transponierbar ist, o heisst
a zu b projektiv. '

Man erhalt ohne Miihe :

HiLFssaTz 2. o sei eine Maximalordnung. Alle o-Linksideale bilden
cinen modularen Verband. Wenn zwei Verband-quotienten a'’/a'’c’
und b /b"d™ projektiv sind, so ist ¢ zu d projektiv.

SATZ 4.6. Jede ganze normale Ideal a ist ein eigentliches Prodult
von unzerlegbaren Idealen. Die Faktoren sind bis auf Reihenfolge und
bis auf Projektivitit eindeulig bestimmdt.

Beweis. Es gilt ersichtlich der Teilerkettensatz fiir ganze nermale
Ideale mit derselben Links- bzw. Rechtsordnung. Daraus folgt die Dar-
stellbarkeit von a als ein eigentliches Produkt von unzerlegbaren Idealen.
Nach dem Jordan-Holderschen Satz erhidlt man den Satz.

Von nun an setzen wir die Regularitat der Maximalordnung voraus. )
Der g. g. T. aller durch a=a'’ teilbaren zweitigen o:-Ideale (o’—\Ideale)
heisst die Linkshiille (Rechtshiille) von a. Die Linkshiille ist mit der

13) Fiir die folgenden vgl. die in (1) zitierte Arbeit von K. ASANO,
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Rechtshiille zusammengehorig. Die Hiille des unzerlegbaren Ideals q ist ein
Primideal, das das zugehiorige Primideal von q heisst. Gibt es fiir ganze
normale Ideale a=a'’, a,=a* ganze normale Ideale b=">b", b, =Db"*
derart, dass zwei o’-Linksmoduln b/ba, b /b, a, isomorph sind, so sind
fiir beliebige ganze normale ¢ = ¢*, ¢, = ¢,"* zwei o’-Linksmoduln ¢/ca und
¢,/¢,a, isomorph. a und a, heissen dann linksseitig gleichartig. Analog
definiert man auch die rechtsseitige Gleichartigkeit. Die linksseitige
Gleichartigkeit stimmt mit der rechtsseitigen iiberein. Ferner sind pro-
jektive Ideale gleichartig. Die Hiillen gleichartiger Ideale sind zusammen-
gehorig. Zwei unzerlegbare Ideale sind dann und nur dann gleichartig,
wenn die zugehorigen Primideale zusammengehorig sind. Zwei ganze
zweiseitige Ideale sind dann und nur dann gleichartig, wenn sie zusammen-
gehorig sind.

Der Hauptsatz iiber die Zerlegung von ganzen normalen Idealen lautet
nun ;

SArtz 4.7. Jedes ganze normale Ideal ist ein eigentliches Produkt
von unzerlegbaren Idealen. Die Faktoren sind bis auf Reihenfolge und
bis auf Gleichartigkeilt eindeulig bestimmt wund die Reihenfolge des
Faktoren kann-bis auf Gleichartigkeit beliebig vorgeschrieben werden.

§5 UBERGANG ZUR ARITHMETIK IM MATRIZENSYSTEM ¥)

S sei ein Schiefring mit Einselement und o sei eine Ordnung von S.
S, =217;.. Se;; sei der volie Matrizenring vom Grade = iiber S und sei
D=3, ve, Ferner sei das Einselement von S, mit dem Eins-
element 1 von S identifiziert.

HiLFssATZ 1. O ist eine Ordnung von S. Isi o regulir, so ist O
auch reguldar.

Beweis. 2 =73",, a,,¢,; seiein Element von S,. Da es ein reguldres
Element « aus o mit a;,,a€o (i,5=1,...,n) gibt, so ist 2 a€ Q.
Ebenso gibt es ein reguldares Element 3 aus o mit B2 € ©. Ist o regular,
so gibt es ein a mit x, ;0 To (G, 7=1,...,n), also 2 O« TO. Ebenso

4) Vgl. fiir 25 CL. CHEVALLEY, L’Arithmétique dans les algébres de Matrices.
Actualités 323 (1936)
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gibt es ein @ mit SO a2 T O. ,
HILFSsSATZ 2. Jedes O-Linksidesl (O-Rechisideal) 2 hat ein regu-
ldres Element aus o. '
~ Beweis. 2 hat ein reguldares ». Da es ein regulires Element « aus
o gibt, so dass a A '€ O ist, so ist a=a Nt Ae?.
HILFSSATZ 3. Ist a ein zweiseitiges o-Ideal, so ist A = aD = La =
N s aey ein zweiseitiges O-Ideal und es gilt A N\ S = a. Ist umgelehrt
A ein zweiseiliges p-Ideal, so ist a=A N\ S ein zweiseitiges o-Idéal und
es gilt A =aO=Va=73",,ae;
Man erhilt leicht :
SATZ 5.1. Die zweiseitigen v-Ideale a werden durch die Zuordnung
Ao A (A=3ae, a=ANS)
eineindeutig auf die zweiseitigen O-Ideale N bezogen. Ist a A, b B,
so gilt
a\JbeoA\UB, aNdoANDB, ab < AB.

Ist a=19p ein Primideal von o, so ist A =P ein Primideal von O und
umgekehrt. Bilden die ziweiseitigen v-Idcale eine Gruppe G, so bilden
die zweiseitigen O-Ideale eine zu G isomorphe Gruppe.

SATZ 5.2. Wenn die Bedingungen A,, A,, A, (A)) fur o gelten, o
gelten sie auch fiur .

Von jetzt an setzen wir voraus, dass o eine Maximalordnung ist und
jedes o-Linksideal umkehrbar ist. Alle normalen Ideale bilden also bei
der eigentlichen Multiplikation ein Gruppoid mit o als eine Einheit.

HiLrssaTz 4. M= Su, + ... + Su,, sei ein S-Linearformenmodul
und M sei ein Teilmodul von IN, welcher ein o-Linksmodul ist. Wenn

es o-Linksideale ¢, ¢,/ gibt, so dass
QU+ e F Uy TM Uy + o+ G Uy
ist, so ist
M=q,0 + ...+ QpVp»
wobei a,, ..., a, o-Linksideale sind und v,,...,v, eine S-Basis von M

bedeutet.
Beweis. Stelit man jedes Element « von M in der Form ., + ...
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+ 2, u, dar, so bilden die Koeffizienten :c,-*éinen o-Linkemodul a,. Da
¢, Ca, ey ist, ist’a, ein 'oiLinksidéal. Bedeutet o die Rechtsordnu;;g
von a, so ist a,~' M ein o’-Linksmodul und die Gesamtheit von y,, ¥, %,
+ .o F Ynun€a, "t M, ist a,-‘»al—;—o'. Es gibt also éin Element v, aus
a, ' M von der Form ’

V== U + Cpy Uy + o oo + Clpy Uy,

Dann' ist a,v, Ta,a,'M=0oM=DM und wegen >\, x;u, =20 +

Sr. o/ w ist M =a,v, + M', dabei ist M' = Su, + ... + Su,, [\ M und

Cotly H v Oy M e Uy + oo+ o Uy

v, %;...,u, bilden eine S-Basis von M. Nach Induktion erhidlt man
den Satz.
~ Im folgenden nehmen wir oft die Bedingung A, an:

A . In jeder v-Linksidealklasse) gibt es ein ganzes-<Ideal, das zum
vorgegebenen -gcmzen o-Linksideal teilerfremd ist.®)

HILFSSATZ 5. Setzt man im Hilfssatz 4 noch die Bedingung A.
voraus, so ist M. in der folgenden Form darstellbar :

M=00+...+ 00, +av, (m>2)

Beweis. Indukion fiir m. Zunachst sei m=2. Es ist M =aq,v, +
a,v,.. Man kann regulire Elemente A, A, so wahlen, dass a/= a, ), und
a =a,’ \, ganz und teilerfremd sind: (a/,q,)=0o. Dann ist M =
a/ v,/ + a/ v, (v =N\"1o, vl_,’ =\,"'w,). Setzt man w,=9v' + v,/, so ist

v +x,0 =@ —2a,) v +2,w, (&€q, 2, €a,)
Wegen (a,/, a,’) =0 gibt es also ein Element w,=v,' + cw,<c M. Dann
ist ersichtlich M =o0w, + aw,. Imallgemeinen Fall ist nach Induktiops-
voraussetzung :

M=a,v + ... 0pVp==0W, + ... +0Wp o+ Q' Vp_, + OpVpy

und nach dem voraufgehenden ist

15) Zwei 0-Linksideale ¢, b gehéren dann und nur dann zur selben Idealklasse,
wenn es ein regulires Element y mit C==b y gibt.

16) Wie wir im Teil II beweisen werden, gilt die Bedingung A;, wenn S allgemein
halbeinfach ist." ' '
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'V + Ay ¥y == 0 W, _, + A W,,.

SaTz é 3. Es sei o eine Maximalordnung und jedes o-LinksideM
sei umkehrbar. Jedes O-Linksideal U ist in der Form darstellbar:

1oa a...q,
o[ — (v e A,
= (ui,k:l Qy €y) P =

|
~</>
a a,...aq, !

wobei q,,...,q, v-Linksideale sind und ¢ ein regulires Element von

S, ist. Das inverse Ideal von A ist dann

a"' a7t
- 1 2 2 2
A= (L7 a0, ey) =g

......

Jedes O-Linksideal ist also umkehrbar.
Beweis. Es ist als o-Linksmodul

N=¢e, A +e, A+ ...+ €,

e, A=e, AG=1,...,2), weil ¢, A=¢e,¢,A Te, Y, ¢, A=¢e, €, A
e;A. Setzt man e, A=M, so ist ¢, A=¢, ¢, A=¢, M und A=
N e, M. M ist ein o-Linksmodul und, da es o-Linksideaie c,c’ mit
Oc TA O’ gibt, ist

Sliace, TM T ¢ ey

Nach Hilfssatz 4 ist
M=a,v, + ...+ 0Qu,vi=S% 0e,(i=1...,n)

Weil die Matrix (a,) invertierbar ist, ist @ = 21,0, €, ein reguldres
Element von S, und v,=e ;p(j==1,...,%n). Demnach ist M = (33,
ase,) ¢, also A= (27

k=gt eil.',) 9P- .
Es sei nun A = (37, a,€,) 0 W = (X700 07" e). Dann  ist

AN = 0. Ist o = ' Y., ¥, €, ein Element aus S, mit A x < O, so gilt
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(@& 4y Ay Loy - » A ) 0 (K=1,...,m)

also a, 2. €0, x,€a,! (4, k=1,...,n). Daher ist x€?’, Damit ist
gezeigt, dass A = A-! ist.

SATz 5.4. Wenn die Rechtsordnung von U e, (i=1,...,n) enthdlt,
so gilt

W= 210x1 Oy €y

Beweis. Hat die Rechtsordnung von A e, (i=1,..:,n), so ist
e, A Me, M. Aus X, x.e,cM folgt also x,e,e M(i=1,...,
n), folglich ist M = 3" _\a, €, A =31, ;€4 ' '

Nach Hilfssatz 5 gilt weiter :

SATZ 5.5. Wenn die Bedingung A. gilt, so ist A in der folgenden
Form darstellbasr :

0 0o a i

9 = o] 0D a @
...... i
0 0D a |

SATZ 5.6. Ist jedes o-Linksideal ein Hauptideal, so ist A= O .

Nach dem voraufgehenden gilt :

SaTz 5.7. Ist jedes o-Linksideal umkehrbar, so ist jedee O-Links-
ideal umkehrar. Die mit o dquivalenten Maximalordnungen wvon S,
werden durch N- A gegeben wud die normalen Ideale werden durch
A- B gegeben, wobei W, B beliebige O-Linksideale bedeuten. Alle nor-
malen Ideale in S, bilden bei der eigentlichen Multiplikation ein
Grupboz’d. )

Satz 5.8. Jede (mit O dquivalente) Maximalordnung von S, hat die
folgende Form 3

A a'e ala, ... a7 'a, l

a.,—la1 a-'a, ... ao—lan
Pt (Xl aragen) o=@’ : ¥

......

a,'a, a7 ... w7,
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wobei a, ..., a, o-Linksideale sind und ¢ ein regulires Element von S,
ist. Gilt fur o noch die Bedingung A, so hat sie sogar die Form

0 D a

(/)-l ...... P (0, :a_-a)
0 D aQ
a—l a~1 0/

SATZ 5.9. Wenn eine (mit O dquivalente) Maximalordnung ' von
S, die Elemente e, (i=1,...,n), so hat O’ die Foru 37, ,q;7! a;.
‘ Beweis. Bedutet 2 ein ©-0’-Ideal, so enthilt die Rechtsordnung von
A, ndmlich O, e, (i=1,...,n), also A=31;_,0,€, und O’ =AY =
pIFRA L Pl MY

SATz 5.10. Wenn in S fur jede mit o dquivalente Maximalordnung
die Bedingungen A, A, A, gelten, so gelten sie auch in S, fur jede
mit © dquivalente Maximalordnung. Die Arithmetil in S wird also auf

S, erweitert.

§6 ARITHMETIK IN EINFACHEN RINGEN

Es sei S ein halbprimarer Ring mit Einselement, dessen Radikal N
nilpotent ist: N°=0. Der Restklassenring S/N ist halbeinfach. Dann
enthalt jede regulare Maximalordnung o von S das Radikal N. Ist namlich
¢ ein Element aus N, so ist o’= (o, 0co,...,(0c0)’"") ein o umfassender
Schiefring und es gibt ersichtlich ein reguldres Element A mit x o’ T o.
Also ist o.' =ound ceo. Es ist somit o DN. Da fiir jedes regulire
Element A\ N = N x = N ist, enthdlt jedes einseitige o-Ideal das Radikal
N. Geht man in -S/N iiber, so sieht man leicht, dass die Arithmetik in
S im wesentlichen die Arithmetik im halbeinfachen Ring S/N ist. Ist
S ein halbeinfacher Ring, also die direkie Summe von einfachen Ringen :
S=3S, +...+8, sowird die Arithmetik in S auf die Arithmetik in
einzelnen Komponenten S, reduziert.

S sei nun ein einfacher Ring, also ein voller Matrizenring in einem
Schiefkérper K :S = >'7,..Ke;. Gilt in S unsere Arithmetik, so hat S

eine die Matrizeneinheiten e;, (i, k=1,...,n) enthaltende Maximal-
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ordnung o: z.B. die Rechtsordnung des o,-Linksideals (v, ¢,,..., 0, €y,
...»0,¢,); wo o, eine Maximalordnung von S bedeutet. Es ist dann
D= 1,:0, €, und o, ist eine reguldre Maximalordnung von K. Denn ist
x €K, so gibt es ein ganzes zweiseitiges o-Ideal a, so dass & a o ist;
da a=3),;q, e, mit einem o,-Ideal a, T o, ist, ist  a, T o, also xo,a
xa, <o, (0= aca). Ebenso gibt es ein 8 0 aus o, so dass B0,&
o, ist. Ist o, nicht maximal, so ist o nicht maximal. Bedeutet a,, a,,...
(a, % a,,,) eine Teiler- bzw. Vielfachenkette von o,-Linksidealen in K,
so bilden oa, oq,, ... (oa,_, == oa;) eine Teiler- bzw. Vielfachenkette von
o-Linksidealen in S. Es gilt daher der Teilerkettensatz sowie der einge-
schrankte Vielfachenkettensatz fiir o,-Linksideale in K. Ist o, eine mit
o, dquivalente Maximalordnung von K, so ist o’ = >3;.0/e;, eine mit o
dquivalente Maximalordnung von S. Demmnach gilt in K unsere Arith-
metik und die gegebene Arithmetik in S die Erweiterung der in K im
Sinne von § 5.

Zusammenfassend gilt :

SATz 6.1. Die Arithmetik in halbprimiren Ringen wird auf die in
einfachen Ringen reduziert, und die Arithmetik in einfachen Ringen ist
die FErweiterung der in Schiefkirpern. -

HILFSSATZ 1. Es sei K ein kommutativer Korper und I sei ein
Integrtitsbereich, dessen Quotientenkiorper K ist. S sei eine Algebra
mit Einselement iber K. Ist o eine I umfassende Ordnung von S, so
gibt es fur jedes regulire Element \ aus o ein regulires Element u aus
0, 50 dass Ap=pu\ €I ist. Jedes Elemeut x aus S ist in der Form x =
aty (ael,yeo) darstellbar. Jede I umfassende Ordnung ist also
reguldr.

Beweis. Da )\ algebraisch iiber K ist, gilt

N Fa, N+ +a, =0 (a;€l)

Wenn ¢ minimal gewahlt wird, so ist «, -= 0 (sonst multipliziere man \~').
Setzt man p=— (a,\""' + ... + a,_;) so ist a,=rp=p\€l. Fir
jedes x aus S gibt es ein reguldres ) aus o mit 2 A€ 0. Da es ein p €0
mit @ = \u el gibt, so ist  a =a \p€op 0. )

S sei nun eine separable Algebra iiber K und das Einselement von S
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sei mit dem von K identifiziert. Es sei in K eine gewchnliche Arithmetik
definiert, d. h. K habe eine Ordnung I, so dass die I-Ideale eine Gruppe
bilden. _

DeFINITION. Eine Ordnung o von S heisst eine I-Ordnung, wenn
sie ein endlicher 7-Modul ist. Eine I-Ordnung heisst eine I-Maximal-
ordunng, wenn sie unter den I-Ordnungen maximal ist.

H(LFSSATZ 2. Die folgenden Bedingungen sind einander dquivalent :

1. o ist eine I-Ordnung.

2:.. o ist ein I umfassender Teilring von S, welcher aus lauter ganzen
Elementen (beziiglich I) besteht und welcher eine K-Basis von S enthdlt.

Der Beweis wird wie bei Deuring durchgefiihrt. %)

Man erhilt ohne Miihe :

HiLrssATZ 3. FEine I umfassende Ordnung von S, die mit einer I-
Ordnung dquivalent ist, ist eine I-Ordnung. Die I-Ordnungen von S
sind einander dquivalent.

HILFSSATZ 4. Jede I-Maximalordnnng von S ist eine Maximalord-
nung in unserem Sinne. Jede mit einer I-Ordnung dquivalente Maxi-
malordnung ist eine I-Maximalordnung.

Es gibt bekanntlich eine I-Maximalordnung von S und fiir jede I-
Maximalordnung gelten die Bedingungen A, A, A,. Die Gesamtheit von
I-Maximalordnungen ist ein System aller einander dquivalenten Maximal-
ordnungen. Es gilt also unsere Arithmetik.

SATZ 6.2. S sei eine einfache Algebra mit dem Zentrum K, in dem
die gewihnliche Arithmetil mit I als Hoaouptordnung definiert ist, und
o sei eine I umfassende Ordnung wvon S. Dann und nur dann ist o
eine I-Ordnung, wenn o N\ K =1 ist.

Beweis. Ist o eine I-Ordnung, so ist o/\ K =1, weil I ganz abge-
schlossen ist. Jetzt sei o eine I umfassende Ordnung mit o N\ K =1. Es
sei o, eine I-Maximalordnung. Da o, ein endlicher 7-Modul ist, so gibt
es ein I-Element « =+ 0, so dass o, @ T o ist. oo, ist also ein o-Links-
ideal, dessen Rechtsordnung sei o’. Es ist o’ > p,. Wir nehmen jetzt an,
es sei o, -=0’. Dann gibt es ein Element «, das in o’ aber nicht in o,

17) Vgl. M D3ZURING, Algebren.
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liegt. a= (o, 0,a0,) ist ein zweiseitiges v -Ideal. Wegen a >o, ist b=
a”! ein ganzes zweiseitiges o,-Ideal -+ o,. Bedeutet p einen Primteiler von
b, so ist o Da=0b"'DOp-t. Es gilt bekanntlich po,=p°(p=p N\ K);
also o/ Dp*>p?*. Ferner ist 7=0 NK o'/ \K=1I. Da aber
o' T 00, 0'x =00, ¢ o0=0 ist, so ist 'a=0'a NKoN\K=1I.
Es ist somit ICI', I'« <I. Da I die Hauptordnung von K ist folgt
daraus /=1’ also I=0 N\ K Dp-'. Es ergibt sich ein Widerspruch.
Es muss daher v’ = o, sein. Da o und o’ dquivalent sind, so ist o eine
I-Ordnung.

Wir beweisen nun :

SATZ 6.3. S sei-eine einfache Algebra mil dem Zentrum K wund o
sei eine Ordnung von S, so dass die zweiseitigen o-Ideale eine Gruppe
bilden. Dann ist K der Quotientenkorper von I =K [\ v und es glit in
K die gewohnliche Arithmetik mit I als die Hauptordnung, d. h. die
I-Ideale in K bilden eine Gruppe. -Ferner ist o eine I-Maximalordnung.

Beweis. p sei ein Primideal von o und wir bilden oy. Es ist Ip=
0p N\ K == K (sonst wire oy=2S). Ist a 4= 0 ein K-Element, so ist « 0p =
vy a ein zweiseitiges op-Ideal, also a 0p=p°. Durch

pl@y=c 0c1), 90)=0
wird eine nichtarchimedische, diskrete Bewertung von K definiert. Da
h=fa|p@<]l acK} ist, so ist Iy der Bewertungsring von ¢ in
K, K ist also der Quotientenkorper von Ip und Ip ist ein Hauptidealring.
Nach Satz 6.2 ist op eine Iy-Maximalordnung.

Es sei \ ein reguldares Element aus o und A + a,\"' + ... + a,= 0
(a, € K) sei das Minimalpolynom von \; es ist «,=+0. Da X als ein

op-Element ganz bezuglich Ip ist, so ist a,€Ip (i=1,...,t) fiir jedes p.
Wegen NnIp= /"y (K N\op)=K N\o=1 ist a;el. Setzt man =
MU+ a N2+ oo+ a;, SO ist peo,ap=—a,€I. Daes fiir jedes

K-Element « 1 0 ein reguldres Element ) € o mit @) € o gibt und da fiir
)\ ein g €0 mit vy = B el existiert, so ist ry#: aBeo und EIx;, also v ¢
I, « =v/B3. Damnach ist X der Quotientenkorper von I.

Es geniigt zu beweisen, dass die I-Ideale in K eine Gruppe bilden.
a sei ein beliebiges I-Ideal. Setzt man b= (@0)?, so ist @b = (a0o)
(@av)'=0. Es gilt also
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a‘lb1+"‘+arbr=1’ aiéa, btéb

Bedeutet p ein Primideal von o, so ist op == @ boy = ayp by (ap= a Ip) und,
da @ a,'=1p ist, ist by=ayp'~0,. op hat eine Minimalbasis «, ..., u,
bezuglicn Iy. aiso A

op=Ipu + ...+ Ipu, bp=ap’'u + ...+ ap'u,.

Bildet man eine reguldre Darstellung von S mit «, ..., u, als Basis, so
sind die Koeflizienten der zu b, entsprechenden Matrix B, Elemente aus
ay™, Es ist also

N(@ b +...+2,b,)=Det. (B, +... +a,B,)

=391 e g x;“ ) (v, oo+, =m), ¥y ... €Qp7"

wobei 2,...,2, r Unbestimmte bedeuten. Da die K-Elemente v., ...,
von der Wahl der K-Basis unabhingig durch b, ..., b, eindeutig bestimmt
sind, so ist v,, .., € @,™" fiir jedes p, also 7,;...,,€ \vay"=c. Wenmn
man &,,...,, durch «,, ..., a, ersetzt, so ist

1=>_}7v,...‘,ra;”...a‘rr cca’,

I ca"TN\vapy™"ay"=Nnlp=1,

Es ist also ca”=ca”'.a=1, d.h. @ ist umkehrbar. Die I-Ideale in
K bilden also eine Gruppe.

Aus Satz 6. 3. erhdlt man sofort :

SATZ 6.4. S sei eine einfa,che Algebra mit dem Zentrum K und in
S sei ein Gruppoid G mit den folgenden Eigenschaften definiert :

1. Die FElemente von G sind regulire Elemente enthaltende Teil-
moduln von S. Sind a,b aus G komposierbar, so stimmt das Produkt
ab in G mit dem ublichen Modulprodukt itberein.

2. Jede Einheit o von G ist eine Ordnung von S.

3. Ist o eine Einheit von G, so ist jedes in v enthaltene o-Links-
ideal ein Element von G mit der Linkseinheit o.

Dann ist der Durchschnitt I =K N\ o fur jede Einheit von G der
gleiche. K ist der Quotientenkirper von I und es gilt in K die gewihn-
liche Arithmetik mit I als die Hauptordnung. Die Gesamtheit der Ein-
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heiten von G ist die Menge aller I-Maximalordnungen und G ist das
Gruppoid aller normalen Ideale.

(Eingegangen 3. Februar, 1949;






