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1. Enoncé du théoréme

L'objectif de ce travail est @dtendre au caségéral deséquations de type prin-
cipal verifiant la condition (P), le &sultat de [6] sur Bquation de Cauchy-Riemann
degererée.

On va doncénoncer un é&sultat de propagation des singukesitGevrey sous la
condition (P). On s'irtresse gecifiquementa la propagation des singuldst le long
des bicaradristiques unidimensionnelles, qui répente le cas le plus difficile et celui
en particulier @ les partitions de Beals-Feffermann [1] sont requises.

Il'y a donc des microlocalisations suivant les trois typespdeprietes satisaites
par la partie imaginaire du symbole. Chacune de ces zoneseregne analyse et des
conditions sur les classes de Gevrey é&figntes. Ceci va faire que l'on n’a pas, con-
trairementa [6] des conditions optimales sur les indices de Gevrey.

On piesente notreésultat sous une formeaicon a @&ja reduit le symbolea l'aide
du theoeme de peparation de Malgrangea p =7 +i(f(t, x, &) +r(t, x,£)) ou f est
homogne de dedgr 1 et \erifie la condition (P) tandis que est un terme d'ordre
inférieur.

Nous peéferons ici unénon& semi-classique qui est plus commode et essentielle-
ment équivalent.

Soit

D
(1.1) P =D, +iF (t,x, f)

un operateur pseudo-défentiel @1 F = (£ (t, X))**, (t, X) € R?"*! est le quanti&é de
Weyl avec grand paradtre A du symbolef (X, A ) =A fo(t, X) + r(t, X, A), voir
(2.1). fo(z, X) est donc le symbole principal d& r,t, ) est un terme d'ordre O.
On suppose qug (X ) est de degt enA , que son symbole princip@(z, X)
est el et \erifie la condition (P)a savoir que pour touk < R?, la fonction
t — fo(t, X) ne change pas de signe.
On suppose qug (X ) est dégularié G*'.
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Soit u(, x, A) une famille borge de distribution deS’(R"), ets > 1, on note
son front d’onde oscillant Gevrey- paPF; u ( ) voir [6] (i.e. l'alogue avec grand
parangtre du front d’onde Gevrey- ). On suppose gue> 2 ets > s/ + 2.

On consigre une bicaraétistique uni-dimensionnelle d& ¢:€ [-T,T] — ~(t)
sur laquelle fp s'annulea l'ordre 3 et @ r s'annulea l'ordre 1 voir [4] page 150.

Théoreme 1. On suppose que les conditionsépedentes sont satisfaites et que
~@OI) N OF;(u) =0 et quey(I) N OF,(Pu) =10, alors v(I) N O F,(u) = 0.

Ce tleoeme est donc I'exacte extension au ca&ségal de la condition (P) de
notre esultat [6] sur lequation de Cauchy-Riemanregeréree. On paye le prix de
cette extension par des conditions sur s'etres cesageables. Dans I'idal on devrait
seulement avoir comme dans [6] s=> 2.

2. Les partitions de Beals-Fefferman

Dans ce travail on va utiliser la quantification de Weyl avecgrand parargtre
A >1,sifeSR"xR") on note

@D (W= (5 ) [ (S5 uvare

Si 6 > 0, on noteTyu(x) = u(0~Yx) et fo(X) =f(0~Y2X)

2.2
@2 ona Tyf" T, 1= fr

Soit T =|dX|? et X — gx un champ de r@riques riemaniennes, on nafem,(g )
la classe des fonctiong  qui satisfont aux estimations

(2.3) Vvj eN3C; >0 tels que
D7 f(X)(t1. ... 1)) < Cim(X)gx(t)/? - gx ()2

pour un poidsm o-temgere pour la netrique gx . Soits’ > 1 on noteEi{(m, r)
'espace des fonctiong d&m(g ) pour lesquelles

(2.4) 3C >0 tels quevj € N
D7 F(X)(tr, - 1) < CAT 1 m(X)gx(t)? - gx (1) M2,
Enfin on notex* (m, g) = Ua=oZ5 (m, g).

Dans la suite de ce travail on supposera ¢que D,=iF + satisfaitrditton (P),
que fo € G% (R?) et quer {, X, A )e =% (1, T).
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On note f (, X ) =A fo(t, X) +r(t, X) le symbole deF , on introduit la fonction
(2.5) AM(X) = max <AP°, SUpA | fot, X)|, SUPA |V folt, X)|2>
t t
pour un nombre & pp < 1.

Lemme 1. Si gx = (A/MX))|dX|?, gx est o temmerée et fo(t,X) €
S(A~IN(X), gx) avec des constantes uniformes gn

Preuve. Voir [4] page 151. Ul

La meétrique gx esta variation lente et conform@& I' donc o temperee. On
pourra utiliser le calcul de Weyl d'étmander pour ces classes ddoateurs pseudo-
différentiels.

En particulier il existe une famille de poinise N tels que lesB X, 1/4) (gx,
boules centres enX, de rayon ¥4) recouvrentR? et ne se rencontrent qu’en un
nombre borg a la fois. Les ¢2),cn, v, € S(1, gx,), Suppe, € B, (1/4) forment une
partition de l'unié.

Si en Xo MXg) = AP on dit que Xo est un point de type 1). SA(Xg) =
A'sup fo(t, Xo) on dit que X, est de type Il); si A(Xo) = sup —A fo(r, Xo) Xo est
de type II)_; enfin si A\(Xo) = sup A|V fo(t, Xo)|%, Xo est un point de type IlI). Suiv-
ant [4] on a

Lemme 2. (i) Si X, est de typd) dans B(Xo, 1/4)
LA el
(2.6)  |AX(X0) 'D” fo(t, X)| < CAl*lar® <—) . A(Xo) = A%,
A(Xo)

(i) Si Xo est de typdl). respll) _ dans B(Xo, 1/4) fo(t, X) > 0 resp fo(r, X) < 0.
(iii) Si Xo est de typdll), il existe dansB(Xo, 1/4) des fonctionsu(s, X) > 0, b(X)
telles quefo(z, X) = a(t, X, A)b(X, A) et

, AN\ lel2
|Db(X)| < CAIY ot A™IN(X0) <> ,

2.7) A(Xo)

ol (A N2
D%a(r, X)| < cAllar | =~ :
[p%a(s, Xl (A(Xo)>

De plus |p'(Xo)| = (\(Xo)A~H)Y/2.

3. Conjugaison microlocale par des oprateurs a poids

Il est necessaire de revenir sur la Section 3 de [6], car nos foretd®m poids
seront maintenant iegulieres et ne vivront que dans des boukgl) = B(X,, 1).
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On va voir qu'on peut adapterés simplement ici le #oeme de 4 de [6].

On consi@re une fonction de phasgr, & e)zi,'(l, gx) et un symbolez 1( X ¥
Ej{(m,gx) supporé par B,(1). On dit queF est unA -OIF Gevrey’ de phasef et
de symbolea s'il crit :

(3.1)

Fu)= () [emfin (w-neving (1 52.6)) fa (52 €) b avae

avecy = pigA~ Y5 ol g est un petit paragtre. Si on inkgre la phasgf  au symbole
a, F n'est rien d’autre qu'unA -OPD de symbole de Weyl

(3.2) alx, &) = al(x, g)e—uof\l/"f(x.f)‘

On écrit un pointX € B(X,,1) sous la formex =X, + (\,/A)Y2X, X € B(0, 1).
ChangerX enX revienta faire une transformation canonique affineaethanger la
A-quantification en lax-quantification, utilisant (2.2) aveg™! = AA~L. Donc

A\ . Neo
(33) Tg}-Teflu(x) = <Z> /ezk(x—.\)ﬁae (%’ g) M(y) dydf
(3.4) Go(x, €) = ag(x, e N o9

avec oA Ys = pbAYS' . Gg(x, €) € T (m, T), Folx,€) € T5(1,T). Donc TpFT, * est
un A\-OIF Gevreys’ de symboledy(x, &) et de phasefy(x, €). po doit rester petit ce
qui imposeX > A5 ie pg > s /s.

On construit une paragtrixe de F sous la forme
(3.5)

Gu(x) = (%) /exp{iA (6= e —inf (1526)) 1o (32 €) ut)dvae.

On utilise le Tkeoeme 4 de [6] et on a

Théoréme 2. Soit f € Ef'(ll, gx), a(X) € (L, gx), suppu C B(Xo, 1), a =1
dans B(Xo, 1/2), il existe b € ¢ (1, gx) telle que
FG=w+R, we (1 g) supp C B(Xo, 1),
R € O(exp(-CA\Y*")) dansS(R?).
GF =wi+ Ry, we ¥ (L g) suppoy C B(Xo, 1),
Ri € O(exp(-CAY*")) dansS(R?).

(3.6)
(3.7)

Sipe () gx) ety = A==

(3.8) GPF = (p+ip{p, f}+ 3 (W/*+1,8)" +r+p,
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r e ¥¥(1,T) est suppoke hors de{w = 1}, p € O(exp(~CAY*")) dans S(R?")).

Preuve. On utilise simplement les changementlaglle @&crits plus haut et le
théoeme 4 de [6]. ]

4. L'étude pour des points de type I)

On suppose qué&, est un point deV de type I) et qug, = B(X,,1/4) ety, €
5'(1, g) sont @finis dans la Section 2. Orésigne pary, € =*' (1, g) des fonctions
supporées dansB,(1/4) et=1 sur le support de,; on poseF, = f¥s = (fi, )",

Soit Qr ={(t, x), |t| < T, x € w}. Commef, € S(}\, g) et vérifie la condition (P),
on a une ikgalie

4.1) |u| < 16T|(D, +iF,)u| pouru € C3°(Q27).

En effet, F, = (,)"” avec f,(X) = f,(A~Y2X) € S(\, \~1dX|?), on utilise alors la
Proposition 26.10.3, page 152 de [4].

On prend dans cette zone la fonction de paid¥ ( ¥ = J|X|?, de sorte que
5(0) > 0 et ques < O pres dedw. On note 7, G,, et P1, = (D, +if1,)"* =
G,(D,+iF,)F,, ou F, et G, sont donis par le TRoeme 2.

Utilisant (3.8) on voit quefi, = f, +iu{f,,s} + (1, g) si s’ > 2. Comme
s € ST, p{fo.s} € SOu(A/NY?, g). Or Au(A/ N2 = AY2AYs=12 jci \ =
AP, soit pg — 1+ 2/s < 0 ce qui avecpy > s’'/s entrdne s > s’ + 2. Donc avec cette
condition f1, = f, + 23/(1, g), donc siT est petit

4.2) |u| < 32T|(D; +iF1,)u| pouru € C5°(R2r).

On applique l'iregalie (4.2)a v =, G, xow avec @ xo € C5°(RQ) (les fonctions sont
quantifées avec laA -Weyl quantification sauf indication contraire)
(D, +iFL)w=G,(D; +iF, +r,)F,w ol r,F,w € Oexp(-CA*")) dansS(R").
If faut donc étudier

(4.3) Pio9.Guxo =@ PLuGuxot [Py, vu]Guxo+ ©uGuXxoP+
Qougu[P, XO] + (pl/gu(P - PV)XO‘

Le troiskme terme du second membre de (4.3) esO(exp(—cA ~/%)) dansS(R", [?)
car OF, (Pu)\Qy = (. C'est aussi le cas du dernier terme garvaut 1 sur le support
de ¢,.

(4.4) ‘[Pl.uv ‘PV]gVXOM|2 < C|gl/X0u|2

car ATYP,, 0} € (1, g); ce qui est sans danger car il y a dev@nt  qui est petit.
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C’est le quat@me terme qu’il fautudier,

(45) (Pugu[Pv XO]”

est un O(exp(—cuoA*)) dansS(R") car sur le support d@yo Soit on est pes de
Ow et alorss ¢ )< 0, soit on est grs de+T et alors on est encora decroissance
exp(-cA~Y*) car on a choisitv assez petit pour QU&(ET, x); x € w} N O F(u) = (.

Par ailleurs on peut supposer queg, = ¢, Go car tous legj, sont assoés dans
cette zonea la néme fonction de poids.

Comme
(4.6) L < S gl < CluP
' Clu)? — T
vEN
On a
4.7) Z |30VQOXOM\2 <CT Z |QOXOM\2 +C eXp(fcqul/S).
VEN, VEN,
Et donc

(4.8) |Goxoul> < > |ovGoxoul* + C expl-cpoA™”)
vEN;

< C||Goll? Z |Cul? + C exp(=cpoA?).
vEN;

Avec ¢, € C§°(B,(1/4)). Estimer

(4.9) > lGul?

vEN

sera I'objet des sections suivantes.

5. L étude des points de type II)

Soit X, un point de type I), ¢,, ¥, f, sont dfinis comme dans la section
preéctdente; cette foig, > 0.
Linégali€ d'énergie peut dans ce casre angliorée. Et on a

(5.1) u|? + (fou, u) < Cr|Pul® pouru € C3°(] — T, T[xR").
On peut en effet supposer que = f, > 0 en changeant les termes d’ordreéinéur.

L'estimation ponérée est I'estimationL? pour P., = G,P,F,, ol on a pris
comme fonction de poids des fonctiongX) € Gg’(Bu(l/Z)).
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On construit des fonctions, et ¢, dans Gg’(B,,(l/S)) telles que supp, C
{¢, = 1}, b, = 1 sur B,(1/4)) ets, > /3 sur supp,, s, < 2¢/3 sur supp,,
ets, > 1+¢/3 sur supplo,.

Pour obtenira partir de (5.1) une estimatioh? pour Py, in faut absorber
w2l{f,, s, }ul?> dans le membre de gauche de (5/4).f,,s,} € S(uA, g).

Si f € S(m, gg) > 0 avecgy = [dX|?/0, alors | f;| < Cm*20~1/2 f1/2,

On applique cette remarqué f, avecd = A/A etm = X; donc |(f,)yx] <

CAl/Zfl}/zl

On en dduit que
(5.2) P for s} < CuAN=H2 312,

Soit a = pf f,, su} € S(uA, g); a*ar = a? + S((uA)?A~2, g). Donc
(5.3) Jaul? < CAYPNH((Fou, u) + [ul?).

On a donc besoin de la conditicmz/s/A < 1, soitpp > 2/s qui est ass@e puisque
po>s'/s et ques’ > 2.
On a donc prou& que

(5.4) |u| < Cr|Pyryul si suppu C] — T, T[xR".
Ceci se traduit par
(5.5) |p,Gou| < C|Pryd,Goul

Pl,lld)l/gv = d)ugl/PV + [Pl,u’ (ybv]gu
Commes, > 1+¢/3 sur le support de/¢,,

(5.6) > I[P, @1G,uf? < Cexp(— (1+ %) oA ) Juf?

VEN[[

On déduit de (5.4) et (5.6) que

(5.7) > 16uGul < Coxp(— (1+5) moa®).

VEN

PUuis ||, F, || < C exp(Z/3uoAY*). Ce qui donne en utilisant (5.7)

(5.8) > Guf? < Cexp(— (1-5) moa®).

VEN
6. Le cas des points de type llI)

On consi@ére un pointX, de type lll) et une bouleB, (1) dans laquellegy se
factorise eng , X ) =h,(t, X)g,(X) h,(t,X) > 0 h, € S(1,g), g, € S(\ g) et
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8L (X,)] = (AA)Y2.

On fait une transformation canonique non ho®log et on se raéme au cas
f, = OA)Y2a,(r, X)&1 aveca,(r, X) > 0, a, € S(L, g).

Soit & = (AA)~Y2, on note )y = (|&1)? + 62)Y2. On introduit comme dans [7],
une netrique de deuxme microlocalisatiorgy = g + |d§1|2)\9_2. La métrique gy esto
temgeree sikg = A\, 1(AA) Y2 < 1 ie 6 > (AN)~? qui est ass@ par le choix de.

Soit Y €) € C®(R), Y(§) =1 pouré > 1 suppt C [1/2, ool.

Y(r&) + Y (7€) — 1= O A () ).

Lemme 3. Siu € L%(R) a son support dang|x;1| < ¢;} alors
(6.1) N A(D)Nu| < Clerr)?|ul

On va dans l'estimatior.? proceder comme dans [7] et utiliser les multiplicateurs
Q+=eMY(®1D,,/A) et Q_ =Y (—071D,,/A). On appliquera donc le Lemme 3
avect = A6 et c; = cd(\/A)Y2 soit 7y = ¢§. Ou ¢f est le rayon de IaB, boule dans
laquelle on travaille.

On a

6.2)  ImPQu, Qu)=((IMPy, Qu) = Im(P, QJu, Qu) +m(QPu, Qu)

le crochet P, Q] fait appaifre des @rivees deY qui sont estises a I'aide du
Lemme 3. Plus mciement £, = (AA)Y2a,(r, X)&1, or & € S(hg, go), Soit
£, € S(6~*Ng, g9). Donc

N/2
63)  fig=Fa v i +Y s (A-NAQW* (3) ,ge)

A
N>1

Le second terme du membre de droite de (6.3) a, appligdes fonctions suppés
par {|x1] < 01} une norme dand.? qui n'excdde pasCc9(\/A)Y2. Pour tout
u€ C&(1— T, T[xB,(cY))

(6.4) (M P)Quu, Quit) = (F, Qutt, Quut) > (fq2u, u) — Crellul?.
Puis
(6.5) IM([P, Q+]u, Q+u) = k|qsu|* + Re([F,, O+u, Qsut)

commeg, € S(1, o) et f, € SO g, go), [Fo, 0+] € S(hor; V071, go) et donc
pouru € C(] — T, T[x B,(c9))

(6.6) IRe([F,, O+]u, Qsu)| < Cr|agNul? < Credlul®.
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Comme |q.u|? +|g_u|? > |ul> — C9lul?, on a pour toutt € C5°(] — T, T[x B, (c2))
(6.7) lul? + (f(a? — a)u.u) < C|Pul|Qu| + Crefjul?,

Folt, X)(g2 — q2)(€) = 07 a, (1, X)Aa()(L — Cy Ay V(€)), on applique liregali
de Gardinga £, (t, X)(q2 — ¢®)(€) — 0 a,(t, X)\o(€) € S(mo, go) avecmy = 6=1),
moh% = A\, 2(AA) 1071\ < 1; ce qui fait donc
(6.8) (fy(qf —q¢2)u, u) > b7t ((av o)™ u, u) — Clul?.

On a donc
(6.9) Pouru € C°(1 — T, T[x B,(c))) |u|?+607((avXo)" u, u) < Cr|Pul?.

Soit 5, € Gg’(Bu(l)), on introduit comme dans les sectionsgadentes les
opérateurs?, etg,, puis P1, =G, PF, = D,+uds, /0t+iF1,. f1, = futip{fo, s, }+
(1, g) sis’ > 2.

Cette foiss, vérifie I'equation de Cauchy-Riemani@egtrérée :

Os s,

6.10 Y +ig, 12 =0.
(6.10) ar ' ox
Ceci fait que la diference entrePy, et P, se Bduita r, = wpd 1H, (s,)¢1;

Ty :§1u9*1Vau@su. Ou Vs, est une drivee des,. a, € S, g), & € SN, g9),
Va, € S(A/NY2 g), Vs, € S(A/NY2,g). Donc r2 = ¢,&(Va,)? avece, €
S(u2A2)\g, gp), tandis quer, € S(u0~1(A /N, go). OF |Va, (1, X)| < C(A/N)Y2ar/?
cara, > 0. On ar? < C107a,\g, avecCy = p20~Y(A/N)%? = p2A?%/\ < 1 si
po > 2/s ce qui est erifie carpy > s'/s avecs’ > 2. On applique l'iiegalie de
Gardinga r2 — C1a,0~1)\g, commehsf~1)\y < 1, on trouve que

(6.11) |R,u? < o()(Jul®+ 01 ((avNo) " u, u)).

Ceci signifie que 'estimation éhergie (6.9) sera aussi satisfaite far,.

Pour Esoudre kquation de Cauchy-Riemannegkrerée dans les espaces de
Gevrey on utilise le Teoeme 1 de [6]. Il se trouve que les solutions peuvent n’exister
gue dans des domaines plus petits que la b@ylgl), on raisonne alors comme dans
le Lemme 26.10.5, page 157 de [4] que I'on cite.

Lemme 4. On peut trouver un entie/ et pour tout € Ny, des fonctions
u.j» Gv.; daNSGy (B,(1/3)), s, € G (B,(1/2)) telle que pourlt| < T avec T petit
0 {¢v.;} {0, ;} et les {sy,j}~sont dans un bom de S(1, g).

(i) ¢u.;=1sursuppp, ;, >, ¢ =1 dansB,(1/4),
(iii) Os, /0t +ia,0~10s,/0x1 = 0 sur supps, ;,
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(iv) Res, ; > ¢/3 sur suppg,. ;, Res, ; < 2¢/3 sur suppgzw-, Res, ; > 1+¢/3 sur
suppd o, ;-

On construit ensuite des émteurs?, ;, G, ; et P, ; =G, ;PF, ;.
(612) |¢V,jgl/.ju‘2 < C(|[Pl/,j’ ¢V.j]gl/,ju|2 + |¢V,jgu,ijM|2>’

comme Re,,; > 1+¢c/3 sur supplo,,; [Py, ¢v, ;19 < Cexp(1+e/3)Ap).
CommE(ij lljd)l/ jgy] = ¢yj car F,, ngj =Wy, j et Supple,/ - {OJ,,I = l}
résulte aussi dei{ ) qu|$¢>,,,, Fu.ill < Cexp(Z/3Ap). On en @duit que :

613 150 < exp( 5 an ) (exp(~ (1+5) M) 10,6, Pul?)

sommant enj on trouve que & € G (B, (1/4))

(6.14) Z Cul? < exp( ,u) (exp(— (1+%) AM) +exp(_CA1/s))

VEN[

On choisit la fonctions de la Section 4 (c’'eatdire aux points de type 1)) assez pe-
tite par rapporta £ de fagona controller||Go|. Les iregaliés (4.8) et (5.8) et (6.14)
permettent de conclure qugou| esta decroissance exponentielle.

On a utili¢ les conditions suivantes sgg, s’ ets: po > s'/s, po < 1—2/s; ie
s >s'+2 ets’ > 2. Ce qui achve la preuve.
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