
ESPACES HOMOGENES DE STEΪN DES

GROUPES DE LIE COMPLEXES

YOZO MATSUSHIMA

Introduction

A. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit K un sous-groupe

compact maximal de G. Soient β et ϊ les algebres de Lie de G et K respective-

merit. ! est une sous-algebre reelle de Γalgebre complexe β. Soit t = ! + i β ϊ

U'2 = -1) . Alors ϊ est une sous-algebre complexe de 9. Soit K le sous-groupe

de Lie complexe et connexe de G correspondant a ϊ. Dans cet article nous

demontrerons d'abord le theoreme suivant qui est un analogue analytique du

theoreme de Cartan-Malcev-Iwasawa (cf, [8]).

THEOREME 1. La variete d'tin groupe de Lie complexe et connexe G est

holoinorphiquement homόomorphe a la variέίέ Cι x K, Cι designant Vespace

numέrique complexe de dimension complexe L

Un groupε de Lie complexe G sera dit un groupe de Stein, si la variete de

G est une variete de Stein. Dans le memoire [10] nous avons donne une con-

dition algebrique pour qu'un groupe de Lie complexe et connexe soit un groupe

de Stein. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit K un sous-

groupe compact maximal de G. G est de Stein si et seulement si f ΓW ϊ = (0),

! designant la sous-algebre reelle de Γalgebre de Lie complexe de G corre-

spondant a K (voir [10], Theoreme 1). Alors le sous-groupe K de G defini ci-

dessus est le complexifie de K. (Nous dirons qu'un groupe de Lie complexe et

connexe H est le complexifie d'un sous-groupe compact maximal L de H> si Γon

a I) = 1 -t- f i, ί Π iβ ί = (0), ί) et ί designant les algebres de Lie de H et L re-

spectivement.) D'apres des resultats dε Chevalley, la variete d'un groupe de

Lie complexe et connexe qui est, le complexifie d'un sous-groupe compact maxi-

mal est une variete algebrique affine complexe (voir [2], Chapitre Vϊ et Γap-

pendice de cet article), ϊl resulte de la et du theoreme 1 le theoreme suivant.
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THEOREME 2. La υariέtέ d'un groupe de Stein connexe est tine variέtέ algέ-

brique affine complexe.

Remarque. Par le raisonnement ci-dessus, on retrouve que si ϊ Π r ϊ = ( 0 ) ,

la variete de G est une variete algebrique affine complexe et done une variete

de Stein. C'est une partie du theoreme 1 de [10] (cf, la remarque 2 a la fin

de cet article).

B. Dans le memoire [10] nous avons demontre le theoreme suivant: Soit

P(By G) un espace fibre principal holomorphe dont la variete P est une variete

de Stein et dont le groupe structural G est connexe et le complexifie d'un sous-

groupe compact maximal de G. Alors la base B est aussi une variete de Stein

(voir [10], Theoreme 5).

Nous obtenons immediatement de ce theoreme le resultat suivant: Soit G

un groupe de Stein et soit H un sous-groupe fermέ, complexe et connexe de G.

Si H est le complexifie d'un sous-groupe compact maximal de H, ΐespace quotient

G/H est une variέtέ de Stein.

Dans cet article nous demontrerons que, si G est semi-simple, la reciproque

est aussi vraie. Nous demontrerons, en effet, le theoreme suivant.

THEOREME 3. Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple connexe et soit

H un sous-groupe fermέ, complexe et connexe de G. Si Vespace quotient G/H

est une variέtέ de Stein, H est le complexifie d'un sous-groupe compact maximal

de H.

D'autre part, Iwahori et Sugiura ont demontre recemment le theoreme

suivant en generalisant les raisonnements de Chevalley dans le chapitre VI de

[2]: Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple connexe et soit H un

sous-groupe ferme, complexe et connexe de G. Si H est le complexifie d'un

sous-groupe compact maximal de H, Γespace quotient G/H est une variete

algebrique affine complexe (voir [7]).

Nous obtenons de ce theoreme dΊwahori-Sugiura et du theoreme 3 le

corollaire suivant.

COROLLAIRE. Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple connexe et soit

H un sous-groupe ferme, complexe et connexe de G. Si Γespace quotient G/H

est une variέtέ de Stein, cest une variέtέ algέbrique affine complexe.



ESPACES HOMOGENES DE STEIN 207

Λ. Structure analytique des varietes des

groupes de Lie complexes

1. Pour demontrer le theoreme 1, montrons d'abord que K est ferme dans

G. Le lemme suivant est dίΐ a Goto [4].

LEMME 1. Soit G un groupe de Lie connexe et soit H un sous-groupe de

Lie connexe de G. Si H nest pas fermέ dans G, il existe un sous-groupe a un

parametre L de H tel que la fermeture L de L ne soit pas contenue dans H.

De plus, H est un sous-groupe invariant de 77, // dέsignant la fermeture de H.

LEMME 2. Soit G un groupe de Lie connexe et soit K un sous-groupe com-

pact maximal de G. Soit H un sous-groupe de Lie connexe de G conίenant K.

Alors H est fermέ dans G.

Soit H la fermeture de H. Supposons Ή # H. II existe alors un sous-

groupe a un parametre L de H tel que la fermeture Z de L ne soit pas con-

tenue dans H (Lemme 1). Z est un sous-groupe ferme connexe abelien de II

de dimension > 1. L etant partout dense dans Z, Z doit etre compact. K etant

un sous-groupe compact maxima] de //, il existe un element % de // tel que

LCxKx'1 (cf. [8]). Alors Z C xKx"1 C xHx~\ H etant invariant dans H

d'apres le lemme 1, on a xHx~ι = H et par suite Σ C H. Cette contradiction

montre que H = H et par suite H est ferme dans G.

Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit K un sous-groupe

compact maximal de G. Soit K le sous-groupe de Lie complexe et connexe de

G correspondant a la sous-algebre complexe T = ϊ + i ϊ de Γalgebre de Lie

complexe G de G, f designant la sous-algebre reelle de 0 correspondant a K.

LEMME 3. Le groupe K est ferme dans G et Vespace quotient G/K est

simplement connexe.

K est ferme d'apres le lemme 2. On sait que Γespace quotient GlK est

homeomorphe a un espace euclidien [8]. GlK est un espace fibre de base G/K

et de fibre K/K. La fibre K/K etant connexe, la base G/K est simplement

connexe.

LEMME 4. Les notations έtant comme ci-dessus, la υariete complexe G/K

est isomorphe a la variέtέ complexe Cι ( / ^ 0 ) .

Nous demontrons le lemme 4 par recurrence sur la dimension complexe
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de G. Si la dimension complexe de G est egale a 1, le lemme 4 est triviale-

ment verifie. Supposons done que le lemme 4 soit demontre pour les groupes

de Lie complexes et connexes de dimension complexe plus petite que n. Soit

G un groupe de Lie complexe et connexe de dimension complexe n. Si G est

semi-simple, on a G = K et il ne reste plus a demontrer. Nous supposons done

que G ne soit pas semi-simple. Supposons d'abord que G soit abelien. D'apres

le lemme 3, le groupe quotient GlK est simplement connexe. II en resulte

immediatement que GlK est isomorphe a Cι. Nous supposons done que G ne

soit pas abelien. Soit 0 Γalgebre de Lie de G. Soit α un ideal reel abelien

maximal de 0. Alors α est un ideal complexe. En effet, soit a-a i-i o. Alors

α est un ideal abelien de 0 contenant o. cr etant un ideal abelien maximal de

0, on a a = a, ce qui montre que α est un ideal complexe. Soit A le sous-groupe

de Lie complexe et connexe de G correspondant a α. Alors A est ferme dans

G. En effet, soit A la fermeture de A. Alors A est un sous-groupe invariant,

abelien, connexe et ferme de G. Alors la sous-algebre α de 0 correspondant a

A est un ideal reel abelien de 0 contenant α. Par suite on a α = α, ce qui

entraϊne A = A. A est done ferme. Puisque G n'est pas semi-simple, la di-

mension de A est positive et puisque G n'est pas abelien, A est different de G.

Soit G'~GlA et soit TΓ la projection canonique de G sur G'. Alors Γimage

,τ(/Π de K est un sous-groupe compact maximal de G' [8]. Soit 0; Γalgebre de

Lie de G7 et soit π' la projection canonique de 0 sur 0;. Alors 7r'(!) est Γalgebre

de π(K). On voit alors que Γalgebre de π(K) est egale a rJ{t)+i * 7r'(ϊ). La

dimension complexe de G' etant plus petite que n, d'apres Γhypothese de re-

currence, G'/π(K) est isomorphe a Cs. L'image inverse de π(K) dans G etant

Λ/Γ, le sous-groupe AK est ferme dans G et la variete G'/πiK) est isomorphe

a la variete GI AK. Par suite, la variete GI AK est isomorphe a C5. D'autre

part, G//? est un espace fibre holomorphe de base GI AK et de fibre AKlK.

La base GlAK etant isomorphe a Cs, il resulte d'un theoreme de Cartan-Grauert

(voir [5] et [61) que cette ίibration est holomorphiquement triviale. Par con-

sequent, G/K est isomorphe a Cs x (AK/K). Supposons d'abord que G * AK*

II resulte alors de Γhypothese de recurrence que AK/K est isomorphe a C*.

Alors GlK est isomorphe a Cs¥t. Supposons maintenant que G~AK. Alors

A opere holomorphiquement et transit!vement sur GlK et le groupe d'isotropie

est egal a A Π K, Par suite, la variete GlK est isomorphe a la variete du
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groupe abelien complexe et connexe A/AΓ\K. D'apres le lemme 3, G/K est

simplement connexe et par suite A/AίΛK Γest aussi. AIA Π K etant un groupe

de Lie complexe abelien, il en resulte immediatement que A/AfΛK est iso-

morphe a Cι. Par consequent, la variete G/K est isomorphe a Cι et le lemme

4 est etabli.

Dέmonstration du thέorέme 1. G est un espace fibre principal holomorphe

de base G/K et de groupe structural K. La base GlK etant isomorphe a C'

(Lemme 4), cette fibration est holomorphiquement triviale d'apres un theoreme

de Cartan-Grauert ([5] et [6]). Par suite, la variete de G est isomorphe au

produit Cι x K Le theoreme 1 est ainsi demontre.

Le theoreme 2 resulte du theoreme 1 et de la proposition dans Γappendice

de cet article, comme nous Γavons indique dans Γintroduction.

2. Concernant la structure du groupe K nous demontrons ici la proposition

suivante. Nous utiliserons les notations introduites au paragraphe 1.

PROPOSITION. // existe des sous-groupes de Lie complexes, connexes, ferrnέs

et invariants S et Z de K satisfaisant aux conditions suivantes:

1) K=z§ 2 et S C\Z est un groupe fini;

2) S est semi-simple

3) Z est le centre connexe de K et isomorphe a un groupe quotient de C + m

par un sous-groupe fermέ isomorphe a C\ C*m dέsignant le produit des m

groupes isomorphes au groupe multiplicatif C* des nombres complexes =*FO>*

4) on a I Π i β ! = (0), si et seulement si Z ^ C*m.

! etant Γalgebre de Lie du groupe compact Ky t se decompose ϊ = 3 -H

(somme directe), ou 8 est le centre de f et § = [f, ϊ ] est Γideal semi-simple de

f. Soient % = § + i § et ί - t> -f i L On voit facilement que f est un ideal semi-

simple de f et 7 est dans le centre de ϊ. On a f Π ϊ = ( 0 ) , car § Π T est dans

le centre de 5 et car f est semi-simple. Alors ϊ = S -f T (somme directe) et I est

le centre de ϊ. On va montrer que f Π i * f = t Π i L Soit φ la representation

adjointe de T et soit n la dimension complexe de ?. Alors φ(ϊ)CQl(n, C),

9ί(w, C) designant Γalgebre de Lie des matrices de degre n a coefficients com-

plexes. K etant compact, on peut supposer que ψ(l) C U ( Λ ) , ΪI(H) designant

Γalgebre de Lie du groupe unitaire £/(w). Alors <f(ί Γ\ i t) Cu{n) Γ\ i ι\(n).

On voit facilement que win) Π ι u(w) = (0). Alors cr(ϊ Π ί ϊ) = 0, ce qui
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entraine que ϊ Π i ϊ C Ϊ . Alors ϊΠf f = ( ϊ Π ϊ ) Π i ( tΠ?) . Soit X^tΓλϊ

et soit X=Y+Z, Ye§, Zε3. Puisque XeT, X s'ecrit Z = Zi + f X2, -XΊ,

I 2 G i Alors y = ( X i - Z ) + / Z 2 e f Π ϊ . Puisque § Π Ϊ = (0), on a 7 = 0 et

par suite l ε l On a done ϊ Π ? = 3 et par suite f Π / f = I Γ\ i 3. II en resulte

que § Π * δ = (0). Soient S et Z les sous-groupes de Lie connexes de K corre-

spondant aux ideaux $ et ? de ΐ respectivement. Puisque T = ? -f- ϊ, on a i?

= S Z. Le groupe § Π Z etant dans le centre de 3 et le centre d'un groupe

complexe semi-simple connexe etant fini, 3 ΠZ est un groupe fini. On va

montrer que 5 et Z sont fermes dans K. Pour cela, soit K— S x Z et soit a

Γhomomorphisme de K sur K defini par a(x, y) = x y(x& S, jyeZ). SΠZ

etant fini, le noyau de # est fini. II en resulte que Πmage par a d'un sous-

ensemble ferme de K est fermee dans K. En particulier, S et Z sont fermes

dans K. Soit Z le sous-groupe de Lie connexe de Z correspondant a 3. Alors

Z est le sous-groupe compact maximal de Z, car 3 = ϊ Π ?. Soit m la dimension

reelle de a et soit s la dimension complexe de ϊ Π / ϊ = 3 ΓW 3. Nous allons

montrer que Z est isomorphe a un groupe quotient de C*m par un sous-groupe

ferme isomorphe a Cs. Soit t la dimension complexe de Z et soit Z=A/D, A

designant un espace vectoriel complexe de dimension complexe t et D designant

un sous-groupe discret de A. On voit facilement que t = m-s. La dimension

reelle du groupe compact maximal Z de Z etant egale & m, D est un groupe

abelien libre a m generateurs libres. Soient di, . . . , dm des generateurs libres

de D. PΛors du . . . , dm sont lineairement independants sur les nombres reels.

Soit B le sous-espace vectoriel reel de A engendre par du . . . , dm. Alors

D C B et Γimage de B dans Z est egale a Z. Puisque ? = 3-M' 3, on a A-B

+ i B. Soit Z?c la complexification de Γespace vectoriel reel J9. Alors Bc est

un espace vectoriel complexe de dimension complexe m et on peut identifier B

avec un sous-espace vectoriel reel de Bc. Alors di, . . . , dm constitue une base

complexe de Bc et D est un sous-groupe discret de Bc. Puisque A^B + i B,

il existe Γapplication lineaire complexe canonique 6 de Bc sur A telle que θ(x)

= x pour tout χ(= B. Alors β induit Γhomomorphisme -η de Z = BVZ} sur

Z = Λ/D. Le sous-groupe compact maximal L de Z etant B/D, L est applique

par Ί\ isomorphiquement sur Z. Soit N le noyau de -η et soit iVo la composante

connexe de Γelement neutre de N. Alors L ίλ N- (e). II en resulte que No

est simplement connexe et done isomorphe a Cι. Nous allons montrer que
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N^NQ. Soit φ Γhomomorphisme canonique de Z/iVo sur Z. LNo/No est le

sous-groupe compact maximal de L/NQ et ce groupe est applique par ψ iso-

morphiquement sur Z. N/No est un sous-groupe discret de Z/iVo et egal au

noyau de φ. N/No est fini, sinon la dimension du groupe compact maximal Z

de Z serait plus grande que celle de LN0/NQ. II en resulte que N/No C LNQ/NQ

et par suite N C LNo- Soit # e N et soit x = y z, y e L, z e JV0. Alors z""1 #

= y^NΠ L. Puisque NΓ\L= {e), o n a ^ g et par suite x = z<=No. On a

done demontre que JV = iV0 et N=Cι. La dimension complexe de Z/Λr (resp.

de Z) etant egale z. m-l (resp. m —s) et L/N = Z, on a /=s. 5 etant la

dimension complexe de ϊ Π i ϊ, on a ϊΓW ϊ=(0), si et seulement si L^Z.

On va montrer maintenant que Z = C*m. dι, . . . , dm etant une bavSe complexe

de £ c , tout element x de £ c s'ecrit x=zi dι+ + 2 M 4 («,-eC). Soit ^

Γhomomorphisme de J5C sur C*m defini par f (ΛΓ) = (exp2τrί zu . . . , exp 2τrί 2^).

Alors le noyau de ψ est egal a D. Par consequent, <ρ deίinit un isomorphisme

de Z =BC/D sur C*m. La proposition est ainsi demontree.

B. Espaces homogenes de Stein des groupes

de Lie complexes semi-simples

1, Soit V une variete complexe et soit Ap Γespace vectoriel complexe des

p-ίorτnes differentielles holomorphes sur V et soit Zp le sous-espace de A* des

i>-formes fermees. Soit Hp( V, A) = Zp/dAp'i (p = 0, 1, 2, . . . ).

LEMME 5. Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple connexe de di-

mension complexe n. Alors Hn(G, A)=*F(0).

Soit K un sous-groupe compact maximal de G. On sait que G est le

complexifie de K. Designons par La la translation a gauche de G par un ele-

ment a de G. Soit dg la. mesure de Haar sur le groupe compact K dont la

mesure totale est egale a 1. Pour toute p-ϊorme holomorphe ω sur G, soit

liω) = [ Lg ωdg.
J K

Alors I{ω) est une^-forme holomorphe et dΐ(ω) = I(dω) et Lg I(ω) = I(ω)

pour tout g&K. Nous allons montrer que L% β I(ω) - Iiω) pour tout a^G.

On peut choisir un voisinage ouvert U de Γelement neutre ^ de G satisfaisant

aux conditions suivantes: II existe un systeme de coordonnees locales (zu
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. . . , zn) de G dans U tel que le sous-ensemble des points x de U ayant les

coordonnees zAx) (/= 1, 2, . . . , n) toutes reelles soit egal a U Π K. Soit V

un voisinage ouvert de e tel que F 2 C £/. Soit /(ω) = y. Si a, z& V, La y

s'ecrit

££ y = Σ 5?ιr..fP(β, 2)<fex A Λ έfe/p,

oύ yix- -ip(a, z) sont des fonctions holomorphes sur F x V. Fixons le point z e F

Si «E FΠϋί, on a Lt y — y et par suite yiv ip(a> 2) =tyv ι2,(e, 2) pour tout

α e FΠϋΓ. Les fonctions yiv ip(a, 2) etant des fonctions holomorphes d e a e F

et F Π ϋf etant Γensemble des points de F dont les coordonnees sont toutes

reelles, il resulte de ce que nous avons montre que yix--ip(a, z) - yi^- ipie, z)

pour tout a e F. Par consequent, on a La 7̂ = y dans V pour tout a e F. Les

^-formes Lj: ^ et y etant holomorphes, on a La ^ = ̂  dans G tout entier pour

tout a e F. D'autre part, G etant connexe, tout element α de G s'ecrit

a~aι° °ak avec #/ e F. Par suite, on a, L% y = y pour tout α^G.

Soit maintenant 1̂  Γespace vectoriel complexe des ^-formes holomorphes

sur G invariantes a gauche et soit K̂  le sous-espace de I* des />-formes fermees.

Soit

Hp{G9 I ) =

On a Ήn(G> I) = C, car Hn(G, I) est isomorphe a Γespace de cohomologie de

dimension w de Γalgebre de Lie de G (voir [9]). L'application identique j de

I* dans Ap induit un homomorphisme j * : HP{G, I) -* ^ ( G , A). L'homo-

morphisme y* est injectif. En effet, soit ω e K̂  et soit α> = ώy, ^ e A^"1. Alors

ω = /(ω) = /(rfj?) = rf/(^) et I(y) G ϊ^"1, ce qui montre que /* est injectif. Alors

j * .f/w(G, I) = C et i* Hn(G, I) C ^"(G, A) et par suite Hn(G, A) # (0).

LEMME 6. Soit V\ une vαriέtέ complexe isomorphe α Cι et soit F2 une

vαriέtέ complexe de dimension complexe m. On α αlors Hm+i( VΊ x F2, A) = (0).

Soit {Ut, i&I} un recouvrement ouvert de F2 tel que dans chaque UΊ, il

existe un systeme de coordonnees locales de F2. Soit θ une (ra-f 1)-forme

holomorphe sur VΊ x F2. Soit ^ une coordonnee globale de VΊi^C1). Soit

(21, . . . , zm) un systeme de coordonnees locales dans £7t . Alors θ s'ecrit dans

Vι x Ui sous la forme θ =/i(ιv, 21, . . . , zm)dw ί\ dzi f\ - - - Λdzm, oύ //ίzt>, 2)

est une fonction holomorphe dans Fi x Ui, Soit /̂(zt;, 2) = \ /, (C, 2)JC et soit
Jo

W =gi(tv, z)dzι Λ A J2m. Alors τ?, est une m-forme holomorphe deίinie dans
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VixUi ( z e / ) et on a drjί-6 dans VΊ x £/,-. On voit facilement que Ύji- ηj

dans VΛ X (ίT/Π £//) (/, j^I). II existe alors une ra-forme holomorphe T? sur

V\ x F 2 telle que η = 77/ dans VΊ x £Λ pour tout * e /. Alors 0 = cfy, ce qui montre

que Hm+ι{VχX V2, A) = (0).

LEMME 7. Soit G un groiφe de Lie complexe semi-simple connexe et soit A

un sous-groupe fermέ complexe de G isomorphe a Cι (1}>1). Alors Vespace

quotient G/A nest pas une variέtέ de Stein,

Supposons que G/A soit une variete de Stein et nous en deduirons une

contradiction. G est un espace fibre principal holomorphe de base G/A et de

groupe structural A. Soit F le faisceau sur G/A des germes ^applications holo-

morphes de G/A dans A. A etant isomorphe a C\ le faisceau F est analytique

coherent. Puisque nous avons suppose que G/A soit de Stein, on a H1(G/At F)

= (0) d'apres le "Theoreme B" de H. Cartan [1], ce qui montre que tout

espace fibre principal holomorphe de base G/A et de groupe structural A est

holomorphiquement trivial. En particulier, la variete com plexe G est isomorphe

a la variete complexe A x (G/A), A etant isomorphe a C\ il resulte de la et

du lemme 6 que Hn(G, A) = (0), n etant la dimension complexe de G. D'autre

part, on a Hn(G, A)^(0) d'apres le lemme 5, Cette contradiction montre que

G/A n'est pas une variete de Stein.

2β LEMME 8. Soit G un groupe de Lie complexe et soit H un sous-groupe

fermέ, complexe et connexe de G. Soit R le radical de H. Alors pour que

Vespace quotient G/H soit une variέtέ de Stein, il faut et il suffit que Vespace

quotient G/R est une υariέtέ de Stein.

L'espace quotient G/R est un espace fibre principal holomorphe de base

G/H et de groupe structural H/R. Le groupe H/R etant semi-simple, H/R est

une variete de Stein (cf. [10]). Si G/H est une variete de Stein, G/R Test

aussi d'apres [10], Theoreme 4. Si G/R est une variete de Stein, G/H Test

aussi d'apres [10], Theoreme 5, car tout groupe complexe semi-simple connexe

est le complexifie d'un sous-groupe compact maximal. Le lemme 8 est ainsi

etabli.

LEMME 9. Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple connexe et soit R

un sous-groupe resoluble, ferme, complexe et connexe de G. Soit [i?} /?] le groupe

derive de R. Alors ίR, /?] est fermέ dans G et simplement connexe, De plus,
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le groupe quotient R/LR, Rl est un groupe de Stein.

On sait que G est isomorphe a un sous-groupe ferme complexe de GL(n, C)

pour certain n (cf. [10], Proposition 1 et Γappendice de cet article). On peut

done supposer que R soίt un sous-groupe resoluble, ferme, complexe et connexe

de GLin, C). Soit Jin, C) le sous-groupe de GLin, C) des matrices de la forme

Oil

a2 0

OCn

et soit Nin, C) le sous-groupe de GLin, C) des matrices de la forme

1

1 0

D'apres le theoreme de Lie, on peut supposer que RQJin, C). Alors [/?, R~\

QNin, C). N{n, C) etant nilpotent et simplement connexe, tout sous-groupe

de Lie connexe de Nin, C) est simplement connexe et ferme [3]. En particulier,

LR, Rl est simplement connexe et ferme dans Nin, C) et par suite ferme dans

G. On va montrer que R/ίR, Rli est un groupe de Stein. Le sous-groupe L

de Jin, C) des matrices de la forme

θi etant reels)

est un sous-groupe compact maximal de Jin, C). En prenant un groupe

conjugue de R dans Jin, C) au besoin, on peut supposer qu'un sous-groupe

compact maximal K de R soit contenu dans L. On a alors K=RΠL. Soient

r et ! les algebres de Lie de R et K respectivement. Alors Γalgebre derivee

[r, c] est Γalgebre de ίR, Rl. On a (f-f i f) Π [t, r] = (0), car les matrices

dans ϊ-M' ϊ sont toutes semi-simples et les matrices dans [r, r] sont toutes

nilpotentes. Soit π la projection canonique de R sur R/LR, Rl et soit π* la

projection canonique de r sur r/[r, r]. [i?, R2 etant connexe, Γimage π(K) de

K est un sous-groupe compact maximal de R/LR, R~] et π'(t) est son algebre de

Lie. II resulte immediatement de la relation (f-f * ί )Π[r , r] = (0) que π'il)
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ΓW τr'(ϊ) = (0). Alors R/lR, R~] est un groupe de Stein (voir la remarque

dans Γintroduction et [10], Theoreme 1). Le lemme 9 est ainsi etabli.

LEMME 10. Les notations έtant celles du lemme 9, supposons que Vespace

quotient G/R soit une variέtέ de Stein. Alors G/[_R, R} est aussi une υariέtέ

de Stein.

En effet, G/tR, Rl est un espace fibre principal holomorphe de base G/R

et de groupe structural R/ίRf Rl. D'apres le lemme 9, R/\~R, Rl est un groupe

de Stein. Done, si la base G/R est une variete de Stein, G/ίR, /?] Test aussi

IΓ10], Theoreme 4). Le lemme 10 est ainsi demontre.

LEMME 11. Les notations έtant celles du lemme 9, supposons que Vespace

quotient G/R soit une variete de Stein, Alors R est isomorphe au groupe C*m

pour certain entier m >; 0.

Montrons d'abord que R est abelien. Supposons [/?, R~] * (e) et nous en

deduirons une contradiction. Definissons par recurrence Rι = lRi # ] , R2-ίRu RJ,

. . . , Ri-ZRi-u Ri-il D'apres le lemme δ, les sous-groupes Ri de G sont tous

fermes dans G et simplement connexes. Utilisant le lemme 10 plusieurs fois,

on voit que G/Ri (i = 1, 2, . . .) est une variete de Stein. R etant resoluble, il

existe un entier k>l tel que Rk^(e) et Rku=(e). Alors Rk est abelien et

simplement connexe et par suite isomorphe a Cι (/grl). Comme G/Rk est une

variete de Stein, e'est une contradiction d'apres le lemme 7. On a done

demontre que R est abelien. R etant ferme dans G et G etant une variete de

Stein, R est aussi une variete de Stein. Alors R est isomorphe au groupe Cn

x C*m pour certains entiers n, m > 0 ([10], Proposition 4). Soit R^= Rι x #2,

oύ RL = Cn et R2 = C*m. Alors G/Rι est un espace fibre principal holomorphe

de base G/R et de groupe R/Rι ( =C*m). D'apres le theoreme 4 de [10], G/Rι

est une variete de Stain. D'apres le lemme 7, on a alors i?i = (e) et par suite

R=R2 = C*m. Le lemme 11 est done etabli.

LEMME 12. Soit H un groupe de Lie complexe et connexe et soit R le radical

de H. Si R est isomorphe au groupe C*m (m^O), R est le centre connexe de H.

Soit K un sous-groupe compact maximal de R. R etant isomorphe & C*m,

R est abelien et le complexifie de K Soient 1), r et ϊ les algebres de Lie de Hy

R et K respectivement. Soient ψ et ψf les representations adjointes dε H et de
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ί) respectivement. Le groupe K etant compact, il existe un sous-espace vectoriel

complexe m de f) tel que I) = m + r (somme directe) et que ψ(g) β m C m pour

tout g^ K. Soit X e ! , Alors ψ'(X) β m = IX, m] C m. D'autre part, f C r et r

etant un ideal de I), on a tX, m] Cr et part suite ίX, m] = (0). Puisque r = ϊ

+ f ϊ, on a [Y, m] = (0) pour tout Yer. D'autre part, r etant abelien, [Y, r]

= (0) pour tout y e r . II en resulte que r est contenu dans le centre 3 de %

car ί) = m -f r. r etant le radical de t), il est clair que O 3 et par suite r = 3.

i? est done le centre connexe de H.

Dέmonstration du thέorέme 3. Soit G un groupe de Lie complexe semi-

simple connexe et soit H un sous-groupe ferrne, complexe et connexe de G.

Supposons que Γespace quotient GlH soit une variete de Stein et soit R le

radical de H. D'apres le lemme 8, G/R est aussi une variete de Stein. Alors,

d'apres les lemmes 11 et 12, R est isomorphe au group C*m et coincide avec

le centre connexe de H. II en resulte immediatement que H est le complexiίie

d'un sous-groupe compact maximal de H. Le theoreme 3 est ainsi demontre.

Remarque 1. Les notations etant celles du theoreme 3, soient K et L des

sous-groupes compacts maximaux de G et H respectivement tels que K D L.

On peut montrer facilement que Γespace quotient GlH est differentiablement

homeomorphe au produit {K/L)x Rs, Rs designant Γespace numerique reel de

dimension s (s~n~m> n et m etant les dimensions complexes de G et de H

respectivement).

Remarque 2. Des proprietes de G que nous avons utilise essentiellement

dans la demonstration du theoreme 3 sont les deux suivantes a) G est le

complexiίie d'un sous-groupe compact maximal de G; b) G est isomorphe a

un sous-groupe ferme de GIΛn, C) pour certain n. Mais on peut montrer que

a) implique b) (cf. [2], Chapitre VI et Γappendice de cet article). Par con-

sequent, on peut demontrer le theoreme 3 sous la condition un peu moins

restrictive que G est le complexifie d'un sous-groupe compact maximal de G.

En particulier, le lemme 7 est valable pour les groupes isomorphes a C*m.

Alors le sous-groupe ferme Z de K dans la proposition de A9 2 est de Stein si

et seulement si Z est isomorphe a C*w. II resulte alors de la meme proposition

que, si G est de Stein, on a Ϊ Π P Ϊ = (0). Mais la demonstration originale de

ce fait donnee dans [10] est plus simple et plus directe.
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Appendice

Soit K un groupe de Lie compact. D'apres Chevalley, nous pouvons associer

a K un groupe de Lie complexe M(K) satisfaisant aux conditions suίvantes •*

1) La variete de M(K) est une variete algebrique affine complexe; 2) M(K)

est un groupe algebrique complexe; 3) il existe Γisomorphisme canonique de

K sur un sous-groupe compact Kf de M(K) 4) si Γon designe par K'o (resp.

Mo(K)) la composante connexe de Γelement neutre de Kf (resp. de M(K))y Kί

est un sous-groupe compact maximal de M§(K) et Mo(K) est le complexifie de

K[ (voir [2], Chapitre VI).

Soit G un groupe de Lie complexe et connexe qui est le complexifie d'un

sous-groupe compact maximal K. Soit M(K) le groupe de Lie complexe associe

a K. K etant connexe, M(K) Vest aussi. II existe Γisomorphisme canonique

ψ de K sur un sous-groupe compact maximal K' de M(K) et M(K) est le

complexifie de K\ Nous allons voir que Γisomorphisme ψ peut etre prolonger

en un isomorphisme de G sur M(K). Pour cela, il suίfit de demontrer la propo-

sition suivante.

PROPOSITION. Soient G et G' des groupes de Lie complexes et connexes.

Soient K et Kf des sous-groupes compacts maximaux de G et Gf respectivement.

Supposons que G {resp, G1) soit le complexifίέ de K (resp. de K1). Supposons,

de plus, quil existe un isomorphisme φ de K sur K'. Alors nous pouvons pro-

longer ψ en un isomorphisme de G sur G*.

Soient 9 et δ' les algebres de Lie de G et G'. Soient I et Γ celles de K et

K'. On a alors Q = ϊ + i f, f Π r ϊ = ( 0 ) et 0' = f' -f * !', ί ' Π r f ' = (0). L'iso-

morphisme ψ de K sur Kf definit un isomorphisme <p' de f sur V. Soit f'

Γapplication de 0 sur Q' definie par φ'(X+i Y) = φ'(X) + i φ>( Y). On voit

facilement que ψ' est un isomorphisme de Γalgebre complexe Q sur Γalgebre

complexe G\ Soient G et Gf les revetements universels de G et Gf. Alors φ'

definit un isomorphisme φ de G sur G;. Soit TΓ (resp. TΓ') la projection canonique

de G sur G (resp. de G1 sur GO. Soit D (resp. £>') le noyau de n (resp. de τr')

Nous allons montrer que φ(D)~D'. Pour cela, soit K Γimage inverse de K

dans G. On sait que Γespace quotient G/K est isomorphe a un espace euclidien

[8] et par suite G est retractile sur K. En particulier, tout chemin dans G

joignant Γelement neutre et un point de K est homotope a un chemin dans K
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joignant les memes points. II en resulte les faits suivants: K est connexe et

le revetement universel de K et K contient le noyau D de π. Soit maintenant

ίt' Γimage inverse de K' dans G'. Par un raisonnement analogue, on voit que

Kf est connexe et le revetement universel de K1 et que K1 contient D1. On

voit facilement que φ(K) = K' et que πf(ψ(x)) = φ(π(x)) pour tout # e it- Soit

x^D. Alors # e j £ et par suite π'(φ(x)) =φ(π(x)) = ψ(e) =e, ce qui montre

que ψ(x) e JD'. Soit, reciproquement, jye/X Puisque D1 C K1 et puisque φ(ί£)

= #' , il existe un element x^K tel que φ(x)=y. Alors ^(τr(#)) = π'(ψ(x))

= π'(y) = e. ψ etant un isomorphisme, on a 7r(#)=£ et par suite x e £) et

j> = £(#) e ^(D). On a done demontre que ^(D) = D\ Uisomorphisme ψ de G

sur Ĝ  definit alors un isomorphisme ψ de G-G/D sur G' = G'l D1. II est facile

de voir que ψ est le prolongement de ψ. La proposition est ainsi demontree.

II resulte de ce que nous avons montre les faits suivants: Soit G un

groupe de Lie complexe et connexe qui est le complexifiέ d'un sous-groupe com-

pact maximal. Alors la variέtέ de G est une variέtέ algέbrique affine complexe

et G est isomorphe a un groupe algέbrique complexe.
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