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Dans cette note, nous etudions les anneaux d'integrite primaires et com-

pletement integralement clos. Krull [1] a pose la question suivante : est-ce qu'un

anneau d'integrite primaire et completemente integralement clos est necessaire-

ment un anneau de valuation?

Nagata {2} a repondu a cette question par la negative, en exhibant un ex-

emple d'anneau d'integrite primaire, completement integralement clos, mais non

de valuation. La demonstration que Γanneau de son exemple possedait effective-

ment les proprietes indiquees presentait neanmoins des lacunes non triviales a

remplir. Ainsi, Γauteur a dedie une note L3] a Γelucidation de ces derniers points

et a Γetablissement de quelques proprietes plus precises satisfaites par cet anneau.

Malgre cette reponse negative a la conjecture de Krull, on pourrait ne-

anmoins chercher des conditions supplementaires pour qu'un anneau d'integrite

primaire, completement integralement clos, soit un anneau de valuation. Ces

conditions portent sur la structure de Γideal premier unique de Γanneau et ont

nature topologique.

II est bien connu que si A est un anneau d'integrite avec unite, ayant un

seul ideal premier p non trivial qui est principal, alors A est Γanneau d'une

valuation discrete. Nous remplapons le fait que p soit principal par la condition

moins forte "p est la reunion d'une suite croissante d'ideaux principaux" et

determinons des conditions sur des telles suites pour assurer que A soit un

anneau de valuation. Ces conditions font intervenir la notion de puissance a

exposant reel d'un ideal principal, qui avait ete deja consideree dans un cas

distinct par Samuel [4].

La Proposition 1 n'est rien d'autre qu'un cas particulier d'un theoreme

recemment obtenu par Krull E5]. La Proposition 1 est employee pour la demons-

tration de la Proposition 2, qui dit: soit A un anneau d'integrite primaire,
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completement integralement clos, dont Γideal premier p est la reunion d'une

suite croissante d'ideaux principaux Atr si tout ideal principal de A est "asymp-

totiquement" une puissance (a exposant rέel) des ideaux Atr (dans un sens

qui sera precise) alors A est un anneau de valuation.

Quant a la Proposition 3, elle dit en gros: si, avec les hypotheses prece-

dentes, la suite (Atr) est "bien choisie" de fagon que

(C) la suite a une "largeur" nulle

(D) elle definit une topologie rendant continue la multiplication d'ideaux

principaux,

alors A est un anneau de valuation.

Naturellement, toutes les conditions indiquees sont aussi necessaires pour

que A soit un anneau de valuation.

Nous terminons Γarticle en faisant des commentaires qui montrent en par-

ticulier que les conditions introduites sont naturelles et d'aucune fagon super-

abondantes.

§ 1. Rappel des definitions et resultats

Tous les anneaux considered sont supposes des anneaux d'integrite avec

unite. Parmi les ideaux premiers, on exclut Γideal nul et Γanneau lui-meme.

Si K est le corps des fractions de Γanneau A, un element x EΞ K est dit

presque entier sur A quand il possede la propriete suivante: il existe βG K,

non nul, tel que axn £ A quelque soit n entier positif. Un anneau A est com-

plέtement intέgralement cϊos quand il contient tous les elements presque entiers

sur A. Tout anneau completement integralement clos est integralement clos,

mais non reciproquement.

Un anneau (d'integrite avec unite) A est dit primaire quand il possede un

seul ideal premier p; alors, le complementaire de p dans A est Γensemble des

elements inversibles (unites) de Γanneau A. En outre, tout ideal non trivial

est un ideal primaire associe a p en particulier, donnee a, b G p, il existe un

entier positif n tel que an e Ab.

Toutes les valuations considerees sont supposees non triviales et de rang

1, c'est-a-dire, a valeurs reelles. Alors Aw est Γanneau d'une valuation iv de

K si et seulement si K est le corps des fractions de Aw, lequel est un sous-

anneau maximal de K, distinct de K.



SUR UNE CONJECTURE DE KRULL EN THEORIE DES VALUATIONS 89

Pour la definition d'une valuation w d'un corps K il sufϊit de determiner

une fonction Wo a valeurs reelles, d'un sous-anneau A de K ayant corps des

fractions K, et telle que:

Wo(ab) = uh(a) -f Wo(b), w${a -j- b) ^ min {wo{a), Wo(b)} quand a, b &: A.

Si on pose, pour tout x = -r- G A (avec a, b G A, b ^ 0) w\~fr) = Wo(&) — tϋo(b),

alors w est une valuation de K, dont la restriction a A est z#o.

Tout anneau de valuation (de rang 1) est completement integralement

clos, neanmoins, il est faux que tout anneau completement integralement clos

soit Γintersection d'anneaux de valuations [6]. Krull [1] a pourtant demontre,

et nous en ferons usage, que si A est primaire et completement integralement

clos, alors il est intersection d'anneaux de valuations.

§ 2. Notions preliminaires

Soit A un anneau primaire, p son ideal premier, K son corps des fractions.
CO

LEMME 1. Si t&p alors Π Atn = (0).
M = l

Notons u = t'1 il suffira de montrer que K -- U Aun, car alors (0) — A : K

= A : (\JAun) = Γ\ (A : A^w) = U AίΛ.

Soit B = U A^w on a A i β i iΓ, 5 est un anneau contenant u^t'1; si

βj e A, β # 0, et si m est un entier tel que tm & Aa alors a:"1 e Aum E 5, done

Remarquons que ce lemme est encore valable pour des ideaux α = (aι, . . . ,

βm) de type fini contenus dans p, car donne ίGp, non nul, il existe des entiers

<# (ί = l, 2, . . . , m), positifs, tels que aiQi G At, done il existe un entier q>0

tel que aQ £ Aί et alors on a Πα"= (0).

De la demonstration du lemme, il resulte:

COROLLAIRE. Si B est un sous-annβau de K, contenant A et s'il existe un

element ί G t>? non nul, tel que Γ1 G B alors B = K.

Donnes les elements a G iΓ, « # 0, et £ G p, ί ^ 0 , nous allons definir des

nombres entiers et des nombres reels qui leur sont associes et qui joueront un

important role dans cette note.

Soit mt{a) le plus grand des entiers m (positifs ou negatifs) tels que
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Aa^Af1 (Γexistence de mt(a) resulte du Lemme 1, car K=UAt~m et (0)
m>l

= n An.
De meme, soit mia) le plus petit des entiers n (positifs ou negatifs) tels

que Atn ϋ Aa \ si a EL A, Γexistence de mia) est triviale, si par contre

a= — - $ A (avec β1? a2&A) alors #i ̂  0 et si w ̂  0 est un entier tel que

tn & Aai alors a2t
n & Aai done AfΛ ϋ A<2 et Fexistence de mia) decoule de

K= UAΓn.

On a mtia) ^ mia) si cGA, α $ p, alors mtia) =mia) =Q', si β£ί),

alors 0 ̂  nttia), 0 < ??/(#), et enfin Aa ϋ ̂ 4ί equivaut a 0 < mt(ά).

Supposons desormais que A soit un anneau integralement clos.

Soit Etia) -^{~ AanE Atm), Ft(a) = {^~ Atm E Aan) (nous convention-

ΎVL

nons que les fractions — sont toujours telles que n > 0, le numerateur pouvant

avoir signe

LEMME

( i) Si

quelconque).

2. ( i )

( i i )

(iii)

f-Gfi(

Si

Si

Si

a) et

m
n

m
n

m

i
a

• G J

G J

ELI

Etia) etP-<^

Ka) et η~<~

Ua) etj-CFta)

— alors Aan E Atm

n

alors

alors

alors

done (car

q>0); or, de iw < 4™ il resulte que ̂ m g A^M done ^β 9 M E Atpn et puisque

A est integralement clos et n > 0, on conclut que AaQ ϋ Aί ?̂ c'est-a-dire7

-EiEtia). (ii) se demontre analoguement. (iii) Si — G Etia), ~-&Ft(a),

alors A«" E Λίm, Aί^ g Aβ9 de ζ? > 0 et n > 0 il vient Aanq E Aίm<?, A^M E AβMg

?

e'est-a-dire, Atpn E Atmq d'oύ pn ̂  mq et —£•£-.

Si on note μt(a) — supEtia), vt(a) — inf Ft(a), alors — 00 < μt(a) -ύ vtia)

< + 00 ? car mtia) G Etia), nt(a)£Ξ Ftia). Si flGi, β φ | ) , on a μtia)—vtia)

— 0 si # G p β/ors 0 < ̂ (#) (car si ^ > 0 est un entier tel que Aaq ϋ At alors

0 < — G Etia), done 0</Λί(ύ0). Remarquons qu'en general on peut avoir

LEMME 3. Soit s un nombre reel a, a1 G K, ί E p, des έlements non nuls

tels que μtia) = vtia) - s et μtia!) = ẑ (<z') = s. Alors Aa = Aa1.
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En effet, soit Ω = (w) une famille de valuations de K telles que A = Π
EW E Ω

(car A est integralement clos). Si — e £i(β), ^-Gfi(β) (oύ w > 0) alors

Aa* 1 Af", done ^-w(t)^w(a)^—- w(t); cela entraϊne vt(a) - w(t)n n

w(a)sθ£ μt(a) wit), done w(a)=s w(t) quelle que soit w G i2. De meme,

= 5 ίi ίί), done ^(#) = w(af) quelle que soit w E: Ω, et alors Aa = Aaf.

COROLLAIRE. Aa = At έquivaut a μt(a) = vt(a) = 1.

Le Lemme 3 permet de definir une operation de potentiation a exposants

reels. Si ίGJ), t # 0, on pose Aβ = (Ai)s (oύ s est un nombre reel de signe

quelconque) quand on a μtia) - vt(a) = s. Remarquons que cette operation

n'est pas necessairement partout definie.

LEMME 4. Si su s2, s sont des nombres reels strictement positifs, si a, b&p,

non nuls, alors:

( i ) si si £ s2 et si {AaY\ (AaY2 existent alors (AaY1 R (AaY2

(ii) si (AaY1, (Aa)SχS* existent, alors {(AaY'Y2 existe et on a ((AaY'Y2

= (Aa)SίS*

(iii) si (AaY1, (AaY2 existent, alors (AaY1+Sz existe et on a (AaY1+S2

= (AaY1 (AaY2

(iv) si (AaY, (AbY existent, alors (AabY existe et on a (AabY

= (AaY-(AbY.

Demonstration.'

(i) Si (AaYι = Abl9 (AaY2 = Ab2, alors le raisonnement du Lemme 3 en-

traϊne w(bi) = w(a) Si, wib2) = w(a)s2, done wi-r-j = w(a) (s2- Si) ^ 0 pour

toute wE:Ω) alors ^-EiA, e'est-a-dire (AaY2 E (AaY1.

(ii) Soit (AaY1 = Ab, (AaY1*2 = Ac alors (AbY2 = Ac. En effet, du Lemme

3 on deduit que w(b) = si w(a), w(c) = SiS2 w(a), done w(c) = s2 w(b) quelle

que soit WELΩ et alors (AbY2 = Ac.

(iii) Soit (AaY1 = Abu (AaY2 = Ab2, done w(bι) = w(a) Si, M;(&) = w(a) s2,

et alors w(bib2) = ^(«) (si + s2) quelle que soit w G Ω, d'oύ A6i^2= (A^)S l + S z.

(iv) Soit (AaY = Aai, (AbY = Abu done w(ai) = w(a) s, w(bi) = w(b) s,

et alors w(aιbι) = w(ab) s quelle que soit w G Ω, e'est-a-dire, (AabY
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§3. Resultats

Soit A un anneau primaire et completement integralement clos, p son ideal

premier, K son corps des fractions.

Puisque les resultats indiques seront triviaux quand p est un ideal principal,

nous allons supposer implicitement que ce cas a ete ecarte. Remarquons que

pour cela il suffit que p possede une puissance contenue dans un ideal de type

fini [5].

Nous cherchons a obtenir des conditions pour que A soit un anneau de

valuation. Nos conditions seront relatives a une suite croissante d'ideaux princi-

paux Air tels que p = U Atr. Krull (loc. cit.) a envisage des conditions ana-

logues, mais portant sur Fensemble filtrant des ideaux non nuls de type fini,

contenus dans p.

Supposons done qu'on ait p = U AU, oύ (Atr) est une suite strictement

croissante d'ideaux principaux.

Pour tout element a&K, non nul, notons mria) = mtria), nr(a) = ntr(a),

etc. . . . Posons Mil) = 1, Mir) = m2(ti) nizit2) . . . mritr-ι) I done Mir)

= Mir-I) mritr-i) et Mir) £ mrih) (car Ah g AtψM, AU E AtψM,

Atr-i E Λί?r( ίr- l ), done Ah E Atfr) et alors Mir) £ mrih)\ De meme, notons

M D = 1, Nir) = miti) n*it2) . . . nAU-i) done Mr) = Nir- 1)nritr-i) et

Mr) ^ nrih).

Remarquons que s'il existe un entier N tel que N^Nir) quelque soit

r ^ 1, alors de A& E AtN

r

{r) E Aί^(ί^ g Aίx pour tout r ^ 1 il resulte ^ § Λίi.

Ainsi, pour ecarter ce cas trivial, nous supposerons que Mm Nir) = oo,
r->oo

Enfin, soit Ω — iw) une famille de valuations de K, telles que A — Π -Aα;.

Puisque A est completement integralement clos, nous pouvons normaliser ces

valuations de telle fa^on que wih) = 1 quelle que soit w G Ω.

PROPOSITION 1. Soit A un anneau primaire et completement intέgralement

clos. Supposons qu'il existe une suite strictement croissante d'idέaux prίncipaux

Atr tels que p = U Atr et satisfaisant a la condition suivante:

(A) pour tout aE:p, non nul, on a lim-^v-y- = 1.
r_>.co nr\a)

Alors, A est un anneau de valuation.

Dέmonstration:

Soit βGp, non nul. De Afr

r{a) g Aa g Af?r{a\ Atn

r

Atύ g Ah g Aί? r ί/ l ), vient,
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^ n prenant w €Ξ Ω arbitraire ' .

/- N nr(a) w(tr) ̂  w(a) ̂  mΛa) w{tr)

ti) W(tr) ^ 1 = W(h) ^ Wr(ίi) * U)(tr).

Si on note dr(x) = — Wr x ? Q ^ ^ ^ ^ n Q n n u ^ a j o r s W r ( # )

= Wr(Λ:)[l - d r ( # ) ] . En faisant x = a, x = ti, et en ermplagant dans les inegalites

<1), on obtient:

/2x nr(a) to(tr) ̂  w(tf) ^ w(ίr) nAd) [1 - dr(a)l

Par division, il resulte que

done

Or? w ξΞ Ω etant arbitraire et I'expression du deuxieme membre etant inde-

pendante de w, on aura, pour toute autre w'E: Ω, w(a) = w'(a) = lim—^,, x »
r->oo nr\tl)

Or, ceci entraine que A est un anneau de valuation, car Aw — Aw— . . . = A.

PROPOSITION 2. Soit A un anneau primaire et completement intέgralement

clos. Supposons quHl existe une suite strictement croissante dHdέaux principaux

Atr tels que p = U Atr et satisfaisant la condition suivante:

(B) pour tout a E= p, non nuϊ, on a lim • , . = 1.

Alors, A est un anneau de valuation.

Demonstration:

II suffit de montrer que (B) entraϊne (A). Soit a&p, non nul. Soit mf

Γentier tel que m! ^ μΛa) < m' -{-1 et de raeme, nf Γentier tel que n' - 1 < vr{a)

^ n\ Alors, on a ^ ί ? ' 2 A« ^ Atΐ > de cela, il resulte que mf *= mΛa) et

nr(a)ί=nf; enfin, de ntria) £ μΛa) et z/r(#) ̂  Wr(«) il vient rrJ-mΛa) et w'

= flr(a).

v ' ( a ) ' μ ; ( a )Par I'hypothese (B) on a l im(l - - ^ | ) = lim v ' ( a ) ' μ ; ( a ) =0. Or,

n . nΛa) -7nΛa) . (vΛa) -4-1) - (^r(g) - 1) _ vΛa) - βΛa) , 2 ,
nr(a) vr(a) vΛa) vr\a)

t \ Λ * Λ^ v nΛa) — mΛa) A , , , ,. ,
si on a hmvΛa)= <χ>, il resulte que lim Γ-x = 0, c est-a-dire, la con-
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dition (A) est verifiee.

Montrons done que lim vr(ά) - °°. Or, d'abord, il est trivial que Fr(a)
r-*oo

2 Fr+Aa), car si 0 έ ^ GΞ Fr+i(β) alors AίΓ £ A#Vi g AtfM, done ^ GΞ F r(β).

II resulte que z/r(«) = zv+i(«). S'il existait JV assez grand pour que vΛa) ^ N,

pour tout r ̂  1, alors Λί? ϋ Λa pour tout r ̂  1, done pN E Aβ, absurde !

PROPOSITION 3. Soit A un anneau primaire et completement intέgralement

clos. Supposons quΊΪ existe une suite strictement croissante d'idέaux principaux

Atr tels que p = U Atr et satisfaisant les conditions suivantes:

(D) Si a,b^. A, a, bφ Atr+i, alors ab ΐ Atr pour tout r ̂  1.

Alors A est un anneau de valuation.

Dέmonstration:

Nous diviserons la demonstration en plusieurs parties.

(a) Pour tout a&p, non nul, et r ̂  1, on a

mr{a) ^ mr+i(a) nr+Λa) ^ nΛa)
e cΐ(r) - M(r j-l) N(r+1) "" N(r)

En effet, de «GAΓ ( f l ) , tr SΞ At?ltιitr\ vient wJr(fl) Wr+i(ίr>

— mr(a) —Ύ/jT~\—=mr+i(a). De meme, de t?r{a) GΞ Aa, t?+ΫEzAtr, vient

^r(ίz) nr+i(tr) = ^r(^) - —]vf̂ v— ^ nr+i(a).

(b) Pour tout aΈ:p, non nul, lim-^τ-τ- est fini.

Car l i m ^ ^ ^ l i r n ^ 4 - . l i m ^ 4 et, en vertu de (a) et de (C) on

deduit (b).

(c) Posons: w(a) =lim ^ ^ quand « e }), « # 0; w;(fl)=0quand o G A ,

a φ. p te (O) = cx5. Alors, si β G A on a fl E p si et seulement si w(a) > 0.

Car si a e p il existe r tel que α G Air, done mr(β) ̂  1 et e<;(«) > 0.

(d) Si a, b&A alors w(α + &) ̂  min {w(a), w{b)}.

Nous pouvons supposer a, b non nuls, dans p, sinon la formule est triviale.

On a β ε i f ( f l ) , b^AtT{h)\ si ^ = min{mr(fl), mr(^)} alors β + δ e A # l V

done mr ̂  mr(β + ̂ >). Si on avait w(a + b) < min {w(a), w(b)} alors pour ^ assez
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vyty. ( st ) γγi ( Jj )

grand il serait w{a + b)< --Λ-r-γ-•> w{a + b) < -ηrγr-γ9 done
f

^ w(a + b)< yi^/x 9 contradiction!

(e) Si x E K, bE A, sont des elements non nuls tels que xb E A, alors il

existe la limite lim Λί/ x et on a w(xb) = lim - ^ hz#(&). En particulier,

si a, b E A, alors on a w(ab) = w(a) -{• m(b).

Par hypo these, # = -j , ob aEA, a*0. O n a ^ G A£™rU), ΛΓ φ AC<x)+\

done si ^ = ̂ ' alors xu?Ax) E A, xu?Ax) Φ Atr. De meme, buψAh) E A,

bufAh) φAtr. En vertu de (D), on a k ^ ( δ ) + ^ U ) φ ^ - i , done bxu?Ab)+mr{x)

φ AtΐAtr~l] (car Aίr r ( ί r~ l ) = AU-i), e'est-a-dire, bx φ ^^^)+wr(«)+« r('r-i) e^. a j o r s

πirib) + m r (^) = rnr(bx) < mΛb) + rar(#) + nr{tr-i), la premiere inegalite etant

triviale il resulte que mAbx) — mAb) — nAtr-i) < mAx) = mAbx) — mAb) et

puisque k = β G ̂ , on deduit, apres division par M(r), de la partie (b) et du

fait que lim ^hτ(~\ =Ήm ̂  _-j\~ * ̂ ΐ m yτ/( \ = Q l'existence de lim Jl. .

et 1'egalite M ( ^ ) = ̂ (Z>) + lim n^?l -

(f) Si on pose, pour tout x = -j- E K ( avec a,bE A, b * 0) w(x) = w(a) -

w(b), alors cette fonction w ainsi prolongee a iΓ, definit une valuation de K,

( a \

dont Γanneau Aw contient A. On a *#(-?-) = lim „. ~γ~ > Enfin, Γideal de la

valuation w est egal a J).

II suffit de montrer que si x E Aw, x Φ A, alors w(x)=0. De x φ A, il

result que mAx) = 0 pour tout r ^ l (sinon, on aurait un indice r ^ 1, avec

> 0 done Ax E AfrlAX) Έ Air % A) done M (ΛΓ) = lim ̂ \%2 ^ 0 et de

i 0 il vient w(x) = 0 .

(g) Au; = A

En effet, supposons que x E Aw, x φ A. Alors, il existe w1 E Ω tel que

x φ Aw, done AM; # Aw et ces anneaux de valuation etant maximaux, car A

est completement integralement clos, il existe y E Aw>, y φ Aw'> done, wiy) < 0,

tv(y~1)> 0, et alors y~1Ep d'apres (f). Or, en vertu du corollaire au Lemme

1, on conclut que Aw = K, absurde!

COROLLAIRE. Soit A un anneau primaire et integralement clos. Supposons

quHl existe une suite croissante d'idέaux principaux Atr tels que p = U Aίr,
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satisfaisant les conditions (C). (D). Alors, il existe un anneau de valuation

irέelle) contenant tout anneau de valuation {de rang arbitraire) qui contient A.

En effet, remarquons que dans la demonstration de la Proposition 3 l'hy-

pothese que A soit completement integralement clos n'a intervenu qu'a la partie

(g), et partout ailleurs on a employe seulement Γhypothese moins forte que A

soit integralement clos.

Soit done w la valuation (reelle) definie aux parties (a) — (f) ayant ideal

egal a p. Si A ϋ Aw $ Aw, oύ wf est de rang arbitraire, soit y G Aw, y Φ. Aw,

done tϋiyXO, w(y~1)>0 et alors ^ G f ) ; d'apres le corollaire au Lemme lr

il vient Aw = K, absurde!

§ 4. Commentaires

Nous indiquerons Γinterpretation topologique de la propriete (D).

Si, pour tout r ^ 1, Vr designe Γensemble complementaire de Atr dans Ay

alors la famille d'ensembles {aVr\aE: A, a # 0, r ^ 1} est un systeme funda-

mental de voisinages pour une topologie sur A* (ensemble des elements non

nuls de A). En effet, tous les axiomes sont facilement verifies, par example, si

aVr est un voisinage de a et si on prend U=aVr+i, alors si b G U on a bVr+ι

ϋ aVr, en vertu de la condition (D). Cette condition entraϊne aussi la continuite

de Γoperation de produit, car (aVr+i)(bVr+i) E abVr pour tout r ^ 1. Enfin,

cette topologie n'est pas separee, car Π Vr est egal a Γensemble des unites de

A mais, par passage au quotient, on obtient une topologie separee, compatible

avec le monoϊde multiplicatif des ideaux principaux entiers non nuls de A.

D'apres cette interpretation, on voit comment est naturelle Γintroduction d'une

telle condition.

Enfin, dans la Proposition 3, les conditions ne sont pas superabondantes..

En effet, Γexemple indique par Nagata montre Γexistence d'un anneau primaire,

completement integralement clos, dont l'ideal premier est la reunion d'une suite

croissante d'ideaux principaux satisfaisant (C) et neanmoins cet anneau n'est

pas un anneau de valuation.

La verification detaillee de ce fait peut etre trouvee a la note [3]. Nean-

moins, pour etre complete, nous repeterons ici la fagon de choisir la suite

croissante d'ideaux principaux avec les proprietes voulues. Pour la notation*

le lecteur doit se rapporter a Γarticle de Nagata [2], ou de Γauteur [3].
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Soit t e K tel que wit) = 1 pour tout r ^ l soit tr = ί2^1 e ϋΓ done

= -yFZ\ (Γexistence de U decoule du fait que K est algebriquement clos) et

= 0. Alors, Viάeal premier unique p de Γanneau A est la reunion de
γr-* α>

la suite strictement croissante d'ideaux principaux Atr. En effet, donne p & A

on sait qu'il existe la borne inferieure de Γensemble des nombres reels wχ(p),

Weip) (quand a ^ λ ^ 2a, e G ϋΓ? α: < zι (^) < 2a:) et que cette borne inferieure

est strictement positive. Done, pour r assez grand, o n a j ) G Atr. En outre, il

est clair que mΛtr-i) = nΛtr-ι) = 2 pour tout r > 1, done Mir) - N(r) et la con-

dition (C) est verifiee. Puisque A n'est pas un anneau de valuation, alors il

est impossible d'apres la Proposition 3 que la condition (D) soit verifiee, par

la suite (Atr). Remarquons qu'il est possible de construir explicitement des

-elements p,p'GA, p,pfφAtr, mais teJs que pp'E: Atr-\ (voir [3]).
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