
SUBNORMALE LOSUNGEN DER
DIFFERENTIALGLEICHUNG

w" + p(ez)w' + q(ez) w = 0

VON H. WITTICH IN KARLSRUHE

To Professor Kiyoshi Noshiro on the occasion of his 60th birthday

In der Differentialgleichung w"+a1(z)w'+aβ(z)w—Q seien die Koeffizienten

aj(z) ganze Funktionen. Dann ist jede Lόsung w(z) eine ganze Funktion und

genau dann von endlicher Ordnung, wenn die Koeffizienten Polynome sind.

In diesem Fall gilt fur die Ordnung

λ(w) =15^ l o g ' M ( r ' w ) die Beziehung i(aΛ=jn/2, tn^O ganzzahlig.
r>oo Og *̂

Es gibt hochstens zwei verschiedene Ordnungen λu λ2, Λ>Λ2^0. Lόsungen w(z)

mit λ{w)=λ2 kommen nur vor, wenn eine passend transformierte Differential-

gleichung Polynomlόsungen besitzt. Dann sind λt und λ2 ganze Zahlen und

jede Losung mit der kleineren Ordnung λ2 hat Null als Picardschen Ausnahme-

wert [2]. Ist ax(z) ein Polynom und aQ(z) ganz transzendent, dann ist jede

Lόsung w(z) ^ 0 von der Ordnung oo, wahrend bei transzendentem ax(z) und

ganzem aQ(z) neben Lδsungen unendlicher Ordnung auch solche von endlicher

Ordnung vorkommen konnen. Das zeigen die beiden Differentialgleichungen

w"+ezw'—ezw=0 mit der Losung w(z)—ez + l,

w"-\-ezw'—w=Q mit der Losung w(z)=ez — 1.

Beide Differentialgleichungen sind Spezialfalle von

w"+p(ez)w'+q(ez)w=0, wo p(t) und q{t) Polynome in t sind. Auf diese

Differentialgleichung beziehen sich die folgenden Bemerkungen.

1. Nach M. Frei [1] besitzen die Differentialgleichungen

(*) w"+e~zw'+aw=0, αkonst. ψ 0,
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30 H. WITTICH

genau dann eine Losung endlicher Ordnung, wenn a = — n2 gilt, n—1,2,

Zum Beweis dieser Behauptung wird zunachst mit Hilfe der Wimannschen

Theorie des Zentralindex gezeigt, daβ eine solche Losung wo(z) hochstens vom

Mitteltypus der Ordnung 1 ist. Dann wird im zweiten Schritt mit Hilfsmit-

teln der Wertverteilung die Behauptung a = —n2 bewiesen und weiter gezeigt,

daβ wo(z) ein Polynom vom Grad n in ez ist. Dieser zweite Beweisschritt

kann auch so erledigt werden.

Es sei w(z) eine Losung von (*), fur die l im—§ Li_i_^Λ :<oo gilt. Dann

SCO

e~szw(z)dz holomorph in | s | > tc, lim / ( s ) = 0 . Nach den Regeln
0 S-ϊoo

ϋber die Abbildung der Differentiation bei Laplacetransformation geht (*) in

die Bildgleichung

(**)

iiber, gϋltig fur $ls > σ0 mit passendem <r0. Mit dieser Funktionalgleichung

lasst sich f(s) in eine Halbebene $ίs>σ1 fortsetzen, die den Kreis \s\^tc

enthalt. Diese Fortsetzung zeigt, daβ /(s) in $ts > ax bis auf endlich viele Pole

holomorph ist. f(s) ist also eine rationale Funktion, die in 5 = 00 verschwindet.

Es sei s0 eine der Polstellen mit kleinstem Realteil. Aus

folgt fur 5->50, da f(s— 1) bei s0 holomorph ist, s0 = 0. Diese Polstelle ist

einfach. Aus der Funktionalgleichung folgt dann, daβ /(s) nur einfache Pole

hat, die bei s0 = 0, Si = l, s2 = 2, liegen. Da /(s) nur endlich viele Polstellen

hat, muβ α =—n2 sein. Wegen /(oo)=0 ist /(s) von der Form

+-s 5—1 s—n

also

ane
nz.

Ist in (*) a = — n2, dann lassen sich im Ansatz

w(z)=aQ-\-aιez + +ane
nz

die Koeffizienten aj so bestimmen, daβ wiz) die Differentialgleichung (*) lost.

Durch Vorgabe von aQ ψ 0 sind die restlichen Koeffizienten eindeutig festgelegt.
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2. In der Differentialgleichung

(D) w"+p(ez)wf+q{ez)w = 0

sei p(ez) bzw. q(ez) ein Polynom vom Grad a bzw. β in ez. 1st w1(z)y w2(z)

ein Fundamentalsystem von (Z)), dann folgt mit W (z) =w1 w2(— ——)

m(r, W) < m(r, ιv1)+m{r, w2) +m(r, - ^ - ) + m(r, - ^ - ) + l o g 2

, w2) + 4 log m{R, w1) +41og

fur alle r > rQ mit i? = r + l . Mit (r) wird immer eine Grosse bezeichnet, die fur

r -> oo gegen Null konvergiert. Zur Abschatzung von m(r,W) nach unten

wird der Zusammenhang

benutzt. Aus

*=C2W{z)eb«**Πfj{z), fj(z) =

folgt

und wegen m[r, fή <logM(r, fj) ^\

m{r, /o) < m{r, W) +Cse(*~»

Weiter ist wegen

r0.

m(r, /o) ^ und log

Fur alle hinreichend groBen r gilt also
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oder wegen R-r+l

, J o g j ^
r

1st α = 0? dann folgt fΐir jede Losung «/(z) ^ 0 aus

w w

o,q{ez))^2

12 log m(r, w)+4 log w(r, l£->)+K2 log r+/Γ3

r0.

Damit ergibt sich wegen m{p, q{ez))=-&-{\+(p))

β

Losungen w{z) & 0 von (Z)), die der Wachstumseinschrankung

lim °&ra(r, w; _ Q ge n(ige n^ heiβen subnormale Losungen.

(2) zeigt, daβ fur a = 0 (aber^^r l) keine subnormalen Losungen von (D)

moglich sind, wahrend nach (1) fur a> 1 eine subnormale Losung vorkommen

kann. Weiter zeigt (1), daβ zwei subnormale Losungen linear abhangig sind.

Wir werden sehen, daβ jede subnormale Losung w(z) ^ 0 von (D) vom

Mitteltypus der Ordnung 1 ist.

3. Mit t = ez und w(z(t))=v(t) geht (D) uber in

(£>') t*v"+t(l+p{t))υ'+q(t)v = O; υ'=-4/L, ^ / = = ^

/=0 ist, dap(ί) und q(t) bei t=0 holomorph sind, eine Stelle der Bestimmtheit,

wahrend t = oo eine Unbestimmtheitsstelle ist. Sind pl9 p2 die Wurzeln der

charakteristischen Gleichung p(p— l)+(l + p(0))p+^(0) = 0, <8tpιi<
<3lp2, dann hat

(Z)') ein Fundamentalsystem der Form

β(/), MO sind ganze Funktionen. Ist p1—p2 keine ganze Zahl, dann ist δ=0;

sonst kann 3 von Null verschieden sein und darf dann gleich 1 gesetzt werden.
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Im Falle px = p2 ist δ ψ 0. Es sei 0 ^ arg t < 2π und m eine ganze Zahl. Dann

gilt

v1(e2πim t) = e2πi m

V2{e2πimt) = e2πimp*tp2b{t)=σ2

mv2{t) fur δ = 0

v2{e2πimt)=σ1

mv2{t)+σ1

mυ1{t) 2πirn fur δ=l.

Daraus folgt mit \t\=p

\v1{e2πimt)\ ^ Pi Im 1+^4.! log p-flog M{p, ά)+B1

(3)
+ + + + +

Iog\v2{e2πtmt)\^p2\m\ +^42log ^o+loglml +2 logM^,α)+logM(p,

Die positiven GroBen p J ? Aj und Bj sind unabhangig von p und m. Aus (3)

folgt fur eine beliebige Lδsung v$) = c1 v1{t)+c2*v2{t) von {Dr)

+ + + + +
(4') log\v{e2πtmt)I<p [m] +3 logM(p,«)+logM{p, b)+log\m\ +A log

Es sei nun w(z)=v{t(z)) eine Losung von (D) und M(r, M;) = |M;(C)|, | ζ |=r . Mit

ζ=ζo+2»»rί, O^SCo<2τr, ist \m\<-4r- und | H ^ ^ r Nach (4') ist dann
47Γ

, w) ̂  log M{r, w)<3 log Λf(er, α)+log M{er,

Daraus folgt, da die ganzen Funktionen #(/), 6(/) hochstens von der Ordnung

^ = max (a, -γ\ sind [3]

(4)

4. Es sei nun Wi(z) eine subnormale Losung von (Z)), fur die also

i5MXί?λ^i)- = 0 gilt. Dann ist a> 1, und fur jede von ^(z) linear unab-

hangige Lδsung w2(z) ist nach (1) gm ί o g Π r , ^ ) ^ ^ erfiiUt.

Mit ^(ίs) ist auch w(ί;)=w1(2;+2πί) eine subnormale Losung von (D), wonach

w{z) =C wx{z) gilt. Wir setzen C=e2nis, 0 :<$s < 2π5 und bilden y(s) =w(2;)β-s*.

Dann erhalten wir in Vι{z) =wι{z)e~-sz eine ganze Funktion mit der Periode 2π/,

die der Differentialgleichung
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y" + {2s+φ(ez))y'+(s2+sp(ez)+q(ez))y=O

geniigt. Mit t=e\ y{z[t)) = v(t) geht diese Differentialgleichung iiber in

(D") t2v"+t{(2s+l)+p(t))v'+{s2+sp(t)+q(t))v = 0, v'= dυ

dt '

Der subnormalen Losung Wι{z) von (D) entspricht eine in 0 < | ί | < o o holo-

morphe Losung vx(t) von {D"). Diese Losung verhalt sich rational in t = 0, da

t=0 Bestimmtheitsstelle von (D") ist: v1(t) = tn u(t). u{t) ist eine ganze

Funktion der Ordnung λ(u) <oo. Da u(t) selber eine ganze Losung einer

linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Koeffizienten

ist, gilt

<—^—=k, 0 < k < oo3 M(py u) = \u{τ)\ mit |τ |=/o,

also

kpλ(l + (p)) = lθgM(p,u)^k>g\yi(z(τ))\ + Clog p.

Die Strecke z = log p+iφ, 0 ^ ^ < 2 ^ r , ist im Kreis Ul^log^o+2^ enthalten.

Daher gilt mit p = er

2π, yx)+C1r9 r>r0.

Daraus folgt wegen M(r, yx) ̂  e\s\rM{r, wx)

(5)

also λ{u) = 0. Das bedeutet, da u(t) eine lineare Differentialgleichung mit

rationalen Koeffizienten lost, daβ u(t) ein Polynom sein muβ. Aus dem

Verhalten von υx{t) in / = oo folgt nach (D") β^a. Damit ergibt sich nach (1)

und (4) fur jede von der subnormalen Losung wx(z) linear unabhangige Lδsung

w{z) m o

lim
r*->oo γ

Fur eine subnormale Losung wx(z) von (2)) gilt mit σ=n+s

w1(z) = e**(A0+A1e
z+ +Amemz), A,-Amψ 0.

Dieser Losung entspricht v1(t) = ta(AQ+A1t + +Amtm) von (Z)'). Hat

umgekehrt (Z)') eine Losung vx{t) dieser Form, dann ist wx(z) =v1(ez) eine subnor-
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male Losung von (/)). a ist eine Wurzel der Gleichung <;2+p(O)<r-|-#(O) = O.

Fur die Exponentialsumme

i ( ) Σ

lasst sich die Charakteristik angeben [4].

Es ist T(r,Wl)= l * l + l * + m | + m . r ( l + (r)), also

lim T(r9w1) _\a\ + \a+m\+m
r->co γ 2π

Im Falle σ=0 ist der Defekt δ(wu 0) des Wertes Null gleich Null, wahrend fur

a ψ 0 δ{wly 0) positiv ist:

ZusammengefaBt gilt der

SATZ: Die Differentialgleichung w"+v(ez)w'-\-q(ez)w~0 hat genau dann eine

subnormale Losung wt{z), wenn die Differentialgleichung

eine multiplikative Losung v1(t) = t"'Pm(t) zulasst, wo Pm(t) ein Polynom ist.

Ist

subnormale Losung, dann gilt fur die Charakteristiken T{r,wx) und T(r,w)9

w(z) m Cwx(z),

lim ι°ST(r9w) __^ H m T(r,wι) _ \*\ + \σ+tn\+m
r-+oo Y r->oo T 2τΓ

5. Fίir die Differentialgleichung w"+(—^—2ez^)wf+μezw=0, μ ein Para-

meter, lautet
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Die charakteristische Gleichung a(a—^-Λ = Ohatdie

Losungen ^ ( ί ) , die zu subnormalen ^Losungen wx(z) Anlass geben, existieren

genau dann, wenn fur ̂  = 0 μ = 2m und fiir a2=-~- /* = 2m+l ist, m=l, 2,

Die Differentialgleichung hat also genau dann subnormale Losungen, wenn μ

eine natiirliche Zahl ist. Sie lauten fur

μ = 2m w1{z)=A0+A1e
z+-+Amemz

Die von M. Frei betrachtete Differentialgleichung

-c2W = 0 gehtmit ζ = - z ,

W(ζ{z))=w{z) ύber in «ι"-«V-c2«/=0. Aus t2υ"+t{l-t)v'-c2υ = 0 folgt

σ = ±c. Diese Differentialgleichung (Z)') hat genau dann eine Losung

v1(t) = t'Pm(t)> wenn <τ=—m9m=l92> ist. Fur c2=m2 ist

Wl(2;) = e-~Pm(e*) und W(ζ) = C 0 + C 1 ^ + +Cwβ~c.

Die Differentialgleichung w"—ezw— c2w=0 geht mit t = e% w(z(t)) = v(t) = tc y(t)

ΐiber in eine konfluente hypergeometrische Differentialgleichung

ty"+(2c+l-t)y'-cy = 0.

Fur c = /i = l, 2, ist

^t-^F^-μ, 1-2̂ , ί),

ein Fundamentalsystem und daher

w1(2) = P > - ' ) , wί(2) = e-β0iU(«-') exp e*

ein solches von wf/—ezw'~μ2w=0.

oo ^n<?

Fur ^ = 0 ist Wi(«)=l, w;2(2;) = 2;+ Σ w > n ; e i n Fundamentalsystem.

Aus diesen Darstellungen ist zu ersehen, daβ fur c = l , 2, jede Losung von

w"—ez w'—c2w=0 periodisch mit der Periode 2πi ist. Hat umgekehrt diese

Differentialgleichung auch nur eine periodische Losung w(z)=w(z+2πi) & C,

dann folgt c = l , 2,
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