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SUR L'UNICITE DU CONE CONVEXE DIVISIBLE

CONSTITUE PAR DE NOYAUX DE

CONVOLUTION DE DIRICHLET

MASAYUKI ITO

§ 1. Introduction

Dans toute la suite Rn designera Γespace euclidien a dimension n
(^ 1). Pour un point x = (xl9 x2, , xn) de Rn, on notera \x\ = CC?=i ̂ D1/2

La coordonnee spherique dans Rn s'ecrira (r, σ). R+ designera Γensemble
{t e Rι t ^ 0}.

Rappelons qu'un noyau de convolution N sur Rn est une mesure (de
Radon) positive dans Rn dans la theorie du potentiel. Pour une mesure
reelle μ dans Rn, N*μ s'appelle le iV-potentiel de μ des que cette convo-
lution est definie au sens des mesures. Dans la theorie du potentiel, le
noyau de convolution de Hunt possede les proprietes definitives, qui
s'appelle souvent un "bon noyau".

Soit No un noyau de convolution de Hunt sur Rn. Dans Γarticle pre-
cedent [7], on definit un cone convexe de Riesz CR(NQ) relatif au noyau NQ.
Cela est, par definition, un cone convexe vaguement ferme de vertex 0,
forme par de noyaux de convolution sur Rn et verifiant les deux conditions
suivantes:

(a) CR(NQ) — {0} est forme par de noyaux de convolution de Hunt
sur Rn.

(b) CR(NQ) 3 NQ et a tout Γelement N Φ 0 de CΛ(JV0), on peut associer
un autre element N' Φ 0 de CR(N0) tel que N*Nf = Λ̂ o.

Des maintenant on dira qu'un cone convexe de Riesz relatif au noyau
No est un cone convexe divisible relatif au noyau NQ.

On a obtenu que, dans [6], il existe un seul cone convexe divisible
relatif au noyau newtonien G sur Rn (n ^ 3) constitue par de noyaux de
convolution sur Rn invariants par rotations. Voici un probleme si la
condition "invariance par rotations" peut etre evitee.
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128 MASAYUKIITO

Soit L un operateur differentiel elliptique et auto-adjoint d'ordre

^ 2 a coefficients constants. On supposera toujours qu'il existe le noyau

de convolution GL sur Rn s'annulant a Γinfiniυ tel que LGL = — e (au

sens des distributions), oύ ε est la mesure de Dirac a Γorigine. On

designera par (GLfP)p>0 la resolvante associee au noyau GL.

Le but de cette note est d'enoncer qu'un cone convexe divisible CR(GL)

relatif au noyau GL forme par 0 et de noyaux de convolution de Dirichlet

sur Rn est uniquement determine et que Γon a

CR(GL) = ice + J G L t P d v ( p ) ; c e R + e t ve M+(R+)

avec — dv(p) < oo 1 ,
J i 39 J

oύ M+(R+) est la totalite des mesures positives sur R+.

§ 2. Preliminaires

Commenςons d'abord avec la definition d'un noyau de convolution de

Dirichlet sur Rn. Un noyau de convolution N sur Rn est, par definition,

un noyau de convolution de Dirichlet si la transf ormee de Fourier N de N

est une fonction dans Rn et si 1/N est une fonction definie-negative et a

valeurs reelles (cf. [1]). Une fonction complexe et continue ψ dans Rn est,

par definition, definie-negative si Γon a: (1) ψ(0) ^ 0, ψ(—x) = ψ(#) ( v ^ e Rn).

(2) Quels que soient m, (#0Γ=i et (pd?-\ un entier > 0, une famille de

points de Rn et une famille de nombres complexes avec J]f=1 p€ = 0,

Σ?-i Σ7=i Ψ(^ - xOpifr ^ o (cf. [l]).

On rappelle que, d'apres le theoreme de Levy-Khinchine, une fonc-

tion definie-negative ψ sur Rn a valeurs reelles est de la forme

mm p

ψ(x) = c + Σi Σ atjXiXj + (1 - exp (—2π*f^Λx-y))dμ(y)
ί=i y=i J

pour tout x = (a?!, a?2, , ίcw) de i?71, oύ c est une constante >̂ 0,

Σ?-i Σ"-i <iijχiχj e s t une forme quadratique symetrique ^ 0 a coefficients

reels, x y est le produit scalaire de x et y dans i?71 et oύ μ est une

mesure positive en dehors de Γorigine avec —L^J— eίμ(#) < oo (cf. par
J 1 + |# | 2

exemple, [1]).

1 } Cela signifie que, quelle que soit / une fonction finie et continue a support com-
pact, Gχ*/(ίc) tend vers 0 avec \x\ -> oo.
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D'apres [2], on connait la remarque suivante:

Remarque 1. Soit N un noyau de convolution sur Rn. Alors pour
que N soit un noyau de convolution de Dirichlet, il faut et il suffit que
N soit symetrique par rapport a Γorigine et que N soit un noyau de
convolution de Hunt.

On rappelle qu'un noyau de convolution de Hunt N sur Rn est, par

definition, de la forme N = atdt, oύ (at)t^0 est une semi-groupe vague-
Jo

ment continue de mesures positives dans Rn avec a0 = ε.

PROPOSITION 1. Soit N un noyau de convolution sur Rn. Alors pour
qu'il existe la resolvante (Np)p^0 associee au noyau N, il faut et il suffit
que N soit un noyau de convolution de Hunt sur Rn ou bien 0.

Cela est obtenu dans [5]. Rappelons que (Np)p^0 est la resolvante
associee au noyau N si, pour tous p ^ 0, q > 0, Np — Nq = (q — p)Np*Nq

(Equation resolvante) et si \\mmNp = No = N (vaguement).
Pour une fonction definie-negative ψ sur Rn a valeurs reelles, il

existe une distribution u dans Rn symetrique par rapport a Γorigine et
a croissance lente, et une seule telle que ύ — — ψ (cf. par exemple, [3]).

PROPOSITION 2 (cf. [3]). Soit u une distribution dans Rn a croissance
lente. Pour que la transformee de Fourier —ude —u soit egale a une
fonctίon definie-negative sur Rn a valeurs reelles, il faut et il suffit que
u soit symetrique par rapport a Vorigine et que, quelle que soit φ de
CK = Cκ(Rn), u(φ) ̂  0 des que φ est reelle et φ(0) = max^(α ).

χeRn

On note ici 0% = C^{Rn) Γespace de (LF) usuel des fonctions infini-
ment derivables dans Rn a valeurs complexes et a support compact. Une
telle distribution u s'appelle un laplacien generalise symetrique sur Rn.

En le generalisant, on dit qu'une distribution u dans Rn est condi-
tionnellement positive si, quelle que soit φ de Cs, u(φ) ̂  0 des que φ ̂ > 0
et le support de φ, supp (φ), est contenu en dehors de Γorigine. Pour un
entier k^l,θk designera Γideal de C£ forme par de fonctions qui
s'annulent ainsi que leurs derivees d'ordre < k a Γorigine. On dit qu'une
distribution u dans Rn est fc-conditionnellement positive si, pour toute φ
de θ\ u(\φf) ̂  0.

PROPOSITION 3 (cf. [3]). Une distribution u dans Rn est conditionnelle-
ment positive si et seulement s'il existe un entier k ^ 1 tel que u
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soit k-conditionnellement positive.

Cela est un resultat immediat du fait que toute la distribution est

localement d'ordre fini. Pour discuter une generalisation du theoreme

de Bochner, on definit une distribution fc-conditionnellement de type

positif, d'apres C. S. Herz [3]. Pour un entier k ^ 1, on designe par θk

Γensemble des fonctions φ de Cj telle que xaφ(x)dx = 0 pour tout le

multi-indice a = (al9a2, ••-,«») avec \a\ = 2ϋ?-iα« < ^ On dit qu'une dis-

tribution u dans Rn est fc-conditionnellement de type positif si, quelle

que soit φ de θk, u*φ*ψ(ϋ) ;> 0, oύ φ(x) = p(—#).

PROPOSITION 4 (cf. [3]). Soiί fc ^^ entier ^ 1. AZors Zes de^ίc enonces

suivants sont equivalents:

(1) v esί une distribution k-conditionnellement de type positif.

(2) v — Uy oύ u est une distribution k-conditionnellement positive

dans Rn a croissance lente.

On connaίt, d'apres C. S. Herz [3], que tout Γelement de θk est de la

forme explicite suivante:

PROPOSITION 5. θk est un ideal de convolution de 0% et

θk = ( Σ DaQ« I a = («i> > an)' multi-indice, gaeC%) ,

oύ

D
dxpdx? a^»

D'apres les presentes propositions, on obtient le corollaire suivant:

COROLLAIRE 1. Soient ψ ^ne fonction continue au sens large dans

Rn et k un entier 2>1. Si v = ψ(x)dx est une distribution k-conditionnelle-

ment de type positif dans Rn, alors vx = ψ(x, 0, , 0)dx est aussi une

distribution k-conditionnellement de type positif dans R1 des que vx definit

une distribution dans R1.

En effet, θk etant un ideal de convolution de C%, on obtient que,

pour toute φ de C£, la distribution vψ = ψ*φ*φ(x)dx est aussi une

distribution fc-conditionnellement de type positif. Posons ΨUφ(x)

= Λlr*φ*φ (x,0, ,0) dans R1. On a, pour toute / de C£,
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0 s » ( έ ) ( i
Done la fonction (—ΐ)k(d2k/dxlk)ψ*φ*φ est de type positif daiis Rn, et par

suite (—l)k(d2k/dx2k)ψUφ est aussi une fonction de type positif dans if1,

car

d 2 k φ ( x , 0 , • . .,0) = -^l-ψlff(aj)

dans if1. La fonction ^ etant quelconque, la distribution (—l)k(d2k / dx2k)v1

est de type positif dans if1, et par suite, d'apres la proposition 5, on a,

pour toute / de θk{Rι), ^ i*/*/(0) >̂ 0, d'oϋ vx est fc-conditionnellement

de type positif dans if1.

Rappelons ensuite le theoreme de Bernstein (cf. par exemple, [81).

PROPOSITION 6. Soit φ une fonction infiniment derivable dans (0, + oo)

a valeurs reelles. Alors pour que φ soit completement monotone; e'est-

ά-dire, pour tout Γentier m ^ 0, (—l)m(dm/dtm)φ ^ 0 dans (0, +co), il faut

et il suffit que φ soit de la forme φ(t) = exp (—ts)dv(s) dans (0, +oo),

oil v est une mesure positive sur R+.

Dans ce cas, v est uniquement determinee, d'apres Γinjectivite de la

transformation de Laplace. D'apres la proposition 6, on obtient le corol-

laire suivant:

COROLLAIRE 2. Soient a une constante ^>Qetκ une mesure positive

sur R+. Alors pour que, pour tout Γentίer m ^ 0, {—{djdt — a)}mκ ^ 0

au sens des distributions dans (0, +oo), oύ { — (d/dt) — a}°κ — K, il faut

et il suffit que K soit de la forme

= cε + M exp (—pt)dv{t)\dt ,

oil c est une constante ^ 0 et oil v est une mesure positive sur R+ portee

par [a, +oo).

En efFet, la condition est evidemment suίRsante. On montrera son

inverse. II existe une constante c > 0 et une fonction infiniment derivable

φ ^ 0 dans (0, + oo) avec φ(t)dt < + oo telles que K — cε + ω(t)dt. On
Jo

a, pour tout Γentier m ^ 0, {—(d/dt) — a}mφ(t) ^ 0 dans (0, +oo). II est
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facilement montre, par recurrence pour k, que pour tous les entier

m :> 0, k ^ 0 et pour tout b avec 0 <; b ^ a, {-(d/dt) - δ}*{-(d/dί)-α}>(0

>̂ 0 dans (0, + oo), d'apres

( ή \k+1/ ή \ m / ή \ k / ή \m+i

d ί / \ d t ) ψ \ d t ) \ d t I ψ

+ (α - &)(-— - bΫ(-— - α^α> .

Done, d'apres la proposition 6, il existe une mesure positive v dans R+

telle que Γon ait φ(t) = exp(—pt)dv(p) dans (0,+oo). On a ensuite

{ — (d/dt) — o]φ{t) — exp (—pί)(2> — a)dv(p), et done (2? — α)dy(p) doit etre

une mesure positive sur R+, d'oύ v est portee par [α, +00).

Dans ce cas, c et v sont aussi uniquement determinees.

§ 3. Notre theoreme principal

On preparera d'abord quelque lemmes suivants.

LEMME 1. Soίt ψ une fonction definie-negatίve dans Rι a valeurs

rέelles. Pour que, pour tout Ventier m ^ 0, (—I)m+I\t\2mψ(t)dt soit condi-

tionnellement de type positif dans R\ il faut et il suffit que

f( l
J \ p +

4ττ 2 ί 2

oύ Ci (i — 1,2) βsί ^tie constante ^ 0 et oύ a est une mesure positive

dans (0, + 00).

De la meme maniere que ci-dessous et d'apres le corollaire 2, le

lemme suivant a lieu.

LEMME V. Soient ψ la meme que ci-dessus et a une constante Ξ> 0.

Alors pour que, pour tout Ventier m >̂ 0, (—l)m+1(|ί|2 + a)mψ(t)dt soίt

condίtionnellement de type positif, il faut et il suffit que ψ soit de la

meme forme que dans le lemme 1, oύ cx >̂ c2*J~aet v est portee par

y~a, 00).

En general, on dit qu'une distribution v dans Rn est conditionnelle-

ment de type positif s'il existe un entier k ^ 1 telle que v soit fc-condi-

tionnellement de type positif.
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Demonstration du lemme 1. Montrons cΓabord que la condition est
neeessaire. D'apres le theoreme de Levy-Khinchine, ψ est de la forme

ψ(t) = cx + c2t
2 + ί(l - exp (-

dans R1, oύ ct (i = 1,2) est une constante ;> 0 et oύ μ est une mesure
positive en dehors de Γorigine symetrique par rapport a Γorigine avec

—LJ dμ(t) < +oo. Soit u le laplacien generalise symetrique sur R1

J 1 + \t\2

tel que u— —ψ. Alors u = μ en dehors de Γorigine. D'apres notre
hypothese et la proposition 4, pour tout Γentier m ;> 0, la distribution
(d2m/dt2m)u est conditionnellement positive dans R1, et par suite d2mu/dt2m >̂ 0
au sens des distributions en dehors de Γorigine. Done il existe une
fonction infiniment derivable φ dans (0,+oo) telle que μ = φ(\t\)dt en
dehors de Γorigine et pour tout Γentier m ^ 0, (d2m/dt2m)φ(t) ^ 0 dans

Γ°° Γ°° ά 2

(0, +oo). D'apres ψ(t)dt ~ dμ < +oo et —-φ ^ 0 dans (0, +oo), on
a (d/dt)φ <z 0 dans (0,+oo), et par suite lim^+oo φ(t) — 0. Done, pour
toute / ;> 0 de Cχ(Rι) et pour tout Γentier m ^ 0,

Km f (- = 0 .

D'apres cette egalite et (d2(m+1)/dt2(m+ι))φ ^ 0 dans (0, +oo), on a
(d2m+1/dt2m+1)φ ^ 0 dans (0, +oo). En utilisant la proposition 6, il existe
une mesure positive v sur R+ telle que Γon ait

φ(t) = exp( —ίs)ώ(s) dans (0, +oo) .

D'apres lim^+^^CO = 0, on a v({0}) = 0. Par consequent, on a

φ(f) = c, + c2t
2 + ί ί ( l - exp (-2πV^ϊts))ϊ exp (—|s| p)dv(p)ds

J J J

= Cj + c2£
2 + (1 ~ exp (—2TΓΛ/ — lίs)) exp (—p \s\)dsdv(p)

= cx + c2£
2 + I (I ί1 — e χ P (—2ττyr::Tis)) exp (—

+ (1 — exp (2τrV — lίs)) exp
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= C
c2t

2 + f( 2. - 2\ )dv(p)
J\p p2 + 4ττ2f /

= Ci + c2t
2 + (Yl - P )da(p) ,

J \ p + AπΨ/

oύ a est une mesure positive dans (0, + oo) definie par fda

f 2
— f(t2)—dv(t) pour toute la fonction finie et continue / dans (0, + oo)

J v

a support compact.
Supposons reciproquement que, avec deux constantes cx ̂  0, c2 ̂ > 0 et

une mesure positive a dans (0, + oo), ψ(t) = cγ + c2t
2 + (1 — ^ )da(p).

J\ p + 4πΨ/

Evidemment (cγ + c2f + (1 — \da(p))dt converge vers ψ(t)dt
\ J i/m \ p + 4ττ2£2/ /

au sens des distributions dans Rι avec m—> +oo. Done on peut supposer

que a est a support compact, et par suite

c2t
2 ί ^

J p + A

oύ £(,:=£!+ da. Done il est evident que la distribution — ψdt est

1-conditionnellement de type posititif dans RK Soit u le laplacien

generalise symetrique sur R1 tel que u = — ψ. On a, pour tout Γentier

m ^ 1,

dt

= (-l)w+1(4ττ2ί2)w(c0 + c2t
2) + Σ ( - l ) m + 1 - i ( 4 ^ 2 ) w " i W

i = l J

C /y^m + l

+ * Λ JrtP),
J p + 4ττ2f

et done, avec le noyau de convolution Gp sur Rι tel que Gp — l/(p + 4πΨ)

(VP > 0),

dt2(m+1) dt2m = ί \ J / d ί 2 ' "
u c 2 ε C0

dt2m dt2(m+1) dt2m
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Par consequent, (d2m/dt2m)u est conditionnellement positive (precisement,

(m + l)-conditionnellement positive) dans R1. D'apres la proposition 4,

la distribution (—I)7rι+It2mψ(t)dt est conditionnellement de type positif dans

R\ La demonstration est ainsi complete.

Le lemme suivant resultera du lemme 1 et du corollaire 1. On designe

par Slt0 la sphere d'unite de centre 0 et par ikf+((O, +oo)) la totalite des

mesures positives dans (0, +oo).

LEMME 2. Soit ψ une fonction definίe-negative dans Rn (n >̂ 1)

a valeurs reelles. Si, pour tout Ventier m >̂ 0, la distribution

(—l)m + 1 \x\2mψ(x)dx dans Rn est conditionnellement de type positif, alors

il existe une constante c >̂ 0, une fonction non-negative, finie et continue

q(σ) sur Slt0 et une famille (aσ)σeSl0 dans M+((0, +oo)) telles que

= f(r,σ) = c + q(σ)r2

p + Aπ2r2

En effet, pour tout σ de Suo,ψσ designe la fonction obtenue de ψ

par la rotation de σ. Alors ψσ est aussi definie-negative et a valeurs

reelles. Pour tout Γentier k ^ 1, θk etant invariant par rotations, la

distribution (—l)m + 1 \x\2mψσ(x)dx dans Rn est aussi conditionnellement de

type positif. Posons ψaΛ(t) = ψσ(t, 0, , 0) sur R1 alors ψσΛ est definie-

negative dans if1. D'apres le corollaire 1, pour tout Γentier m ^ 0,

(—I)m+ιt2mψσfl(t)dt est une distribution conditionnellement de type positif

dans if1, et alors, d'apres le present lemme 1, il existe deux constantes

chσ ^ 0, c2>σ ̂  0 et une mesure positive oda dans (0, +oo) telles que

f ( l
J \ p

Ψ..i(ί) = c1>0 + c2j
2

D'apres ψσΛ(0) = ψ(0), cUσ ne depend pas de σ, et done on pose c = cUσ.

Par consequent, il existe une fonction non-negative q(σ) sur Sί>0 et une

famille (aσ)σeSl0 dans M+((0, +oo)) telles que

ψ(r,σ) - c + q(σ)r2

p + 4π2r2

Rappelons le theoreme de Levy-Khinchine et le lemme 1 alors on a,

pour tout σ de Slf0,

Kmm 1 f( l - v

 22)da,(p) = 0 ,
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et done, en utilisant encore le theoreme de Levy-Khinchine, il existe une

mesure positive μ dans Rn — {0} telle que

ί i |fl?l,8 Λ ^ < °° e t ί ( χ ~

p + 4π2

oύ x = (r,σ). Done la fonction (1 — ^ )d#«,(p) de (r,σ) est ίinie
J V p + 4τr2r2 /

et continue dans Rn, et par suite la continuite de q en resulte.

LEMME 3. Soient L un operateur differentiel elliptique et auto-adjoint

d9ordre ^ 2 d coefficients constants et GL le noyau de convolution sur

Rn s'annulant a Vinfini tel que L(xL = —ε.2) Soit N un noyau de convolu-

tion Φ 0 sur Rn symetrίque par rapport a Vorigins et s'annulant a Vinfini.

Alors pour que la distribution LN soit conditionnellement positive, il faut

et il suffit qu'il existe un noyau de convolution de Dirichlet 2VΊ sur Rn

tel que N*NX = GL. Dans ce cas, Nλ est uniquement determine.

k d2

Remarque 2. Soient k un entier avec l<k<netL = Jn

ι —— — a:

supposons qu'il existe un noyau de convolution GL sur Rn s'annulant a

Γinfini tel que LGL = —ε. Soit ensuite N un noyau de convolution sur

Rn s'annulant a Γinfini. Si LN est conditionnellement positive, alors

supp (N) cz{x = (x19 x2,- , xn) e R n xk+1 = = xn = 0}.

En effet, on connaϊt bien supp (GL) c {x = (x19 , xk, 0, , 0) e R71}.

Pour une fonction finite et continue / >̂ 0 dans Rn a support compact,

GL*f(x) > 0 dans {x e Rn f(x) > 0}, car supp (GL) 3 0. Done, pour toute

la fonction finie et continue g >̂ 0 dans Rn a support contenu dans

{x e Rn f(x) > 0}, il existe une constante ag > 0 telle que N* g{x) ^ agGL * f(x)

sur supp(^). N*g etant L-sous-harmonique en dehors de supp (g) et

ayant lim,a.,_.ooΛΓ*flr(α0 = 0, N*g(x) ^ agGL*f(x) dans jRn. La fonction #

etant quelconque, on a supp (N*f) c supp ( G L * / ) , d'oύ supp (N) c

supp (GL).

Montrons le lemme 3. S'il existe un noyau de convolution de Dirichlet

Λ/Ί sur Rn tel que N*Nι = GL, alors (LN)^N1 = — ε, et par suite LiV est

un laplacien generalise symetrique sur I?71, d'oύ la condition est suffisante.

2) II est bien connu que G^ est uniquement determine.
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On obtient, en meme temps, Γunicite de Nx. Supposons reciproquement

que LN est conditionnellement positive. Si L est constant, alors notre

enonce est evident. Done, d'apres la remarque 2 et en utilisant une

certaine transformation lineaire de Rn a lui-meme on peut supposer que

L est uniformement elliptique. N est absolument continu (par rapport

a la mesure de Lebesgue) en dehors de Γorigine. Rapplons le lemme

suivant, qui est obtenu pour un noyau d'un cadre plus large dans [4].

LEMME 4. Soit N un noyau de convolution sur Rn symetrique par

rapport a Vorigine et absolument continu en dehors de Vorigine. Alors,

pour une constante c > 0, une fonction non-negative, mesurable et locale-

ment bornee u dans Rn et pour un compact K dans Rn, il existe une

fonction non-negative, mesurable et bornee fCfU,κ dans Rn portee par K

telle que Von ait NfCtUtK + cfC)UtK ^ u presque partout {note p.p.) sur K

et NfCtUtK + cfCtU>κ = u p.p. sur {xeRn; fc,u,Λ
χ) > 0}

On note ici NfCtUtK la densite de la mesure N*(fCtU>κdx) par rapport

a la mesure de Lebesgue.

Continuons la demonstration du lemme 3. Soient φ une fonction

non-negative, finie et continue dans Rn a support compact telle que

φdx = 1 et J?m>0 la boule ouverte de centre 0 et de rayon m posons

φm(x) = mnφ(mx). Pour trois entiers j > 0, k > 0, m > 0 et pour un

nombre p > 0, on designe par fjtkf7ίltP la fonction obtenue dans le lemme

4 pour le noyau de convolution N + pGL sur Rn, c — 1/fc, u = GL*φm et

pour K = BjtQ. On peut ecrire N = as + K(x)dx, oύ a et K sont respec-

tivement une constante non-negative et une fonction non-negative et

localement sommable dans Rn. On a

K*fj,k,m,p ^ GL*φm - pGL*fjtΊCtm>v p.p. sur {xeRn;fj>k>m>p(x) > 0} .

D'apres la continuite de K*fjtktΊϊltV, la presente inegalite a lieu partout

sur le support supp (fj,k>m,pdx). Ayant lim,^,^ K*fjtktm>p(x) = 0 et

^*/^,fc,m,p etant L-sous-harmonique en dehors de supp {f^ic^^dx), on a

'jtk,m,p ^ GL*φm - pGL*fj>k>m,p sur Rn ,

et par suite

(N + pGL)fjtk>m>p + —fjtk,m§p ^ GL*φm p.p. sur Rn

rC
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(N + pGL)fj,ktm,p + Ύfjlktm,p = GL*φm p.p. sur B^o .

En faisant m —» + oo et ensuite fc—> + oo, on obtient qu'il existe une mesure

positive μjtP dans Rn portee par BjtQ telle que, au sens des mesures,

(N + pGL)*μJtP£GL dans Rn ,

(N + pGL)*μj,p = GL dans £ i f 0 .

D'apres pGL*μJtP ^ (?/,, o n a p d/^,p ^ 1. Soit 2V£° un point vaguement

adherent de (μjiP)~=ι lorsque /—• oo alors, d'apres Γhypothese que N + pGL

s'annule a Γinίini, on a

(N + pGL)*N™ = GL dans Rn .

On a aussi p diV^ ^ 1. On obtient ainsi une famille (NV

X))V>Q de noyaux

de convolution sur Rn symetriques par rapport a Γorigine. On a, pour

tous p > 0 et q > 0,

GL*N? = (2V + qGL)*N^*N^ = (1ST + pGL)*N™*N™

et done

Ayant Λ7" ̂ = 0 et {Np

λ))p>{) etant croissante avec p |0, on obtient que A/Ί

= limpιoiVj,1) definit un noyau de convolution sur JR7* symetrique par rapport

a Γorigine et que {Np

x))v>0 est la resolvante associee au noyau N19 oύ

N^ = Ni. D'apres Nλ Φ 0, Nλ est un noyau de convolution de Dirichlet

sur Rn (cf. la remarque 1 et la proposition 1). On a evidemment N*Nγ<^GL

dans Rn. Soient m un entier positif et vm la mesure positive dans Rn

portee par Sm>0 telle que GL*vm = GL sur CBm>Q. Alors la famille

(N*N(

p

1)^(ε — vm))p>{i converge vaguement vers GL*(ε — vm) dans Rn avec

p -> 0. Ayant supp (iV*(ε — î )+) c JBTOf0, on obtient

dans Rn. En faisant m-> oo, on arrive a Γegalite N*Nλ = GL, d'oύ la

condition est necessaire.

On note DL(Rn) Γensemble forme par tous les noyaux de convolution

de Dirichlet N sur Rn tels que LN soit conditionnellement positive.
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COROLLAIRE 3. A tout Velement N de DL(Rn), on pent assocίer

unίquement un autre element N' de DL(Rn) tel que N*N' = GL.

De la meme maniere que pour le laplacien ordinaire (cf. [6]), on dit

que, pour un operateur elliptique differentiel et auto-adjoint L d'ordre

^ 2 a coefficients constants, un noyau de convolution N sur Rn est com-

pletement L-sous-harmonique si, pour tout Γentier m ^ 0, LmN est condi-

tionnellement positive, oύ UN = N, L1 = L et Lm = Lm~ιL Cm ^ 2).

LEMME 5. Soίent N un noyau de convolution sur Rn symέtrίque

par rapport a Γorigine et s'annulant a Uinfini, et a une constante >̂ 0.

On suppose que si n = 1,2, alors a>0. Si N est completement (Δ — a)-

sous-harmonique, oil Δ est le laplacien ordinaire sur Rn, alors il existe

une constante c Ξ> 0 et une famille (aσ)σeSl0 dans M+(R+) telles que

N(x) = N(r,σ) = c + f
J p +

\^daσ(p) .
4π2r2

Dans ce cas, la famille (aσ)σeSl0 est unique et, pour tout σ de Slt0,

supp (aσ) C [α, oo).

En eίfet, soient b une constante avec 0 ^ b <Ξ a et k un entier ^ 0.

Si, pour tout Γentier m ^ 0, (Δ — a)m(Δ — b)kN est conditionnellement

positive, alors, d'apres

(Δ - a)m(Δ - b)k+1N = (a - b)(Δ - a)m(Δ - b)kN + (Δ - a)m+ί(Δ - b)kN ,

(Δ — a)m(Δ — b)k+1N Test aussi. Done, pour tous les entiers m >̂ 0, k ^ 0

et pour tout b avec 0 ^ b ^ a, (Δ — a)m(Δ — b)kN est aussi conditionnelle-

ment positive. Soit b une constante telle que O ^ δ ^ α o u bien 0 < b <̂  a

d'accord avec n ^ 3 ou bien n = 1,2. D'apres Γexistence du noyau de

convolution s'annulant a Γinfini Gb sur Rn avec (Δ — b)Gb = —ε et le

lemme 3, il existe une fonction definie-negative ψb dans Rn telle que

N(x) = ψδ(^)/(4ττ2 \xf + b). Pour n = l,2, en faisant b—>0, on obtient aussi

qu'il existe une fonction definie-negative ψ0 dans Rn a valeurs reelles

telle que N(x) = ψo(^)/4ττ21^|2. D'apres la proposition 4, pour tout Γentier

m ^ 0, (—l)m \x\2m N(x)dx est conditionnellement de type positif, et par

suite (—l)m + 1 \x\2m ψQ(x)dx Test aussi. D'apres le lemme 2, il existe une

constante cλ ^ 0, une fonction finie et continue q(σ) ^ 0 sur AS1)0 et une

famille (</σ)σeSltQ dans M+(0, oo) telles que
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= ex + q(σ)r2 + (Yl -
J \ p + 44π2r2

La fonction ψo(^)/l^l2 etant de type positif, pour tout Γentier m ^ 0,
ψQ(mx)/m2 \x\2 Test aussi. Faisant ra—>oo, on obtient que la fonction
q(σ) de (r,σ) est de type positif, d'oύ q(σ) est constante ;> 0. Posons
c = q(σ)/4π2 et aσ = cxε + oίσ alors aσ e M+(2?+) et

iVW = iV(r,σ) = c + ί L ^ d α # ( p ) .

Voyons Γunicite de (̂ J^-si.o Soient c; une constante ^ 0 et (α£),e5li0

une famille de M+(R+) telles que N(r,σ) = c7 + ί cfoC(p). En fai-
J p + 4ττV2

sant r-> +oo, on obtient c = cr. Ayant, pour tout a de SίfQ,

f W r ώ ^ = f00 ί e χ P (- 4^ 2^) e χ P (-Pt)d*.(p)dt
J p + 4ττ2r2 Jo J

et

Γ f exp (-4ττ2r20 exp (~pt)daXp)dt

= Γ f exp (-4τr2r2ί) exp (-pt)da'σ(p)dt ,

on obtient, d'apres Γinjectivite de la transformation de Laplace,

I exp (—pt)daσ(p) — exp (—pt)doίσ(p)

dans (0, oo), et encore, de la meme maniere, aσ = oίa.
Voyons finalement supp (aa) c [a, oo). Pour tout Γentier m ^ 0, la

distribution (—l)m+1 \χ\2m ψa(x)dx etant conditionnellement de type positif
et ayant

ψa(r,σ) = (4τr2r2 + ά)N(r,σ)

= c(4ττ2r2 + α) + (Yl - P ~ ^ 2 W ( y ) ,
J \ p + 4π2r2 /

on obtient, d'apres le lemme 2 et la presente unicite, (p — a)daσ(p) est
une mesure positive, d'oύ supp (aσ) c [α, oo).

D'apres les presents lemmes, on obtient la proposition suivante:

PROPOSITION 7. Soίt L un operateur differentiel elliptique d'ordre
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^ 2 d coefficients constants et supposons qu'ίl exίste le noyau de convo-

lution GL sur Rn s'annulant a Vίnfinί avec LGL = — e. Soit N un noyau

de convolution sur Rn symέtrique par rapport a Vorigine et s'annulant

a Γinfini. Alors pour que N soit completement L-sous-harmonique et que,

pour tout Γentier m ^ 0, il exίste une constante cm > 0 telle que LmN

:g cmGL au sens des distributions en dehors de Vorigine, il faut et il suffit

que N soit de la forme

N = cε +J GLfPdv(p) ,

oύ c est une constante ^ 0 et oύ v est une mesure positive sur R+ telle

que, quel que soit m un entier ;> 0, pmdv(p) < + oo .

On rappelle que (GL>P)PZO est la resolvante associee au noyau GL.

Demonstration. Pour tout p > 0 et pour tout Γentier m ^ 0, on a

LmGL)P = pmGLfP ^ pmGLiP en dehors de Γorigine, et done il en resulte

immediatement que la condition est suffisante.

Montrons que la condition est necessaire. De la meme maniere que

dans le lemme 3, on peut supposer que L est uniformement elliptique.

D'apres une certaine transformation lineaire de Rm a lui-meme, on peut

supposer L = Δ — a, oύ a est une constante ^ 0 d'apres Γexistence de

GL. D'apres LmN ^ cmGL en dehors de Γorigine, il existe un noyau de

convolution N(m) sur Rn tel que, quelle que soit une fonction φ finite et

continue dans Rn a support compact, φdN{m) = φ(x)d(LmN)(x). Pour
J J | « | > 0

tout Γentier m ̂  0, N(m) est symetrique par rapport a Γorigine et com-

pletement L-sous-harmonique. iV(w) s'annulant a Γinfini et LN(m) etant

un laplacien generalise symetrique sur Rn, on obtient d'apres le lemme

3 et theoreme de Levy-Khinchine,

\x\>
:d(LN(m))(x)

>o 1 + \X\

Done, pour tout Γentier m ^ 1, dN(m) < oo. —LN etant definie-nega-

tive et a valeurs reelles, et pour tout Γentier m ^ 1, la fonction Nimx)

de x etant de type positif, il existe deux constantes c1 ^ 0 et c2 ̂  0 telles

que
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-LN{x) = ct + c2 \x\2 + J dN{1) - jvfya) .

D'autre part, d'apres le lemme 4, il existe uniquement une constante
c ^ 0 et une famille (aσ)σeSl0 de mesures positives sur R+ portees par
[α, oo) telles que

N(r, σ) = c + f \--daXp) .
J p + 4ττ2r2

Soitαi la mesure obtenue de aσ par la translation de — α. On a alors

LN(r,σ) = — (4π2r2 + ά)N(r,σ)

- a) + \ ( P, ~ ^ 2 -

ί( p

J \ p + a + 2 2

Par consequent, on a da'p < + oo et

&>(r,σ) = f t
J p + a +

Par recurrence, on obtient que, pour tout Γentier m ^ 1,

N^m)(r,σ) = f , P " , 2 2 ^ ( P )
J p + a + 4τr2r2

Remarquons ici que Nim) est finie et continue a Γorigine; alors on a,

pour tout σ de Sj 0, — da'Xp) < + oo et -J- dc/σ(p) ne depend pas
J p + a J p + a

de σ. Par consequent, pour tout έ^O, Γintέgrale I exp(—pt)—-—da'Xp)
J p + a

est finie et ne depend pas de a, D'apres Γinjectivite de la transforma-
tion de Laplace, la restriction de dσ dans (0, oo) ne depend pas de σ.
En utilisant encore le lemme 4, il existe une mesure x/ sur R+ avec
i/({0}) — 0 et une fonction finie continue q(σ) ̂  0 sur Suo telles que

N(r,σ) = c + q^22 + f l ^ d ; / ( p ) .
a + 4ττ2r2 J p + a + 4π2r2

En appliquant le theoreme de Levy-Khinchine a la fonction definie-nega-

tive —LN(x), on obtient que q(σ) est constante. En posant v = g(σ)ε + ι/,
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on obtient N(x) = c + dv(p), d'oύ

J p + a + 4τr2|#|2

2V = cε + GLfPdv .

La demonstration est ainsi complete.

Soient L et GL les memes que ci-dessus. On note CR)b(GL) la totalite
des noyaux de convolution completement L-sous-harmoniques N sur Rn

symetriques par rapport a Γorigine tels que, pour tout Γentier m Ξ> 0, il
existe une constante cm > 0 verifiant LmN ̂  cmGL en dehors de Γorigine.
Posons CR(GL) = CRtb(GL), oύ Γadherence est au sens de la topologie
vague.

COROLLAIRE 4. Soίί N un noyau de convolution sur Rn. Alors pour
que N appartienne a CR{GL)f il faut et il suffit que N soit de la forme

N = cε + ί GL>pdv(p) ,

oύ c est une constante ^ 0 et v eM+(R+), et tout Γelement de CB(GL) est
un noyau de convolution de Dίrichlet sur Rn ou Men 0.

Demonstration. On connaϊt deja que si, pour ceR+ et veM+(R+),

N = cε + GL)Pdv(p), alors N est un noyau de convolution de Dirichlet

sur Rn ou bien 0 (cf. par exemple, [5]), et done il suffit de voir la
premiere partie. La condition est evidemment suffisante, et on montrera
seulement que la condition est necessaire. Voyons d'abord que tout
Γelement N de CR(GL) s'annule a Γinfini. On choisit une suite (2Vm)~=1

de CRtb(GL) qui converge vaguement vers N avec m—>oo. Soit / une
fonction ^ 0, ίinie et continue dans Rn a support compact alors il
existe une f onction ίinie et continue g ^ 0 dans Rn a support compact telle
que N*f<GL*g sur supp(/). La suite (iVm*/)~=1 converge uniforme-
ment vers N*f sur tout compact, et done il existe un entier m0 ̂ > 1 tel
que, quel que soit m ̂ > m0, iVm*/ <; GL*g sur supp (/). Nm*f etant L-
sous-harmonique en dehors de supp (/) et ayant lim^,..^ Nm*f(x) = 0,
on obtient Nm*f t^GL*g sur Rn. En faisant m-* oo, on arrive a N*f
^GL*g sur Rn, d'oύ N s'annule a Γinfini. De la meme maniere que dans
le lemme 3, on peut supposer L = Δ — α, oύ aeR+. Alors tout Γelement
N de CR(G) est invariant par rotations et pour tout Γentier m ̂  0, LmN
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est conditionnellement positive. D'apres le lemme 4, il existe une mesure

positive 1/ sur R+ portee par [a, 00) et une constante c ^ 0 telle que N(x)

f 1
= c + \ dvf(p). Soit v la mesure obtenue de 1/ par la transla-

J p + 4π2 |x|2

tion de — a; alors on a

N = cε + ί GLtPdv(p) ,

d'oύ le corollaire 4.

Nous ne connaissons pas maintenant si CR(GL) est egal a la totalite

des noyaux de convolution completement L-sous-harmoniques dans Rn

symetriques par rapport a Γorigine et s'annulant a Γinfini.

D'apres le corollaire 4 et une proposition generate obtenue dans [6],

on obtient le corollaire suivant:

COROLLAIRE 5. Soίent L et GL les memes que ci-dessus. Alors

CR{GL) est un cone convexe vaguement ferme de vertex 0, CR{GL) a GL

et9 pour tout Velement N -ψ 0 de CB(GL), il existe un αutre element N' Φ 0

de CR(GL), et un seul tel que N*N' — GL.

On notera, pour un entier m ^ 1, (Rm)+ = {p = (pί9 , pm) Piβ R+

(i — 1,2, « ,m)}. On supposera toujours que L et GL sont les memes

que ci-dessus. Soient N un noyau de convolution sur Rn et (Np)pe υ (Rm)+

une famille de noyaux de convolution sur Rn. On dira que cette famille

sera une classe divisible associee au noyau N relativement au noyau GL

si ΛΓ0 — N, (Np)p^0 est la resolvante associee au noyau N et si, pour tout

Γentier m ^ 1, N<Plt...tPm)*N(pι,...,Pm,o) = GL et (N{pu...iPmiP))p^0 est la resolvante

associee au noyau N(Pu...tPm). II est evident que pour un noyau de con-

volution N sur Rn, une classe divisible associee au noyau N relative-

ment au noyau GL est unique lorsqu'elle existe.

Rappelons encore la definition d'un cone convexe divisible CB(GL)

relatif au noyau GL. Cela est, par definition, un cone convexe vaguement

ferme de vertex 0 forme par de noyaux de convolution sur Rn et verifiant

les deux conditions suivantes:

(a) CR{GL) — {0} est forme par de noyau de convolution de Hunt

sur Rn.

(b) GL e CR(GL) et pour tout N Φ 0 de CR(GL), le noyau de convolu-

tion dual 2V7 de N relativement au noyau GL appartient a CR(GL).
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Lorsque, pour un noyau de convolution N sur Rn, il existe un seul

noyau de convolution N' sur Rn verifiant N*N' = GL,N' s'appelle le

noyau de convolution dual de N relativement au noyau GL.

Remarque 3. Soient L et GL les memes que ci-dessus, et CR(GL) un

cone convexe divisible relatif au noyau GL. Alors, pour tout N Φ 0 de

CR(GL), il existe la classe divisible associee au noyau N relativement au

noyau GL.

En effet, il est deja connu que, pour un noyau de convolution N

appartenant a CB(GL), la resolvante associee au noyau N est aussi

contenue dans CR(GL) (cf. [7]). En utilisant la condition (b) et par re-

currence, on obtient facilement la remarque 3.

Remarque 4. Soit N un noyau de convolution sur Rn et supposons

qu'il existe la classe divisible (Np)pe u (Rm)+ associee au noyau N relative-

ment au noyau GL. Alors, pour tout Γentier m ^ 1 et pout p = (p19 ,

pm) de (RmV, en posant, pour q = (qu - ., qk) de I J ^ i (Rk)+,

7

u («*)+ e s t l a classe divisible associee au noyau Np relativement au

noyau GL.

Soient N un noyau de convolution sur Rn et (Np)pe Ό (Rm)+ la classe

divisible associee au noyau N relativement au noyau GL. Soit (Pi)?=1

une famille de m nombres > 0. On dira qu'un noyau de convolution M

sur Rn sera un noyau de convolution divisible defini par N et (Vi)?=i s'il

existe une famille (c^JLi1 de constantes > 0 telle que

m-l

M = Pi VmN*N(QM*. . *iV(o,Pl,...,pm) + g CiΛΓ(OfPl,...lP<)* *N ( 0 , P l . . . . f f t . ,

sur Rn.

PROPOSITION 8. Soient m un entier ^ 1 et (vdT-i une famille de nom-

bres > 0. Alors il existe une famille (cJJLi.1 de constantes > 0 dependant

seulement (Pi)?=1, et une seule telle quey pour tout GL, tout le noyau de

convolution No sur Rn tel qu'il existe la classe divisible (Np)pe Ό (Rm)+

associee au noyau No relativement au noyau GL et pour tout Γentier k

avec 0 <̂  k ^ m — 1, LkM/pl p\ soit egal a un noyau de convolution

divisible defini par N{OtPlt...tPk) et (Pi)^k+ι en dehors de Vorigine, oύ
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m - 1

le cas oύ k = 0, ow suppose que pi - - - pi et (0, Pi, , pΛ

respectivement egals a 1 et 0.

Montrons cette proposition par recurrence pour m. II est evident

que notre enonce a lieu dans le cas oύ m = 1. Supposons que dans le

cas oύ m = s ( ^ 1 ) , notre enonce a lieu pour tout la famille de s nom-

bres > 0. Soit {pdltl une famille de nombres > 0. On designe par

(cj)jli la unique famille de constantes > 0 obtenue pour (PiXtl- Posons

Alors Ms un noyau de convolution divisible defini par N(OtPl) et (Pi

Pour tout Γentier ί avec 1 ^ i ^ s, on a N(OiPu...yPi_l)*N{OiPu...m_uO) =

Done ^(o,Pl,..s3H-i,o) s'annule a Γinίini, et par suite on a p< | dN(QiPu...yPi)

(cf. [6]). Par consequent dMs < +oo, et par suite

Ms+1 = g ~ GL + PιGL*(ε - VxMs)

a un sens. Ayant, pour tout Γentier i avec 1 <ί i <£ s + 1,

<?z,*(e - Pί ί>*+iΛΓ(o ϊPl,... tP<)* . . . *Λ/p

( O f P l ί... ϊ ί, t + l ))

s- i

Σ
λ;=0

β-ΐ

= Σ Pi + fc + l ' # ' Ps + lN(0,pu...,pi+k_l)* *^(0,pi, ..,p, + 1) + ^(0,pi, . ,ps)fc = 0

* ^ ( 0 , p i , ,p, + i)

on obtient qu'il existe une famille (Ci)f=i de constantes > 0 dependant

seulement de (pjjiί telle que

Ms+1 = ί>! P,+ιNo*N(OtPl)* ' *^r(o,p1,...,Ps+i)

+ Σ Ct^(0,Pl,...,pi)* * *ΛΓ(0,p1,...ϊp. + i) •

On a LMS+1 = PiMs en dehors de Γorigine. D'apres notre hypothese,

pour tout Γentier k avec 0 ^ k ^ s, LkMs+ι/pl - - pi est egal a un noyau
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de convolution divisible defini par N(OtPlt...tPk) et (Pi)lt\+1 en dehors de 0.

Voyons finalement Γunicite de (ctyital. Soit (Ci)s

i=1 une autre famille

de constantes > 0 qui verifie les memes conditions que pour (c*)?=1. On

designe par M's+1 le noyau de convolution divisible defini par 2V0 et (vdltl

obtenu de (c )̂f=1. D'apres notre hypothese, on obtient que, pour tout GL

et pour tout No, LMs+ι = LMf

s+λ en dehors de Γorigine. D'autre part, on

obtient que, pour tout Γentier i avec 0 <^ ί <^ s,

Nίo,Pl,...,Pi)*N(OiPu...iPi+l) = GL*(ε — Pi + iN(OtPι,...tpt+1)) .

Done il existe une constante c telle que Ms+ι — Ms+1 = cGL, et c ne

depand pas de GL et de N09 car d'apres le corollaire 5, pour tout p > 0,

il existe la classe divisible associee au noyau GL)P relativement au noyau

GL. Par consequent, c = 0, et par suite ct — ct (i = 1,2, . ,s), d'apres

le corollaire 5. La demonstration est ainsi complete.

Pour la famille (c^JLi1 obtenue ci-dessus, on note Cj = ^((pJJLi)

(1 ^ y ίg m — 1). Le noyau de convolution M dans la presente proposi-

tion s'appellera le noyau de convolution divisible d'ordre m defini par No

et

Remarque 5. Soit (Pi)T=i une famille de nombres > 0 et supposons

que GL, No et (Np)pe y ( Λ m ) + sont les memes que ci-dessus. Pour le noyau

de convolution divisible M d'ordre m defini par No et (Pi)Γ=i, et pour un

entier k avec D ^ & ̂  m — 1, LkM/pl - - - pi est aussi egal au noyau de

convolution divisible d'ordre m — k defini par NiOtPlt...iPk) et (Pi)?=k+1 en

dehors de Γorigine.

Cela resulte immediatement de la proposition 8.

LEMME 6. Soient GL, No, (Np)pe Ό (Rm)+,m et dpd?-i les memes que

ci-dessus. Alors on a

pm + 1 J=i Pj •- Pm

et, pour toute la fonction continue et bornee f dans Rn,

lim \fdM<»+1=

oύ
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= Σ

et

m - i

En effet, d'apres la proposition 1, on obtient que, pour tout p de

Um^i (Rm)+, Np est un noyau de convolution de Hunt sur Rn. Np s'annulant

a Γinfini (cf. la demonstration de la proposition 8), pour tout q — (qlf ,

Qm) de U ( # m ) + βt pour tout p > 0, on a p [dN{qit...tqMtP) ^ 1 et pN{qir..tqmiP)

converge vaguement vers ε avec p —> oo.

Par consequent on peut montrer, par recurrence pour m — k, que

pour tout Γentier k avec 0 <ί fc <; m — 1,

lim y1

toute la fonction continue et bornee / dans Rn,

lim

jPm+l—

oύ

m-k

et

m-k-i

Cela resulte facilement du fait que

et pour tout Γentier k avec 1 <; fc ^ m — 1,

~ pk
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et

Vk ' * ' Pm^(O,23i, ,Pft-i) * ' ' ' *^M0,2>i,. .,2>m) + ^(01pi,... l 2)Λ_i),m-Λ + l

Σ c A ί P i λ ^ J P ^ ^ + G{e - p . • • • p w N ( O t P l , . . . ι g t )

d'apres la demonstration de la proposition 8.
On montrera ici notre theoreme principal.

THEOREME. Soit L un operateur differentiel elliptique et auto-adjoint

d'ordre <J 2 sur Rn a coefficients constants et supposons qu'il existe le

noyau de convolution sur Rn s'annulant a Γinfinί avec LGL — —ε. Alors

un cone convexe divisible relatif au noyau GL forme par de noyaux de

convolution symetriques par rapport a Vorigine est uniquement determine,

et cela est egal a

ice + ΪGL>pdv(p) ceR* et ve M+(R+) avec Γ —dv(p) < + ooj .

Demonstration. Soit CR(GL) un cone convexe divisible quelconque

relatif au noyau GL constitue par de noyaux de convolution symetriques

par rapport a Γorigine. Pour la premiere partie du theoreme, il suffit

de voir CR(GL) = CR(GL). D'apres une proposition generale obtenue dans

[6] et le corollaire 4, on a CR(GL) Z) CR(GL). Done il suffit de montrer

que CRtb(GL) est dense dans CR(GL) pour la topologie vague. Soit N un

noyau de convolution Φ 0 sur Rn appartenant a CR{GL). Pour N e CR>b(GL),

il suffit de supposer dN < +oo, car la resolvante associee au noyau N

est aussi contenue dans CR{GL). D'apres la remarque 3, on designe par

(Np)pe u (Rm)+ la classe divisible associee au noyau N relativement au noyau

GL. Soit δ un nombre > 0 quelconque donne. Alors il existe une suite

croissante (pm)~β l de nombres > 0 telles que, en posant

= pι pmN*N(0M* . . *N(OtPlt...tPm) ,

on ait

0 ^ N(x) - Mi\x) ^ ( l - j~)δ sur " β ^

et pour tous les entiers k ^ 1 et s ;> 1,
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1
9 1

Rappelons le lemme 5 et que, pour tout q = (q19 ,gm), pN(qu.m.tQmP) con-

verge unif ormement vers 1 sur tout compact de Rn alors il est facile de

voir, par recurrence, Γexistence de cette suite. Posons

Mm =

oύ

D'apres la maniere d'obtenir la famille (cjdPi)^))^ dans la proposition

8, on a, pour tout m ^ 2,

dans Rn, et on a immediatement

Mι =

dans 2?\ D'autre part, d'apres la remarque 5, pour tout Γentier k avec

1 ^ fc ^ m - 1,

Σ ^((p<)Γ.4+1)N(OfPlf... f ia+y) * *iV(OtΛf...fΛι))

en dehors de Γorigine. De la meme maniere que pour le noyau de

convolution Mm, on a, pour tout Γentier k avec 1 <: k ^ m — 2,

et

L—1MW ^ pϊ vl-1pmGL

en dehors de Γorigine. Ayant \ dN < +oo, et N — M^ et

etant de type positif, on obtient que (MSOS-i converge vaguement vers

un noyau de convolution Mίυ sur i?w avec m —• oo et que
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lim Mg\x) = Mf\x) sur Rn .

D'autre part, on a

J - , = i pj . . . p m

Done on peut supposer que (M^Om-i converge vaguement vers un noyau

de convolution M(

δ

2) avec m —» oo. Posons Nδ — M{

δ

ι) + M(

δ

2) alors on a

0 ^ Nδ ^ (1 + p^)pxGL dans # n

et, pour tout Γentier k ^ 1,

0 ^ L W { ^ (1 + p f c + 1 ^)^ plpk+ιGL

en dehors de Γorigine. II existe un noyau de convolution Mδ sur Rn

symetrique par rapport a Γorigine avec dMδ ^ 1 tel que Λί]υ = N*Mδ.

D'apres les inegalites

0 ^ N(x) - M^ix) ^ δ sur Buo

et dN K +oo, on obtient que ϋί] υ converge vaguement vers N avec

^ —> 0. Ayant dM]2) <̂  ̂ , on obtient que Nδ converge vaguement vers N

avec δ ->0, d'oύ CR>b(GL) est dense dans CR(GL).

Montrons finalement que, pour une mesure positive v sur R+,

GL,pdv(p) definit un noyau de convolution sur Rn si et seulement si

ΓTO 1

—dv(p) < +oo. En effet, pour une fonction finie et continue / ^ 0
Ji p

dans Rn a support compact telle que /(0) > 0,
0 < inf v [ fdGLιP ^ sup p f fdGLtP ^ max f(x) ,

car GL>P est de type positif et (pGLfP)p>0 converge vaguement vers ε avec

p —> oo. Done on a Inequivalence

JJ fdGL,pdv(p) < + oo <=) J" iώ;(p) < + oo .

La demonstration est ainsi complete.
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Remarque 6. Soient L et GL les memes que ci-dessus. De la meme
maniere que ci-dessus, on peut montrer que, pour tout le cone convexe
divisible Cπ(GL) relatif au noyau GL et pour tout le noyau de convolu-
tion N sur Rn appartenant a CE(GL), N + N appartient a CR(GL) et cela
est de la forme

N + N = cε + I GLιPdv(p) ,

oύ c e R+ et v e M+(2?+) avec Γ —dv(p) < + oo.
Ji p

On note ici ίί le noyau de convolution symetrisant avec N par rapport
a Γorigine.
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