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SUR L’UNICITE DU CONE CONVEXE DIVISIBLE

CONSTITUE PAR DE NOYAUX DE
CONVOLUTION DE DIRICHLET

MASAYUKI ITO

§ 1. Introduction

Dans toute la suite R désignera 1’espace euclidien & dimension n

(=1). Pour un point « = (x,,x,, - - -, &,) de R*, on notera |x| = G 7, )"
La coordonnée sphérique dans R" s’écrira (r,0). R* désignera ’ensemble
{teR;t = 0}

Rappelons qu’un noyau de convolution N sur R™ est une mesure (de
Radon) positive dans R* dans la théorie du potentiel. Pour une mesure
réelle x4 dans R*, Nxy s’appelle le N-potentiel de p dés que cette convo-
lution est définie au sens des mesures. Dans la théorie du potentiel, le
noyau de convolution de Hunt posséde les propriétés définitives, qui
s’appelle souvent un “bon noyau”.

Soit N, un noyau de convolution de Hunt sur R*. Dans ’article pré-
cédent [7], on définit un cone convexe de Riesz C,(N,) relatif au noyau N,.
Cela est, par définition, un cone convexe vaguement fermé de vertex O,
formé par de noyaux de convolution sur R” et vérifiant les deux conditions
suivantes:

(a) Cr(N,) — {0} est formé par de noyaux de convolution de Hunt
sur R*.

(b) Cr(Ny >N, et a tout I’élément N == 0 de Cz(V,), on peut associer
un autre élément N’ = 0 de Cr(V,) tel que N*N’ = N,.

Dés maintenant on dira qu’un cone convexe de Riesz relatif au noyau
N, est un cone convexe divisible relatif au noyau N,.

On a obtenu que, dans [6], il existe un seul cone convexe divisible
relatif au noyau newtonien G sur R* (n = 3) constitué par de noyaux de
convolution sur R"™ invariants par rotations. Voici un probléme si la
condition “invariance par rotations” peut étre évitée.
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128 MASAYUKI ITO

Soit L un opérateur différentiel elliptique et auto-adjoint d’ordre
< 2 & coéfficients constants. On supposera toujours qu’il existe le noyau
de convolution G, sur R® s’annulant & linfini® tel que LG, = —e¢ (au
sens des distributions), ol ¢ est la mesure de Dirac & origine. On
désignera par (G ,),s0 la résolvante associée au noyau G;.

Le but de cette note est d’énoncer qu’un cone convexe divisible Cr(Gy)
relatif au noyau G, formé par 0 et de noyaux de convolution de Dirichlet
sur R" est uniquement déterminé et que l'on a

Ca(Gy) = {ca + j Gr.dv®); ceR* et ve M*(RY)

avec r lalu(p) < oo} ,
1 p
oll M+(R*) est la totalité des mesures positives sur R*.

§2. Préliminaires

Commencons d’abord avec la définition d’un noyau de convolution de
Dirichlet sur R*. Un noyau de convolution N sur R" est, par définition,
un noyau de convolution de Dirichlet si la transformée de Fourier N de N
est une fonction dans R” et si 1/ N est une fonction définie-négative et a
valeurs réelles (cf. [1]). Une fonction complexe et continue 4 dans R" est,
par définition, définie-négative si’on a: (1) ¥(0) = 0, y(—2) = ¥ (x) (Y= € R™).
(2) Quels que soient m, (z*)™, et (o)™, un entier > 0, une famille de
points de R" et une famille de nombres complexes avec > ™, p; =0,

S (@t — @)pps < 0 (cf. [1D).

On rappelle que, d’aprés le théoréme de Levy-Khinchine, une fonec-

tion définie-négative » sur R™ & valeurs réelles est de la forme

Y(x) =c¢ + i f @ %%y + I(l — exp (—2zv/ =1z -y))du(y)

i=1j=1

pour tout =z = (z, 2, ---,2,) de R", ol ¢ est une constante =0,

Dor .y 27y a2y est une forme quadratique symétrique = 0 a coéfficients

réels, -y est le produit scalaire de x et y dans R" et ol p est une
2

mesure positive en dehors de I'origine avec fI%:_lzd#(x) < oo (cf. par
x

exemple, [1]).

b Cela signifie que, quelle que soit f une fonction finie et continue & support com-
pact, Gz+f(x) tend vers 0 avec |x| — oo,
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D’aprés [2], on connait la remarque suivante:

Remarque 1. Soit N un noyau de convolution sur R*. Alors pour
que N soit un noyau de convolution de Dirichlet, il faut et il suffit que
N soit symétfique par rapport a lorigine et que N soit un noyau de
convolution de Hunt.

On rappelle qu’un noyau de convolution de Hunt N sur R" est, par

définition, de la forme N =I adt, ou (a,);s, est une semi-groupe vague-
0
ment continue de mesures positives dans R" avec «, = e.

PROPOSITION 1. Soit N un noyau de convolution sur R*. Alors pour
qu’il existe la résolvante (N,)y», associée au noyou N, il faut et il suffit
que N soit un noyau de convolution de Hunt sur R™ ou bien 0.

Cela est obtenu dans [5]. Rappelons que (N,),s, est la résolvante
associée au noyau N si, pour tous p =20,q >0, N, — N, = (¢ — p)N,*N,
(Equation résolvante) et si lim,, N, = N, = N (vaguement).

Pour une fonction définie-négative + sur R™ a valeurs réelles, il
existe une distribution % dans R” symétrique par rapport & ’origine et

a croissance lente, et une seule telle que %4 = —+ (cf. par exemple, [3]).

PROPOSITION 2 (cf. [3]). Soit u une distribution dans R™ & croissance
lente. Pour que la transformée de Fourier —i de —u soit égale d une
fonction définie-négative sur R* a valeurs réelles, il faut et il suffit que
u soit symétrique par rapport & Uorigine et que, quelle que soit ¢ de

Cz = Cx(R"), ulp) < 0 dés que ¢ est réelle et ¢(0) = max ¢(x).
xERT

On note ici C3 = C3x(R™) 'espace de (LF) usuel des fonctions infini-
ment dérivables dans R" & valeurs complexes et & support compact. Une
telle distribution u s’appelle un laplacien généralisé symétrique sur R”.

En le généralisant, on dit qu’une distribution % dans R™ est condi-
tionnellement positive si, quelle que soit ¢ de C%, u(p) = 0 des que ¢ =0
et le support de ¢, supp (¢), est contenu en dehors de I'origine. Pour un
entier k > 1, 6% désignera l’'idéal de Cj formé par de fonctions qui
g’annulent ainsi que leurs dérivées d’ordre < k a ’origine. On dit qu’une
distribution % dans R" est k-conditionnellement positive si, pour toute ¢
de 6%, u(pl) = 0.

PRrROPOSITION 3 (cf. [3]). Une distribution u dans R" est conditionnelle-
ment positive si et seulement s’il existe un entier k=1 tel que u
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soit k-conditionnellement positive.

Cela est un résultat immédiat du fait que toute la distribution est
localement d’ordre fini. Pour discuter une généralisation du théoréme
de Bochner, on définit une distribution k-conditionnellement de type
positif, d’aprés C. S. Herz [3]. Pour un entier ¥ =1, on désigne par 6*

I’ensemble des fonctions ¢ de Cy telle que Ix“go(x)dx = 0 pour tout le

multi-indice a = (@, a;, - - -, @,) avee |a| = > 2 ,a; < k. On dit qu’une dis-
tribution # dans R® est k-conditionnellement de type positif si, quelle
que soit ¢ de 0%, uxp*@0) = 0, ol (&) = p(—2).

PROPOSITION 4 (cf. [3]). Soit k un entier = 1. Alors les deux énoncés
sutvants sont équivalents:

(1) v est une distribution k-conditionnellement de type positif.

Q) v=14%, o u est une distribution k-conditionnellement positive
dans R™ a croissance lente.

On connait, d’aprés C. S. Herz [3], que tout I’élément de §* est de la
forme explicite suivante:

PROPOSITION 5. % est un idéal de convolution de Cg et
Gt = { ST Diga = (@ - -, an): multi-indice, g, e C;;} ,

lal=k

olel
Da = a 14 a. :
dxaT - - - oaree

D’apreés les présentes propositions, on obtient le corollaire suivant:

COROLLAIRE 1. Soient 4 une fonction continue au sens large dans
R" et k un entier =1. Si v = y(x)dx est une distribution k-conditionnelle-
ment de type positif dans R*, alors v, = ¥(x,0, ---,0)dx est aussi une
distribution k-conditionnellement de type positif dans R' dés que v, définit
une distribution dans R'.

En effet, §* étant un idéal de convolution de Cg, on obtient que,
pour toute ¢ de Cg%, la distribution v, = ¥ xp*@(x)dr est aussi une
distribution k-conditionnellement de type positif. Posons v, (x)
= Y*px*p (x,0,-..,0) dans R'. On a, pour toute f de Cg,
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0= v,,*(ai'}f)*(;"%")(m - (_1)k(aa;; R OF

Donc la fonction (—1)%(3%*/dx*)+p*® est de type positif dans R, et par
suite (—1)*(3**/ox**)y,,, est aussi une fonction de type positif dans R,
car

alk . dzk
am§k1p*§0*¢(x7 07 c "0) - W

‘!’w(x)

dans R'. La fonction ¢ étant quelconque, la distribution (—1)¥(d*/dxz**)v,
est de type positif dans R!, et par suite, d’aprés la proposition 5, on a,
pour toute f de G%(RY), v,*f% f(0) =0, d’ou v, est k-conditionnellement
de type positif dans R'.

Rappelons ensuite le théoréme de Bernstein (cf. par exemple, [8]).

PROPOSITION 6. Soit ¢ une fonction infiniment dérivable dans (0, + oo)
a valeurs réelles. Alors pour que ¢ soit complétement monotone; c’est-
a-dire, pour tout U’entier m = 0, (—1)™(d™/dt™)p = 0 dans (0, + o), il faut

et il suffit que ¢ soit de la forme ¢(t) = Jexp(—ts)du(s) dans (0, 4+ o),
onl v est une mesure positive sur R*.

Dans ce cas, v est uniquement déterminée, d’aprés 'injectivité de la
transformation de Laplace. D’apres la proposition 6, on obtient le corol-
laire suivant:

COROLLAIRE 2. Soient a une constante = 0 et r une mesure positive
sur R*. Alors pour que, pour tout Uentier m = 0, {—(d/dt — a)}"x = 0
au sens des distributions dans (0, +o00), on {—(d/dt) — a}’k = &, il faut
et il suffit que & soit de la forme

k= cs + (f " exp (—pt)du(t))dt ,
ou ¢ est une constante = 0 et oit v est une mesure positive sur R* portée
par [a, + co).

En effet, la condition est évidemment suffisante. On montrera son
inverse. Il existe une constante ¢ > 0 et une fonction infiniment dérivable

¢ = 0 dans (0, +c0) avec Jl o®)dt < + oo telles que & = ce + ¢o(f)dt. On
0
a, pour tout l'entier m = 0, {—(d/dt) — a}™p(t) = 0 dans (0, + o). Il est
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facilement montré, par récurrence pour %k, que pour tous les entier
m =0,k =0 et pour tout b avec 0 < b < a, {—(d/dt) — b}*{—(d/dt) —a}™(t)
= 0 dans (0, + o), d’apres

() (e e (5
vomof-4- (-4

Done, d’aprés la proposition 6, il existe une mesure positive v dans R*

telle que l'on ait o) = jexp (—pt)du(p) dans (0, +0). On a ensuite

{—=(d/dt) — a}p(t) = Jexp (—pt)® — a)dv(p), et done (» — a)dv(p) doit étre

une mesure positive sur R*, d’olt v est portée par [a, + o).
Dans ce cas, ¢ et v sont aussi uniquement déterminées.

§ 3. Notre théoréme principal

On préparera d’abord quelque lemmes suivants.

LEMME 1. Soit « une fonction définie-négative dans R' & valeurs
réelles. Pour que, pour tout U'entier m = 0, (—1)™* |tf™(t)dt soit condi-
tionnellement de type positif dans R', il faut et il suffit que

= ¢ + of I(l—-L)da :
v(@) = ¢ + ot + e ®)
o ¢; (1 =1,2) est une constante =0 et ou o est une mesure positive
dans (0, + o).

De la méme maniére que ci-dessous et d’aprés le corollaire 2, le
lemme suivant a lieu.

LEMME 1. Soient + lo méme que ci-dessus et a une constonte = 0.
Alors pour que, pour tout Uentier m = 0, (—1)™*(|t| + a)™(t)di soit
conditionnellement de type positif, il faut et il suffit que  soit de la
méme forme que dans le lemme 1, ou ¢, = c,o/aet v est portée par
[va, ).

En général, on dit qu’une distribution v dans R* est conditionnelle-
ment de type positif s’il existe un entier k =1 telle que » soit %-condi-
tionnellement de type positif.
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Démonstration du lemme 1. Montrons d’abord que la condition est
nécessaire. D’aprés le théoréme de Levy-Khinchine, 4 est de la forme

V() = ¢ + ot + fa — exp (—2nv =1ts))dp(s)

dans R, ol ¢; (¢ = 1,2) est une constante = 0 et ol g est une mesure
positive en dehors de 'origine symétrique par rapport & l'origine avec
2
f T Elltlz dp(t) < +oo. Soit u le laplacien généralisé symétrique sur R!
tel que % = —+. Alors u =y en dehors de l'origine. D’aprés notre
hypothése et la proposition 4, pour tout ’entier m = 0, la distribution
(d*™ ] dt*™yu est conditionnellement positive dans R', et par suite d*™u/dt*™ =0
au sens des distributions en dehors de l’origine. Done il existe une
fonction infiniment dérivable ¢ dans (0, 4-o0) telle que x = ¢(jt)dt en
dehors de l’origine et pour tout l'entier m = 0, (d"™/d*™)p(t) = 0 dans

(0, +00). D’aprés rgo(t)dt ~ rdp < 4oo et %gﬂ >0 dans (0, + o), on
1 1

a (d/dt)p £ 0 dans (0, + ), et par suite lim,.,. ¢(t) = 0. Donec, pour
toute f = 0 de Cz(R") et pour tout ’entier m = 0,

tim [(L20)¢ = 1/@ds = lim [ott = (L2 r)srds = 0.

t—+oo =+

D’aprés cette égalité et (d*™*V/dt*™*V)p = 0 dans (0, +0), on a
(d™+/dt*™ e < 0 dans (0, +c0). En utilisant la proposition 6, il existe
une mesure positive v sur R* telle que on ait

o(t) = Iexp (—ts)du(s) dans (0, +oco) .
D’aprés lim,.,. ¢(t) = 0, on a »({0}) = 0. Par conséquent, on a
o(t) = ¢, + ot + “(l — exp (—2m/:—1ts))J exp (—|s| p)dv(p)ds
= ¢ + ot + ”(1 — exp (—2x+/—1ts)) exp (—p |s)dsdv(p)
=etat+ | (j: (1 — exp (—2ny/~1ts)) exp (—ps)ds

+ _r)_m (1 — exp 224/ —1ts)) exp (pS)ds)dy(p)
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2 2p
=ttt (22 ) @)
D
= 61 + Czt2 + f(l - m)da(p) ’

ol o est une mesure positive dans (0, +oo) définie par _[ fda
= I f(tz)—?—dv(t) pour toute la fonction finie et continue f dans (0, 4 c0)

a support compact.
Supposons réciproquement que, avec deux constantes ¢, > 0,¢, =0 et

une mesure positive a dans (0, + o), V() = ¢, + ¢,t* + J.(l - —p——)da(p).
P + 4r’t?
Evidemment (q + ¢, tt + " (1 — ——p—)da(p))dt converge vers V(t)dt
ym P + 4zt

au sens des distributions dans R' avec m — + 0. Donc on peut supposer
que « est & support compact, et par suite

YO =+ ot — | e

ol ¢, = ¢ + Idoz Donc il est évident que la distribution —+dt est

1-conditionnellement de type posititif dans R'. Soit u le laplacien
généralisé symétrique sur R' tel que 4 = —+. On a, pour tout 'entier
m=1,

P
Wu(t) = (=" 4zt (2)

= (D" @ + o) + 3 (=D iRty [pdat)
+J e do(p) ,

et done, avec le noyau de convolution G, sur R' tel que é}) =1/(p + 42%t»)
p > 0),

dem Jem+o dzm m dem=1
dtz'mu = czdtz(mﬂ)e - dtzm ; (fpida(p)>dtz(m i)e

+ fpm“Gpda(p) :
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Par conséquent, (d*/dt*™)u est conditionnellement positive (précisément,
(m 4+ 1)-conditionnellement positive) dans R'. D’aprés la proposition 4,
la distribution (—1)™*'t*™y:(t)dt est conditionnellement de type positif dans
R'. La démonstration est ainsi compléte.

Le lemme suivant résultera du lemme 1 et du corollaire 1. On désigne
par S,, la sphére d’unité de centre 0 et par M*((0, + o)) la totalité des
mesures positives dans (0, + o).

LEMME 2. Soit + wune fonction définie-négative dans R* (n = 1)
a wvaleurs réelles. Si, pour tout Uentier m =0, la distribution
(=D (x)dx dans R™ est conditionnellement de type positif, alors
il existe une constante ¢ = 0, une fonction non-négative, finie et continue
qo) sur S,, et une famille (a,),cs,, dans M*((0, + c0)) telles que

Y@ =90 = ¢ + 90 + (1= 2 Jdap) .
p + 4n*r?

En effet, pour tout ¢ de S,,, y, désigne la fonction obtenue de +
par la rotation de o¢. Alors , est aussi définie-négative et a valeurs
réelles. Pour tout ’entier k& > 1, §* étant invariant par rotations, la
distribution (—1)™*!|zP™ (x)dz dans R™ est aussi conditionnellement de
type positif. Posons . (8) = .(¢, 0, ---,0) sur R'; alors +,, est définie-
négative dans R!. D’aprés le corollaire 1, pour tout l’entier m = 0,
(=1)m*igrmy, (D)dt est une distribution conditionnellement de type positif
dans R!, et alors, d’apres le présent lemme 1, il existe deux constantes
¢,, = 0,c¢,, =0 et une mesure positive o, dans (0, + o) telles que

— D ,
bos® = 1+ a1 (1= L))

D’aprés +,,(0) = ¥(0), ¢,,, ne dépend pas de o, et donc on pose ¢ = c,,.
Par conséquent, il existe une fonction non-négative g(¢) sur S,, et une
famille (a,),cs,, dans M*((0, + o)) telles que

— P
Y(r,o) = ¢ + qlo)r* + J‘ (1 - m)daa(p) .
Rappelons le théoréme de Levy-Khinchine et le lemme 1; alors on a,
pour tout ¢ de S,,,

lim L (1 — L)da,(p) =0,
p+

roo P2 Axiy?



136 MASAYUKI ITO

et done, en utilisant encore le théoréme de Levy-Khinchine, il existe une
mesure positive ¢ dans R* — {0} telle que

[z . _ Y s PR
fl T lxlzdﬁ(x)< oo et f(l exp (—2zv/—1z-y))du(y)

=[(1- ﬂ%ﬁﬁ)d"‘"”) :

ol 2 = (r,g). Donc la fonction I(l — da,(p) de (r,¢) est finie

o)
p + 4rn*r?
et continue dans R", et par suite la continuité de ¢ en résulte.

LEMME 3. Soient L un opérateur différentiel elliptique et auto-adjoint
d’ordre <2 o coéfficients constants et G, le noyau de convolution sur
R gannulant a Uinfini tel qué LG, = —e.® Soit N un noyau de convolu-
tion =%+ 0 sur R™ symétrique par rapport a I’origine et s’annulant & 'infini.
Alors pour que la distribution LN soit conditionnellement positive, il fout
et il suffit qu’il existe un noyau de convolution de Dirichlet N, sur R"
tel que NxN, = G,. Dans ce cas, N, est uniquement déterminé.

Remarque 2. Soient & un entier avec 1<k <n et L = f a_zaz_ —a;
=1 x’i

supposons qu’il existe un noyau de convolution G, sur R* s’annulant 3
I’infini tel que LG, = —e. Soit ensuite N un noyau de convolution sur
R s’annulant & linfini. Si LN est conditionnellement positive, alors
supp (N) C {& = (@), X3y, Tp) ER™; Tpyy = -+ = X, = O},

En effet, on connait bien supp (G.) C {# = (&%, - -+, %4, 0, - - -,0) € R"}.
Pour une fonction finite et continue f = 0 dans R" & support compact,
G+ f(x) >0 dans {xe R"; f(x) > 0}, car supp(G.)20. Donc, pour toute
la fonction finie et continue g = 0 dans R™ & support contenu dans
{x e R*; f(x)>0}, il existe une constante a,>0 telle que N*g(®) < a,G * f(x)
sur supp (g). N=xg étant L-sous-harmonique en dehors de supp (g9) et
ayant lim, ., N+g(®) = 0, Nxg(x) < a,G.* f(x) dans R*. La fonction g
étant quelconque, on a supp (Nx*f) C supp (G.*f), dou supp (N)C
supp (G).

Montrons le lemme 3. S’il existe un noyau de convolution de Dirichlet
N, sur R" tel que N*N, = G, alors (LN)*N, = —e, et par suite LN est
un laplacien généralisé symétrique sur R", d’ol la condition est suffisante.

2 ]l est bien connu que G est uniquement déterminé.
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On obtient, en méme temps, 'unicité de N,. Supposons réciproquement
que LN est conditionnellement positive. Si L est constant, alors notre
énoncé est évident. Done, d’aprés la remarque 2 et en utilisant une
certaine transformation linéaire de R™ & lui-méme on peut supposer que
L est uniformément elliptique. N est absolument continu (par rapport
a la mesure de Lebesgue) en dehors de l'origine. Rapplons le lemme
suivant, qui est obtenu pour un noyau d’un cadre plus large dans [4].

LEMME 4. Soit N un noyou de convolution sur R™ symétrique par
rapport & I’origine et absolument continu en dehors de l'origine. Alors,
pour une constante ¢ > 0, une fonction non-négative, mesurable et locale-
ment bornée u dans R™ et pour un compact K dans R", il existe une
fonction non-négative, mesurable et bornée f,.x dans R* portée par K
telle que U'on ait Nfeu.x + Cfewx = % Presque partout (noté p.p.) sur K
et Nfeux + Cfeux = U D.D. sSur {xeR"; f, . x(x) > 0}.

On note ici Nf, . r la densité de la mesure N *(f,, ., rdx) par rapport
a la mesure de Lebesgue.

Continuons lo démonstration du lemme 3. Soient ¢ une fonction
non-négative, finie et continue dans R"™ a support compact telle que

Igodx =1 et B,, la boule ouverte de centre 0 et de rayon m; posons

on(x) = m"p(ma). Pour trois entiers 7> 0,k >0, m >0 et pour un
nombre p > 0, on désigne par f;im.., la fonction obtenue dans le lemme
4 pour le noyau de convolution N + pG, sur R*, ¢ = 1/k, u = Gpx¢, et
pour K = B,,. On peut écrire N = ae¢ + K(x)dz, ol a et K sont respec-
tivement une constante non-négative et une fonction non-négative et
localement sommable dans R*. On a

Ksfimp = Gr*on — PG *fj5,m,p DD. SUL {TE€R"; [ 1,m, () > 0} .

D’aprés la continuité de K x*f; i m,» la présente inégalité a lieu partout
sur le support supp (fjemd%). Ayant lim, . Kx*f;zm (@) =0 et
K f; 1,m,» étant L-sous-harmonique en dehors de supp (f; x,n,,d%), on a

K*fj,k,m,p é GL*SDm - pGL *fj,k,m,p sur R” ’

et par suite

(N + pGL)fj,k,m,p + %‘fj,k,m,p é GL*$Dm pp sur Rn ’
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(N + pGL)fj,k,m,p + %fj,k,m,p = GL*SDm p'p' sur B—.I.O .

En faisant m — 4 oo et ensuite k — + co, on obtient qu’il existe une mesure
positive p;,, dans R" portée par B,, telle que, au sens des mesures,

N + pGr)*py,, < G, dans R,
(N + pGr)*p;, =G, dans B,,.

D’apres pGp*p;,, < G, onap Idp,,,, < 1. Soit NP un point vaguement

adhérent de (yy,,)7-, lorsque j— oo ; alors, d’apres I’hypothése que N + pG,
s’annule a ’infini, on a

(N + pGL)*N;l) == GL danS Rn .

On a aussi deN;" < 1. On obtient ainsi une famille (N{),., de noyaux

de convolution sur R" symétriques par rapport & l'origine. On a, pour
tous p >0 et ¢ >0,

GLxNP = (N 4+ qG )« NP« NP = (N + pG )« NP« NP
+ (@ — P)GLx NP« NP = GLx NP 4 (¢ — p)G* NP+ N® |

et donc
N® = NP + (¢ — PNP NP .

Ayant N =0 et (N9),., étant croissante avec p|0, on obtient que N,
=lim,, N’ définit un noyau de convolution sur R" symétrique par rapport
a lorigine et que (N{"),s, est la résolvante associée au noyau N,, ol
N{ = N,. D’aprés N, # 0, N, est un noyau de convolution de Dirichlet
sur R” (cf. la remarque 1 et la proposition 1). On a évidemment NxN, < G,
dans R". Soient m un entier positif et v, la mesure positive dans R
portée par S, , telle que Gp*v, =G, sur CB,, Alors la famille
(N+N % (e — vy,))ps, converge vaguement vers Gpx(e — v,) dans R* avec
p — 0. Ayant supp (N*(e —v)*) C B,,,, on obtient

G, =2 Nx«xN, = Nx+N,x(c —v,) = Grx(e — v,)

dans R*. En faisant m — oo, on arrive & l’égalité NxN, = G, d’ou la
condition est nécessaire.

On note D (R") ’ensemble formé par tous les noyaux de convolution
de Dirichlet N sur R" tels que LN soit conditionnellement positive.
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COROLLAIRE 8. A tout Uélément N de D,(R™), on peut associer
uniquement un autre élément N’ de D, (R™) tel que N*N' = G;.

De la méme maniére que pour le laplacien ordinaire (cf. [6]), on dit
que, pour un opérateur elliptique différentiel et auto-adjoint L d’ordre
< 2 & coéfficients constants, un noyau de convolution N sur R" est com-
plétement L-sous-harmonique si, pour tout ’entier m = 0, L™N est condi-
tionnellement positive, o L°N = N, L' =L et L™ = L™'L (Ym = 2).

LEMME 5. Soient N un noyau de convolution sur R™ symétrique
par rapport a Uorigine et s’anmnulant a Uinfini, et a une constante = 0.
On suppose que si n=1,2, alors a>0. Si N est complétement (4 — a)-
sous-harmonique, o A est le laplacien ordinaire sur R, alors il existe
une constante ¢ = 0 et une famille (a,),cs,, dans M*(R*) telles que

1

N@) = Ner,0) = f__
() (r,0) =c¢+ P

da,(p) .
Dans ce cas, la famille («,),cs,, €st unique et, pour tout o de S,,,
supp (a,) C [a, ).

En effet, soient b une constante avec 0 < b < a et k un entier > 0.
Si, pour tout Dl’entier m = 0, (4 — a)™(4 — b) N est conditionnellement
positive, alors, d’apres

4 - a)™d — b)**'N = (& — b)(4 — a)™(4 — D)EN + (4 — a)™* (4 — b)EN ,

4 — a)™(d — b)**'N D’est aussi. Done, pour tous les entiers m =0,k =0
et pour tout b avec 0 < b < a, (4 — a)™(d — b)N est aussi conditionnelle-
ment positive. Soit b une constante telleque 0 < b < a ou bien 0 < b < a
d’accord avec n = 3 ou bien n = 1,2. D’aprés ’existence du noyau de
convolution s’annulant a linfini G, sur R* avec (4 — b)G, = —¢ et le
lemme 3, il existe une fonction définie-négative +, dans R” telle que
N@) = Py (@) (4n* |2 + b). Pour n=1,2, en faisant b —0, on obtient aussi
qu’il existe une fonction définie-négative , dans R™ a valeurs réelles
telle que N(z) = Yo(x) 4z |22.  D’apres la proposition 4, pour tout I’entier
m =0, (=)™ |x|™ N(z)dz est conditionnellement de type positif, et par
suite (—1)™*'|x™ Y(x)dr I'est aussi. D’apres le lemme 2, il existe une
constante ¢, = 0, une fonction finie et continue ¢g(¢) = 0 sur S,, et une
famille («)),cs,, dans M*(0, o) telles que
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V@) = 4,0 = o + g + [(1= L )ad)
P + 4r’r
La fonction v,(x)/|x|* étant de type positif, pour tout l’entier m = 0,
Yo(ma)/m? |z I'est aussi. Faisant m — co, on obtient que la fonction
q(o) de (r,0) est de type positif, d’ol q(s) est constante = 0. Posons
¢ = q(0)/4r* et @, = ce + o, ; alors a, e M*(R*) et

N(x) N(?"; 0') =c + Iﬁ;—zdaa(p) .
Voyons l'unicité de («,),es,,. Soient ¢’ une constante = 0 et (&),cs,,
une famille de M*(R*) telles que N@r,o) = ¢ + .[_TP—ZUM’@)' En fai-

sant r — 4 oo, on obtient ¢ = ¢’. Ayant, pour tout ¢ de S,

1 N  Am292 _
fp—_l_—m;da,(p) = L IGXp (—4x*r*t) exp (—pt)da,(p)dt

et
f: f exp (—4x*r’t) exp (—pt)de,(p)dt
= j: J exp (—4r%°t) exp (—pt)dd,(p)dt
on obtient, d’aprés l'injectivité de la transformation de Laplace,
[ exp (—pt)de(v) = [ exp (~pt)da )

dans (0, o), et encore, de la méme maniere, o, = o).

Voyons finalement supp («,) C [a, o0). Pour tout I’entier m = 0, la
distribution (—1)™*!|zP™ ¢ (x)dx étant conditionnellement de type positif
et ayant

Va(r, 0) = (da* + a)N(r, o)

= c(dr™? + a) + I(l - D),

p+422)

on obtient, d’aprés le lemme 2 et la présente unicité, (p — a)de,(p) est
une mesure positive, d’ou supp («,) C [a, ).
D’aprés les présents lemmes, on obtient la proposition suivante:

PROPOSITION 7. Soit L un opérateur différentiel elliptique d’ordre
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< 2 a coéfficients constants et supposons qu’il existe le noyau de convo-
lution G, sur R* s’annulant @ Uinfini avec LG, = —e. Soit N un noyau
de convolution sur R™ symétrique par rapport a l'origine et s annulant
a Uinfini. Alors pour que N soit complétement L-sous-harmonique et que,
pour tout U'entier m = 0, il existe une constante ¢, > 0 telle que L™N
< ¢,G; au sens des distributions en dehors de I'origine, il faut et il suffit
que N soit de la forme

N=c+ [ Grpd@

ol ¢ est une constante =0 et ou v est une mesure positive sur R* telle

que, quel que soit m un entier = 0, Ipmdu(p) < 400

On rappelle que (G, ),z est la résolvante associée au noyau G;.

Démonstration. Pour tout p > 0 et pour tout 'entier m = 0, on a
LG, ,=p"G,,, < p"G.,, en dehors de 'origine, et donc il en résulte
immeédiatement que la condition est suffisante.

Montrons que la condition est nécessaire. De la méme maniére que
dans le lemme 3, on peut supposer que L est uniformément elliptique.
D’aprés une certaine transformation linéaire de R™ a lui-méme, on peut
supposer L = 4 — a, ou a est une constante = 0 d’apres I'existence de
G;. D’aprés L™N < ¢,G; en dehors de 'origine, il existe un noyau de
convolution N™ gsur R" tel que, quelle que soit une fonction ¢ finite et

continue dans R™ & support compact, J;odN M) f o(@)d(L™N)(x). Pour
lz1>0

tout 'entier m = 0, N™ est symétrique par rapport a l'origine et com-
plétement L-sous-harmonique. N g’annulant a l'infini et LN étant
un laplacien généralisé symétrique sur R", on obtient d’aprés le lemme
3 et théoréme de Levy-Khinchine,

=P n N
Ilz|>o 1+ lx]zd(LN( Nx) < + .

"\
Done, pour tout I’entier m = 1,IdN”"’ < 0. —LN étant définie-néga-

tive et & valeurs réelles, et pour tout ’entier m = 1, la fonection N(mz)
de x étant de type positif, il existe deux constantes ¢, = 0 et ¢, = 0 telles
que
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AN ~
—LN@@) = ¢, + ¢, |z} + Ide — NO(g) .

D’autre part, d’apres le lemme 4, il existe uniquement une constante
¢ =0 et une famille (,),cs,, de mesures positives sur R* portées par
[a, o) telles que

. 1
Ner,0) = I__ D) .
o) =c+ [ @)

Soit «, la mesure obtenue de «, par la translation de —a. On a alors

ING, 0) = —@An* + a)N () 0)

= —c(drr I(_pi_1>dav
c(4nr* + a) + PR »
= —c(dz? + a) + f <_?.’.~... _ l)docf,(p) .
p 4+ a + 4z

Par conséquent, on a j‘daj, < 4+ oo et

NO(r, ¢) = f del,(p) .

_pr
p + a + 4a*r?

Par récurrence, on obtient que, pour tout I'entier m =1,

N/(\m)(1. ) J p™ de/.(p)
yO0) = | ——F—__dao, .
» + o + 4=*r? b

~ .
Remarquons ici que N® est finie et continue & l'origine; alors on a,

pour tout ¢ de S, ,, I—&daf,(p) < 40 et I p" do/,(p) ne dépend pas
P+ a p+a
de 0. Par conséquent, pour tout ¢ =0, l’intégralefexp(——pt) f_ det (p)
: P +a

est finie et ne dépend pas de ¢. D’apres P'injectivité de la transforma-
tion de Laplace, la restriction de «, dans (0, ) ne dépend pas de .
En utilisant encore le lemme 4, il existe une mesure »’ sur R* avec
v'({0})) = 0 et une fonction finie continue q(¢) = 0 sur S,,, telles que

N ,0) = q(o) ‘[ 1 d’ i
(r,0) C+0/+47Z'27‘2+ p+a+4n21nzv(10)

En appliquant le théoréme de Levy-Khinchine & la fonction définie-néga-

"\
tive —LN(x), on obtient que ¢(¢) est constante. En posant v = ¢(o)e + v/,
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1

pratdmppe

on obtient N(z) = ¢ + f

N =+ jGL,pdv .

La démonstration est ainsi compléte.

Soient L et G les mémes que ci-dessus. On note C ,(G,) la totalité
des noyaux de convolution complétement L-sous-harmoniques N sur R”
symétriques par rapport & l'origine tels que, pour tout 'entier m = 0, il
existe une constante ¢,, > 0 vérifiant L™N < ¢,,G, en dehors de V'origine.
Posons Cr(G,) = C‘R,,,(GL), ou l’adhérence est au sens de la topologie
vague.

COROLLAIRE 4. Soit N un noyau de convolution sur R*. Alors pour
que N appartienne a Cr(Gp), il faut et il suffit que N soit de la forme

N = ce + f G..,dv(D) ,

o ¢ est une constante =0 et ve M*(R*), et tout I’élément de Cr(G,) est
un noyou de convolution de Dirichlet sur R™ ou bien 0.

Démonstration. On connalt déja que si, pour ce R* et ve M*(RY),
N =ce + IGL,pdu(p), alors N est un noyau de convolution de Dirichlet

sur R" ou bien 0 (cf. par exemple, [5]), et donc il suffit de voir la
premiére partie. La condition est évidemment suffisante, et on montrera
seulement que la condition est nécessaire. Voyons d’abord que tout
Pélément N de Cr(G,) s’annule & 'infini. On choisit une suite Nwooy
de C’R,b(GL) qui converge vaguement vers N avec m — oco. Soit f une
fonction = 0, finie et continue dans R™ & support compact; alors il
existe une fonction finie et continue g = 0 dans R™ & support compact telle
que Nxf < Gpxg sur supp(f). La suite (N,=* e_, converge uniformé-
ment vers Nx f sur tout compact, et donc il existe un entier m, =1 tel
que, quel que soit m = my, N,*f < Gpxg sur supp (f). N,=*f étant L-
sous-harmonique en dehors de supp (f) et ayant lim, .. N, f(x) =0,
on obtient N, f < G.xg sur R*. En faisant m — oo, on arrive & Nxf
< G.xg sur R*, d’oit N s’annule a I'infini. De la méme maniére que dans
le lemme 3, on peut supposer L = 4 — a, ol a e R*. Alors tout I’élément
N de Cr(G) est invariant par rotations et pour tout I’entier m =0, LN
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est conditionnellement positive. D’apres le lemme 4, il existe une mesure
positive v’ sur R* portée par [a, ) et une constante ¢ = 0 telle que N (x)

=c + I————l———du’(p). Soit v la mesure obtenue de v’ par la transla-
D + 4’ |xf

tion de —a; alors on a

N=c+[G,b0),

d’ou le corollaire 4.

Nous ne connaissons pas maintenant si C‘R(GL) est égal a la totalité
des mnoyaux de convolution complétement L-sous-harmoniques dans R"
symétriques par rapport & 'origine et s’annulant & ’infini.

D’apreés le corollaire 4 et une proposition générale obtenue dans [6],
on obtient le corollaire suivant:

COROLLAIRE 5. Soient L et G, les mémes que ci-dessus. Alors
Cr(GL) est un cone convexe vaguement fermé de vertex 0, Cr(GL) > Gy
et, pour tout ’élément N =+ 0 de C‘R(GL), il existe un autre élément N’ + 0
de Cn(GL), et un seul tel que NxN' = G,.

On notera, pour un entier m =1, (R™* ={p = Py, - -+, Dn); Pi € R*
Z=1,2,...,m)} On supposera toujours que L et G, sont les mémes
que ci-dessus. Soient N un noyau de convolution sur R" et (Npse y (rm+

m1

une famille de noyaux de convolution sur R*. On dira que cette famille
sera une classe divisible associée au noyau N relativement au noyau G
si Ny = N, (N,),=, est la résolvante associée au noyau N et si, pour tout
Pentier m =1, N, ...om * Nepyy oo omoy = Gz €8 (N gy, v pm,m)pzo €8t 12 résolvante
associée au noyau N, ...,.,. 1l est évident que pour un noyau de con-
volution N sur R*, une classe divisible associée au noyau N relative-
ment au noyau G, est unique lorsqu’elle existe.

Rappelons encore la définition d’un cb6ne convexe divisible Cz(G.)
relatif au noyau G,. Cela est, par définition, un cone convexe vaguement
fermé de vertex 0 formé par de noyaux de convolution sur R et vérifiant
les deux conditions suivantes:

(@) Cr(Gp) — {0} est formé par de noyau de convolution de Hunt
sur R".

) G.ecCxr(G;.) et pour tout N =0 de Cxr(G,.), le noyau de convolu-
tion dual N’ de N relativement au noyau G, appartient & Cr(G).
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Lorsque, pour un noyau de convolution N sur R”, il existe un seul
noyau de convolution N’ sur R™ vérifiant N«N’' = G, N’ s’appelle le
noyau de convolution dual de N relativement au noyau G;.

Remarque 3. Soient L et G, les mémes que ci-dessus, et Cx(G.) un
cone convexe divisible relatif au noyau G,. Alors, pour tout N # 0 de
Cr(Gp), il existe la classe divisible associée au noyau N relativement au
noyau Gy.

En effet, il est déja connu que, pour un noyau de convolution N
appartenant & Czr(G.), la résolvante associée au noyau N est aussi
contenue dans Cr(Gp) (cf. [7]). En utilisant la condition (b) et par ré-

currence, on obtient facilement la remarque 3.

Remarque 4. Soit N un noyau de convolution sur R" et supposons
qu’il existe la classe divisible (N;);c | (gm+ associée au noyau N relative-
m1

ment au noyau G,. Alors, pour tout ’entier m =1 et pout p = (p, ---,
Pn) de (R™)*, en posant, pour § = (q;, « -+, qx) de Uiz (RDY,

N® =N

(P1,%+*,Pm—~1,Pm+ 41,42, **,qk) ?
(NP)ze v -+ est la classe divisible associée au noyau N, relativement au
k=1

noyau G.
Soient N un noyau de convolution sur R" et (N;);c y R+ la classe
m=

divisible associée au noyau N relativement au noyau G,. Soit (p)=,
une famille de m nombres > 0. On dira qu’un noyau de convolution M
sur R® sera un noyau de convolution divisible défini par N et (p)r, s’il
existe une famille (¢;);' de constantes > 0 telle que

m—1
M= Dy .- pmN*N(O,px) Hoeee *N(prla"',Pm) + Z; ciN(O,m,“-,pi)* e *N(O,pl.---,pm)
i=

sur R”.

PROPOSITION 8. Soient m un entier =1 et (p)™, une famille de nom-
bres > 0. Alors il existe une famille (¢;)"7* de constantes > 0 dépendant
seulement (p)™,, et une seule telle que, pour tout G, tout le noyau de
convolution N, sur R™ tel qu’il existe la classe divisible (Nﬁ)ﬁemgl(,zm)+

associée au noyau N, relativement au noyau Gp et pour tout Uentier k
avec 0 < k<m— 1, LEM/p? ... pi soit égal & un noyau de convolution

divisible défini par N, ... €t (0)i-zs1 en dehors de I'origine, ou
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m-1
M=2p - D2uNogxNg % *Ngp ooy + ; EN o peepn® " % Neop oo pms

et dans le cas o k = 0, on suppose que p? --- p2 et (0,p, ---,pr) sont
respectivement égals a1l et 0.

Montrons cette proposition par récurrence pour m. Il est évident
que notre énoncé a lieu dans le cas ol m = 1. Supposons que dans le
cas ol m = s (= 1), notre énoncé a lieu pour tout la famille de s nom-
bres > 0. Soit (p,)iri une famille de nombres > 0. On désigne par
(€))iz} la unique famille de constantes > 0 obtenue pour (p;)ifi. Posons

§—1
— /
Me=p;"Des:Nopy* - #Neopy,oepisn T+ iZ_:lciN(o,pl,n-,mH) oo kN gy oveperny -

Alors M, un noyau de convolution divisible défini par N ,, et (p)i}.
Pour tout 'entier ¢ avec 1 <4 =<s, on a Ny, ..o *Neopyyeoerpioy = Gre

<1

DOIIC N(O,p;,-- D105 DE) =

*yPi~1,

o S’annule & I’infini, et par suite on a p; JialN(0

(cf. [6]). Par conséquent fde < 4 o0, et par suite

M, = i‘l '——c‘ipl——GL + 0,GLx(e — p, M)

=1P5.1*° Dsp1

a un sens. Ayant, pour tout ’entier 7 avec 1 <1< s+ 1,

Grx(e — Di -+ DsssN iy * ¥ N1y, pesn)
8$=1
= kz—opi+k+1 . e ps+l(GL*(8 - pi+kN(0,l’1""v1’i+k)))*N(O,Px,---,p¢+k+l)

koo kN gy T Grr(e — DeiN o pyyeenpy10)
8—1

- ,;opﬂkn o DesiNopyerepiven * ¥ Napyoepesn + Noopryospn

*N(O

s D103 Ps+1) *
on obtient qu’il existe une famille (¢,)i., de constantes > 0 dépendant

seulement de (p;)i:! telle que

My, =mp --- ps+1No*N(o,m)* te *N(o.m,-«

*3Ps+1)

s
+ 1:2—1 CiN(o,ph...,m)* e *N(O,Pl,"',l’:+1) .

On a LM, = p:M, en dehors de l'origine. D’aprés notre hypothése,
pour tout ’entier k avec 0 < k < s, L*M,,,/p3 - - - v} est égal & un noyau
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de convolution divisible défini par N ,, ... ., et (p)iZi,, en dehors de 0.

Voyons finalement P'unicité de (c,)i_,. Soit (¢,)i_, une autre famille
de constantes > 0 qui vérifie les mémes conditions que pour (¢;)_,. On
désigne par M,,, le noyau de convolution divisible défini par N, et (p,)::!
obtenu de (¢;)i_;. D’aprés notre hypothése, on obtient que, pour tout G,
et pour tout N, LM,,, = LM,,, en dehors de 'origine. D’autre part, on

obtient que, pour tout ’entier ¢ avec 0 <17 < s,

N(o,m,u-,pi)*N<o,p1,~-~,m+1) =Grx(e— pi+1N(0,m,-",pt+x)) .

Donc il existe une constante ¢ telle que M., — M, , = cG., et ¢ ne
dépand pas de G, et de N,, car d’aprés le corollaire 5, pour tout p > 0,
il existe la classe divisible associée au noyau G,,, relativement au noyau
G;. Par conséquent, ¢ = 0, et par suite ¢; =é;, (¢ =1,2,...,s), d’apres
le corollaire 5. La démonstration est ainsi compléte.

Pour la famille (¢;)77' obtenue ci-dessus, on note c¢; = c¢;(p)7,)
1<j7j<m-—1). Le noyau de convolution M dans la présente proposi-
tion s’appellera le noyau de convolution divisible d’ordre m défini par N,
et ()i,

Remarque 5. Soit (p;)™, une famille de nombres > 0 et supposons
que Gz, Ny et (Npjze y (gmy+ sont les mémes que ci-dessus. Pour le noyau
mz1

de convolution divisible M d’ordre m défini par N, et (p,)",, et pour un
entier k avec D < k<m — 1, L*M/p}--- p: est aussi égal au noyau de
convolution divisible d’ordre m — &k défini par N ... €& (P)7r en
dehors de l'origine.

Cela résulte immédiatement de la proposition 8.

LEMME 6. Soient G, Noy (Npse y rmy+» M €t (D)7, les mémes que
m1

ci-dessus. Alors on a

lim e ()7 _ ”‘Z‘:l c;((p)Ty)

Pmt1mew T=1 Dy o+ Doy Ly Dy

et, pour toute la fonction continue et bornée f dans R*,

lim | rdM@, = jfdM;? ,

DPm+1—+%
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m
M;:i—l = jZI C/((pi)?:;l)N(O,pn---.p/)* e *N(O,px,~~~,pm+:)

et
a m~—1
M = j; 01((pi)§'21)N<o,px,-~-,w>* te *Nm,pl,---.pm) .

En effet, d’aprés la proposition 1, on obtient que, pour tout p de
Unz1 (R™*, N est un noyau de convolution de Hunt sur R*. N, s’annulant
a l'infini (cf. la démonstration de la proposition 8), pour tout § = (q,, - - -,

q,) de U (R™* et pour tout p >0, on a p IdN(qh,,,,qmp, <let pNy..imn
m=1

converge vaguement vers e avec p — oo.
Par conséquent on peut montrer, par récurrence pour m — k, que
pour tout ’entier ¥ avec 0 <k <m — 1,

lim ¥ AP S (POl
Pmi1=® j=1 Vg, g Pmy j=1 pk+j st Dm

toute la fonction continue et bornée f dans R~

1 2, J— 2
im [ AUy, oimsr = [ SAM Gy ims

Pm41—*°

m-k
2. J— 1
MEO?p;,---,m),m—kH = jZ-l 01((771)2'5”1)2\7(0,1:;,~--,m+;) ¥ooee *N(O,m,-",pmn)
et
m-k-1
2, —
M@y mte = jZ_l Pk s DN 0,1, 2049 % * ** ¥ N piyevepmy +

Cela résulte facilement du fait que
M@y spm-va = 0,
2 J—
M@ s iomn2 = PN 0,01,00,0m * N 0,01, 510
et pour tout 'entier k avec 1< k< m — 1,

(2)
Di PN opueespeen® *** ¥ Nopyyeeopminy T M lpr, e ey, metera

m—k m+1 2
=5 G@IERIP G Gk — py -
L Dyt Dma

(2)
F oo *N(O,px,---,pmu) — DM@ s, 0,41

* pm+1N(0,pl,-",pk)
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et

(2)
Dy co pmN(O,m,'--,pk-l) Foeeo *N(O,px,unpm) + M(O,pu"',pk—n,m-kﬂ
m—-k-1 m 2
(PP )P
b, Rk Gy 4 PGk (e — Dt PN 0 pryeee o0
=l Pryj P

@
oo kN o om — DM@ e pymi)

d’apreés la démonstration de la proposition 8.
On montrera ici notre théoréme principal.

THEOREME. Soit L un opérateur différentiel ellz‘fotique et auto-adjoint
d’ordre <2 sur R™ a coéfficients constants et supposons qu’il existe le
noyau de convolution sur R* s’annulant & Uinfini avec LG, = —e. Alors
un come convexe divisible relatif au noyau G, formé par de noyaux de
convolution symétriques par rapport & I’ origine est uniquement déterminé,
et cela est égal a

{ca + -[GL,pdv(p); ceR* et ve M*(R*) avec r —1-dv(p) < —I—oo} .
1 p

Démonstration. Soit Cr(G.) un cOne convexe divisible quelconque
relatif au noyau G, constitué par de noyaux de convolution symétriques
par rapport a l'origine. Pour la premieére partie du théoréme, il suffit
de voir CR(G;) = C’R(GL). D’aprés une proposition générale obtenue dans
[6] et le corollaire 4, on a Cr(G,) D Cr(G,). Donc il suffit de montrer
que CR,I,(GL) est dense dans Cz(G,) pour la topologie vague. Soit N un
noyau de convolution = 0 sur R” appartenant & Cr(G,). Pour N € Cp ,(G,),

il suffit de supposer de < 400, car la résolvante associée au noyau N

est aussi contenue dans Cr(G.). D’aprés la remarque 3, on désigne par
(Np)se v rm+ la classe divisible associée au noyau N relativement au noyau
mz1

G;. Soit § un nombre > 0 quelconque donné. Alors il existe‘ une suite
croissante (p,,)s_, de nombres > 0 telles que, en posant

M'(nt) =P, - pmN*N(O,px)* LR *N(O,m,"

Pm) ?

on ait

1

0= N(z) — Zl@?(x) < (1 — Eﬁ)a sur B,

et pour tous les entiers k > 1 et s > 1,
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S _ed@dizt)_ o (1 1),

ITU Dpyg e Dies A

/\
Rappelons le lemme 5 et que, pour tout § = (q,, -+, qn), PNy ....0m.py CON-
verge uniformément vers 1 sur tout compact de R™; alors il est facile de
voir, par récurrence, l’existence de cette suite. Posons

My = MY + M9,

m-—1
M = jzﬂ CH@IIN 0,p1,evepp * *** # N gy o -

D’aprés la maniére d’obtenir la famille (¢,((p;)i~,))7! dans la proposition
8, on a, pour tout m = 2,

M, < (ﬁzw + pl)GL = p1<1 + p1(1 - 1 )5)GL
J=l Pju1* Pn 2m=t

dans R*, et on a immédiatement
M, = pr*N(o,pl) = D,Gr*(e — plN(O,pl)) < .G,

dans R*. D’autre part, d’aprés la remarque 5, pour tout ’entier k£ avec
1<kgm-—-1,

x — m2 2
L Mm =Py pk(pk+l vt pmN(O,pl,---.m)* vt *N(O,Ply"';l’m)

m~k-1
+ Z; cj((pi);:”f——k+l)N(0,111,'",pk+j) Koo *N(O,m,-".pm))
i=

en dehors de l'origine. De la méme maniére que pour le noyau de
convolution M,, on a, pour tout l'entier &k avec 1< k< m — 2,

Lka é p% cee p?}:pk-ﬂ(l + pk+1(1 - 1 )5)GL

2m—k—2
et

L™ M, <9} - 05 10xGy

en dehors de l'origine. Ayant IdN < 4oo0, et N—MP et MP — MP,,

étant de type positif, on obtient que (M):_, converge vaguement vers
un noyau de convolution M® sur R* avec m — oo et que
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\ ZAN
lim MP(x) = M{P(x) sur R"™.

m—wo

D’autre part, on a

JdM@)gm"lE&%’il_)<5_
T Ap P

Donc on peut supposer que (M{?):_., converge vaguement vers un noyau
de convolution M{® avec m — oo. Posons N, = MP® 4+ M®; alors on a

0= 1\7,, <@+ p,o)p,G, dans R"
et, pour tout P'entier £ > 1,
0< LN, < A + 03d)D} -+ Di02iiGr
en dehors de l'origine. Il existe un noyau de convolution M, sur R"
symétrique par rapport a l’origine avec J‘dM’ <1 tel que M = N«M,.

D’apres les inégalités
Py N\ —
0 N@) —MP@)<é sur B,
et de < 400, on obtient que M{" converge vaguement vers N avec

d —0. Ayant IdM ® <5, on obtient que N, converge vaguement vers N

avec 6 — 0, d’olt Cz ,(G,) est dense dans Cr(G,).
Montrons finalement que, pour une mesure positive v sur R*,

IGL,,.du(p) définit un noyau de convolution sur R" si et seulement si
r ldu(zo) < 4o00. En effet, pour une fonction finie et continue f =0
1D

dans R"™ & support compact telle que f(0) > 0,

0<infp| fdG,, < suppjfdGL,p < m;;,ex f(x),
pzl z€ER™

pz1

car G, , est de type positif et (vG;,,),-, converge vaguement vers ¢ avec
p — oco. Donec on a I’équivalence

([ ra6.0m <+ | %du(p) < too.

La démonstration est ainsi complete.



152 MASAYUKI ITO

Remarque 6. Soient L et G, les mémes que ci-dessus. De la méme
maniére que ci-dessus, on peut montrer que, pour tout le cone convexe
divisible Cz(G.) relatif au noyau G, et pour tout le noyau de convolu-
tion N sur R* appartenant & Cz(G.), N + N appartient 2 Cr(G.) et cela
est de la forme

N+ N = ce + fGL,pdv(p) ,
ol ceR* et ve M*(R*) avec r %du(p) < +oo.
1

On note ici N le noyau de convolution symétrisant avec N par rapport
a DPorigine.
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