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COURBES ELLIPTIQUES AYANT BONNE REDUCTION
EN DEHORS DE 3

GERARD LIGOZAT

Introduction

Le résultat principal de ce travail est le suivant: les courbes elliptiques
définies sur @, et ayant bonne réduction en dehors de 3, vérifient la con-
jecture de Weil (cf. [2], Th. 2).

La démonstration de ce fait découle d’'une construction explicite des
formes paraboliques de poids 2 sur les groupes de congruence I'y(3"), v =
3,4,5. La méthode utilisée pour faire cette construction, ainsi que la
fagon d’en déduire la validité de la conjecture de Weil, sont celles em-
ployées par Honda et Miyawaki dans leur article [2] relatif au cas ana-
logue des courbes ayant bonne réduction en dehors de 2.

Ces questions sont traitées dans les deux premiers paragraphes.

Dans un troisiéme paragraphe, on utilise les symboles modulaires pour
donner une description de la jacobienne J(3*), associée au groupe de con-
gruence [,(3Y), en termes de réseaux complexes. On montre dans le
quatriéme paragraphe comment on peut déduire des résultats obtenus:
d’une part, certaines propriétés galoisiennes des points de 3-division des
courbes elliptiques de conducteur 27; d’autre part, les propriétés galoisien-
nes des points de 3-division d’'une certaine courbe elliptique considérée
par Koike dans [3], §3. Ces propriétés sont démontrées par Koike par
une autre méthode, et lui servent & déterminer une équation explicite de
cette courbe. Notre démonstration montre qu’elles ont une origine
“modulaire”.

Je tiens a remercier ici le Professeur Koike qui a bien voulu s’inté-
resser aux résultats de la premiére partie de ce travail, et dont ’article
cité plus haut a motivé la seconde partie.
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1. Construction de formes paraboliques

Notons {I"(3"), 2), ’espace des formes paraboliques de poids 2 sur le
groupe de congruence ['(3"), v = 3,4, 5, resp. Cet espace est de dimension
1,4,19.resp. Le sous-espace engendré par les formes primitives est de
dimension 1, 2, 12 resp.

Soit = {ze C|Im (2))0} le demi-plan de Poincaré. On notera H* le
demi-plan de Poincaré complété:

H* =9U QU {0} .

On désigne par Xy(8*), v = 3, 4, 5, la courbe modulaire associée a I"|(3").
Cette courbe est lisse, projective, définie sur @, et de genre égal i la
dimension de {I'y(3), 2),. Enfin, on note J(3") la jacobienne de X,(3").

Soit 7(2) la fonction éta de Dedekind, définie par

7@ = e [T 1—q7) ,

ot ze 9, et ol 'on pose g = e**=.
1.1. Formes sur I'y(3"), v = 3,4
ProposiTioN 1.1.1. a) La fonction:
F®@) = n32/9(92) = q — 24 — @' + 5a* + 4¢* — Tg"
— 5% + 29" — 4¢" (mod ¢) ,

est l'unique forme primitive normalisée de {I'(3%), 2),.
b) Soient:

Gih(2) = 7(32)(92)1(272) = ¢ — & — ¢" — 24" + 29" + 3q"
— q2o + 2q23 _ qze _]__ q29 . 3q32 _ 2q35 (mod qas) ,

et

G(2) = 7(32)9(92)(2T2)" = q + ¢' + 2" — 3¢° — g"
— 5q16 + 2q19 — 6q22 _— 2q25 + 2q28 _l_ 8q31 _l__ 9q34 (mod q37) .
Les fonctions G, G{* constituent une base de l’espace engendré dans

(I'(8Y), 2), par les formes primitives. Les deux formes primitives normalisées
sont:

F{® = G + V3 -G
et
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F =GP — V3-GP .

Démonstration. Le Théoréme 1 de [2] montre que F® est un élément
(non nul) de <I'y(3%, 2>, (cf. aussi [4], Prop. 3.1.1); on en déduit la partie
(a); le méme théoréme entraine que G et G{¥ sont des éléments non nuls
de (I'y(3Y, 2),.

Soit S la matrice:

S=(217 (1)>

Toujours d’aprés [2], Th. A, on a, avec les conventions de loc. cit.:
7(8-82) = (27z + 1)V*.e %*.9(32) ,
2(9-8Sz) = (27z + 1)"*.e~**.9(92) ,
2W27-8z) = (27z + 1)V2.e 2. 9(272) .
Il en résulte:
Gi‘i) IZ S i 6_4’”:/3‘G£4) ,
Gél{) 12 S — e—2ni/3.G2(4) .

Ceci entraine (cf. [2], p. 368) que G{* et G{¥ sont orthogonaux a
{I'(27), 25, pour le produit scalaire de Petersson; ce sont donc des com-
binaisons linéaires de formes primitives de {I'y(3%), 2),.

Enfin, 'action de 'opérateur de Hecke T'(2) est la suivante:

GP T2 =Gy,
GP| T2 = 3G®* .

On obtient F®, F» en diagonalisant.
1.2. Formes sur I'(3°)

Considérons maintenant l'espace {I'y(3°), 2>, et cherchons & déter-
miner les éléments de cet espace qui s’écrivent comme produits de fonc-
tions éta. On obtient le résultat suivant:

PropositioN 1.2.1. La fonction:

(1.2.1.1) 7(2)"9(32)"9(3%2)"n(3°2)"(8'2)"*p(32)" ,
ot n, ---,ns€ Z, est une forme parabolique de poids 2 sur (3% si et
seulement si (n,, - - -, ng) prend l’une des seize valeurs données dans le tableaw

suivant.
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(ny, Ny, Mgy My, M, ) nma(gg;; i?olr?df;ﬁgtion
0, —1,8,8, —1,0) G®
©, -1,5,—1,1,0) G®
©,—-1,4,-1,2,0) G®
0,2,1,0,1,0) G®
©,2,0,0,2,0) GO
0,2, —1,4, —1,0) G®
©,1,-1,5,-1,0) G®
0,1,1,1,1,0) G®
0,1,0,1,2,0) G
©,2,2,0,0,0) F®
©,0,2,2,0,0)

0,0,0,2,2,0)

0,1,2,1,0,0) G®
0,0,1,2,1,0)

©, -1,6,—-1,0,0) G®
0,0, —1,6,—1,0)

Les formes G®, 1< i< 10, i + 7, sont linéairement indépendantes, et
appartiennent & l'espace engendré dans {I"(3°), 2), par les formes primitives.

Démonstration. Utilisons les résultats de [4], 3.2. D’aprés la Prop.
3.2.8 de loc. cit., 'ordre de la fonction définie par (1.2.1.1) en une pointe
de niveau 3! (1 <j< 6) est donné par la j-ieme ligne de la matrice:

L™ m,
(1.2.1.2) ﬂg =1,
T me
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ou l'on désigne par 2 la matrice de terme:
‘Qi,j — 35+2inf(i,j)—inf(i—l,ﬂ—i)~(’£+j) . 1 S i, js 6 .

Le raisonnement fait dans la démonstration de la Prop. 3.1.1 de [4] montre
que les conditions suivantes sont nécessaires et suffisantes pour que la
fonction associée a (n,, ---, ny) soit une forme parabolique de poids 2 sur

I'y(3):

(i) ni+ - +ng=4;

(i) my, ---,meZ;

Gi) my, oo+, mg>0;

Giv) n,+n,+n,=0 (mod?2).

S’il en est ainsi, le diviseur de la forme différentielle associée a la
forme parabolique est de degré 36; ceci s’exprime par la formule:

(v) my+ mg+ 2(m, + ms) + 6(m; + m,) = 54.

Pour déterminer les solutions du systéme (i, ii, iii, iv), il est commode
d’utiliser (v). Plus précisément, posons:

Uu=m~+mg; V=m,+ms; W=m;-+m,.
La condition (iii) entraine:
iy w,v,w>2.
D’autre part, on tire de (1.2.1.2):

24y = 244n, 4+ 84n, 4+ 36n, + 36n, + 84n, + 244n, ,
24v = 28n, + 84n, + 36n, + 36n, + 84n, + 28n, ,
24w = 4n, + 12n, + 36n, + 36n, + 12n, + 4n, ,

d’ol
N+ n, = J‘g_v
(vi) _
n, -+ n, = __U_g—t’?_w .

Dans un premier temps, on détermine les triplets (u, v, w) vérifiant
simultanément:

(v) u+ 2v+ 6w =>54;
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(i) uw,v,w > 2;
(viy u=v(@mod9); v=Tw(mod?9).
On trouve ainsi les neuf solutions suivantes:

(2,2,8); (4,4,7); (6,6,6); (8,8,5); (10,10,4); (12,12, 3); (14, 14, 2);
(30, 3, 3); (32,5, 2).

Pour chacune de ces neuf valeurs, on est ramené a résoudre un systéme
ne faisant intervenir que la moitié des inconnues. Montrons comment
on traite le cas u =2, v=2, w = 8.

On a; my+my=2; my+m;=2; my+m, =8,
goit (*): m+n,=0; n,+n,=—2; ny+n,=6.

Comme m,, ---, my > 1, on a nécessairement:
m1=m2=m5=m5=1.
On tire alors de (1.2.1.2) et (%):

24 = 242n, + 78n, + 18n, + 48,
24 = 6n, + 78n, 4+ 18n, + 48,

soit n, = 0, donc n, = 0, et (x%) 138n, + 3n, + 4 = 0. D’autre part, on tire
de (1.2.1.2):

24m, = 6n, + 18n, + 48 .
On a donc, utilisant (xx):

3n2 = 1 - n”z:; ,
donc
m; = 1 (mod'3); comme 1< m; <7,

m, peut prendre une des trois valeurs 1,4 ou 7, donc n, =0, —1 ou —2.
Enfin, (xx) entraine: n, = 2 (mod 3).
Par conséquent, n, = —1, d'ou n, = 3, et m; = 4. On a ainsi obtenu
la solution:

n=0n=-1,n=3n=3 n=-—1,n=0
du systéme (i, ii, iii).
On procede de fagon analogue pour les autres cas. On constate que
la condition (iv) est vérifiée par chacune des solutions de (i, ii, iii).
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1.2.2. Donnons les premiers coefficients des développements en série
de Fourier des formes G®, 1<i< 10, i ~ T:

G£5) =q+ q4 + 2q7 + 2q13 + q16 + 2q19 + qza . qzs - q31 _ 6q34
(mod g*) ;
Gz(b) = q4 + q-/ + qu _ 2q13 _ 3q19 + qzz _ 5q25 . 3q28 + q31 + 3q34

(mod ¢%) ;
GP =q +q°+ 29" — ¢° + q° — ¢* + ¢* — 3¢ — 2¢” + ¢*
(mod ¢") ;
GP =q'— 29" — ¢" + ¢" + 3¢ + 3¢ — 5¢" + ¢" — 3¢" — 29"
(mod ¢*) ;
G® =q" — 29" — ¢"° + 29" + ¢"° + 29" — 2¢9* — 29" — 2¢*
(mod ¢*) ;
GP =q—2¢"—q" + 39" — q" + 9 + 29" — 39" — 2¢*
— q* + 5¢" + 3¢™ (mod %) ;
GP'=q¢"-q¢ -9 +9q"—q"+ 29" — ¢" — ¢" — 2¢"
+ 3™ + 49" (mod ¢%) ;
GP=¢—q¢ —q¢"—¢"+¢"+ 29" — ¢" + 2¢" — ¢" (mod ") ;
G =¢—q¢"—q¢"+9¢°+¢° —q" (mod ¢*) .

1.2.3. On démontre comme en 1.1 que ces neuf formes sont orthogo-
nales a (I'|(3%, 2), pour le produit scalaire de Petersson (cf. [2], p. 368);
plus précisément, cela résulte de ce que la matrice:

)

3 1

opére sur la forme parabolique de poids 2:
7(32)"(3*2)"p(3*2)™7(3'2)"

en la multipliant par

o~ ((8n2+9ng+ 304+t ng)/12)wi

comme il résulte immédiatement de [2], Th. A; or, pour chacune des neuf
formes considérées,

3n, + 9n; + 3n, + ny, = +4 (mod 24) .

Les neuf formes considérées sont donc des éléments de 1’espace engendré
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par les formes primitives dans {I"y(3°), 2),.
1.2.4. Soient:
GP® = GP|TQ) ,
G = 4GP|T() ,
G® =GP |T® .
Ces trois formes sont combinaisons linéaires de formes primitives.
On a:

G§5) =q+ q4 —q —q" + ¢° — qm + ¢® — 4¢® — 4q™ + 3¢*

(mod ¢*) ;
GP?=¢q¢"+ ¢ + 9" — 29" — 29" — 29" + ¢ — 29" — ¢" — 29"
(mod ¢®) ;
G{g) = q2 __I__ 2q5 + 2q8 _|_ qll . q14 + 3q17 — qZO + 2q23 — 4q28
+ 49 — 2¢%® (mod ¢*) .

L’examen des coefficients de Fourier montre que les douze formes G,

1 < i< 12 sont linéairement indépendantes. On peut donc conclure:

ProposiTioN 1.2.5. Les formes G®, 1 < i< 12, constituent une base

de l'espace engendré par les formes primitives dans {I"|(3%), 2),.

1.3. Diagonalisation

Pour déterminer les formes primitives elles-mémes, nous allons utiliser

la diagonalisation de T(2). Remarquons tout d’abord que I’espace engendré
par les formes G®, 1 < i< 12, est somme directe de 1’espace V engendré
par G®, 1 <i< 7, et de W, engendré par G®, 8 <i <12, et que T'(2) est

somme directe de:

T =TQ):V->W
et
T =TQw:W—>V

qui sont deux opérateurs de rang 5.

On est donc ramené, pour déterminer les valeurs propres de 7T'(2), &

calculer celles de
T T - W—>W

ou W est de dimension 5.
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L’action de T'(2) sur les formes G®, 1 < i< 12, est la suivante:

G| T(2) = 3G ;
GP|T(@) = GF ;

G| 7@ = G;

GP|T@) = GP + 6G ;

GP|TQ@) = —2G® ;

GP|T@) = 3G ;

GP| T = 2GP + 3GE + G ;
GP|T@) = GP ;

GP|T(2) = —3GP + GP — GP + 3G ;
G| T(2) = $GP + §GP ;

GY|T(@) = §G© — 2GP — G — 3G ;
GP| TR = 260 + GP + GP .

On en déduit lamatrice de 7" T”, par rapport a la base G®, 8 <i < 12:

2 03 01
0 40 —10
2 04 0 %
0 -2 0 5 0
3 09 0 3

Le polynéme caractéristique de cette matrice est:
—(X—3)(X —6)(X*—9X*+ 18X —9).
Soient «;, a,, @, les racines du polynéme:
X*—3X*+4 3.
On a (cf. [3], §7):
a=14+8+&, (=123,

oll {, est une racine primitive neuviéme de I'unité.
Les valeurs propres de 77 T": W—> W sont:

3,630(§9 i=172a3-
Les valeurs propres de T'(2), par conséquent, sont:

0,0, +v/3, +v6, +a,, 1<i<3.
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Les espaces propres correspondant a4 chacune des valeurs propres non
nulles sont de dimension 1. L’espace propre associé a la valeur propre
0 est de dimension 2. Il est facile de voir qu’il est engendré par les deux
formes primitives normalisées G® — 3G® et G + H(GP + GP). On déter-
mine sans peine les autres formes primitives. Le résultat est le suivant:

ProrosiTioN 1.3.1. Les formes primitives normalisées de {(I'|(3), 2),
sont les douze formes F®, 1 <i<12:

(a) F® =GP — 3G®
=q—2¢" — 49— 79" + 49° — ¢" — 59" + 8¢” + 11¢"
(mod ¢") ;
FP =GP + 3(GP + GP)
=q— 29" +5¢" + 29" + 49" + 8¢" — 5¢% — 10¢" — Tg"
(mod ¢”) ;
(b) FP =GP —3GP + v 3[2G + G
=q+V3-¢°+q +2/8-¢°— ¢ — V3-¢" + 6¢"
—2/8-¢" +5¢° — V38 -¢" —5¢° — ¢° + 2/ 3 -¢¥
— 6g" — 4V 3 -¢¥ (mod ¢*) ;
F{® = GO — 3GP — v/ 3[2G{ + G ;
© FP =2GP —3GY — G + V6(-GP + GY),
F =2GP — 3G — G — V6(—G{ + GY) ;
@) F@ = (s — YGP + GP) + (i — &, — 2(GP + 3GP) + G + G,
1<i<3.
(@ F = (o, — DG — GP) + (@& — o, — 2(GP — 3GR) + G — G,
1<i<3.

2. Courbes elliptiques de conducteur une puissance de 3
2.1. Conjecture de Weil

Soit f(2) un élément de {I'|(3*),2), qui est fonction propre des opéra-
teurs de Hecke T(p), pour tout p # 3, et supposons que les valeurs propres
associées soient des entiers rationnels. D’aprés Shimura ([8], Th. 1), il
existe alors un morphisme canonique, surjectif, défini sur Q:

st J0(3v) - EI )

ou E, est une courbe elliptique, définie sur Q. De plus, la série L de la
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courbe E; coincide, au facteur local en 3 pres, avec la série de Dirichlet
associée 2 f.

On a déterminé dans le paragraphe 1 les formes primitives de poids
2 normalisées sur I'(3"), pour v = 3,4,5 resp. Trois d’entre elles ont des
coefficients entiers rationnels. Ce sont:

F®, qui est I'unique forme primitive normalisée de poids 2 sur [7y(3%);

F®, F® qui sont primitives sur I',(3°).

Considérons les trois courbes elliptiques associées. Ces courbes ne
sont pas isogénes sur @, puisque leurs séries L sont distinctes. En outre,
chacune d’entre elles a bonne réduction en dehors de 3.

D’autre part, on connait toutes les courbes elliptiques définies sur @
qui ont bonne réduction en dehors de 3, cf. [1], appendice. Ces courbes se
partagent en trois classes de Q-isogénie; 1'une de ces classes a pour con-
ducteur 3%, les deux autres ont pour conducteur 3°; en particulier, le facteur
local de la fonction L en 3 est 1 pour chacune des trois classes.

La comparaison de ces renseignements montre que les trois courbes
associées a F® d’une part, F® et F® d’autre part, représentent les trois
classes de @-isogénie en question. L’examen des premiers coefficients du
développement de Fourier permet de reconnaitre la classe correspondant &

® et celle correspondant a F®,

On a ainsi démontré:

TutoriME 2.1.1 (Conjecture de Weil pour les courbes de conducteur une
puissance de 3). Soit L(s) = > .. a,-n"° la fonction L d’une courbe elliptique
définie sur Q, de conducteur 3* (donc v = 3 ou 5). Alors la série de Fourier:

@) = S an

est une forme primitive normalisée sur {I'(3"), 2>, donc coincide avec F®
siv=23, avec F® ou F® si v =5. De plus, il existe un Q-morphisme sur-
Jjectif de J(3") sur la courbe considérée.

La courbe associée & F® est la courbe X,(27), d’équation:
Y+y=x-1

(cf. [1], table p. 209).
La classe d’isogénie correspondant & F®, resp. F{® est représentée par
la courbe:
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Y+y=x+20,
resp.
Y+y=2+2
(loc. cit).

2.2. Multiplications complexes

Considérons les endomorphismes R¥, de {I'(3"), 2),, v = 3, 4, 5, définis
par:

Rf.:f@—f(z £ 3).

Soit R¥ = Rf, — R¥_.
Lorsque f(z) est une forme primitive normalisée:

fIRf =iV3 f,,

ou f, note la forme tordue par le caractére de Legendre modulo 3 (cf. [5],
1.3.4).

L’espace (I'y(3"), 2), s’identifie de fagon canonique & l’espace cotan-
gent a l'origine a la variété J(3"). Les opérateurs R¥, R¥. sont induits
par des endomorphismes R;, R, . de J(3"); ces endomorphismes sont définis
sur Q(+—3) (cf. [8], §4; [5], I, 3.4).

Soit f 1'une des trois formes primitives F{®, F{®, F{®; soit E, la courbe
elliptique associée a f (cf. [8], Prop. 3). Soit R 1'un des endomorphismes
R, R,,.. 1l existe un endomorphisme de la courbe E,, noté encore R, qui
rend commutatif le diagramme suivant:

R
dJ. 0(3") —>dJ, 0(3")
o e
R
E, —> E,.
L’anneau des endomorphismes de E; contient donc R, R,., qui
vérifient:
Ri=-3; R,,+R,_.=—-1; R,,— R;,_=R,.
Par conséquent, la courbe E, admet une multiplication complexe par I’an-

neau des entiers de Q(v/—3):

ProrosrttionN 2.2.1. Soit f ’'une des trois formes primitives F{®, F®,
F®, La courbe E, associée a f admet une multiplication complexe par
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lanneau des entiers de Q(+v—3). En particulier, son invariant est nul.

Soit toujours f I'une des formes F®, F®, F®, et considérons la courbe
E,. D’apres Deuring, et la Prop. 2.2.1, la série L de E, est associée & un
Grossencharakter. Montrons comment cette remarque permet de déter-
miner a priori les formes F®, F® et F®,

Utilisons les notations de Shimura [7]. Soit o = e***, et K = Q(w).
Soit m un idéal entier de K, et 1 un Groéssencharakter modulo m. La

Y

série L associée a A est par définition:
L(2, 8) = 22 4(a)-N(a)~*,

a parcourant les idéaux entiers de K premiers a m.
Le lemme 3 de [7] montre que les Gréssencharaktere susceptibles de
correspondre 4 des formes de poids 2 sont ceux qui vérifient:

(2.2.2) (@) =«

pour tout ¢ € K* tel que @ = 1 mod* m.
On note:

fi(2) = Za: A(a)- eV @z |

a parcourant les idéaux entiers de K premiers a m. On dit que f, est la
forme associée & 2. Enfin, on associe & 1 un caractére de Dirichlet modulo
3-N(m):

ea) = (*73) L A@)

a

pour tout @ € Z premier & m.

LemME 2.2.3. a) Il existe un unique Gréssencharakter 1 de K de
conducteur 3, et vérifiant (2.2.2).

b) 1l existe exactement deux Gréssencharaktere 2 et 2 de K, de
conducteur 9, vérifiant (2.2.2), et tels que le caractére de Dirichlet associé
soit le caractére unité. On a:

O+ 30) =o', i=12.

Démonstration. Soit « un entier de K premier 4 3. Alors un et un
seul des trois nombres +a, +wa, +w’a est congru a 1 (mod) 3, et 1,((«)) est
le nombre en question; d’ou (a).
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Soit « un entier de K, congru & 1(mod3). Alors un et un seul des
neuf nombres 4%(1 4+ 3w)’e, 0 < i, j < 2 est congru 4 1(mod9). Par con-
séquent, la connaissance d’un Grossencharakter (mod 9) est déterminée par
celle de 2((4)) et A((1 + 3w)), qui sont nécessairement des racines cubiques
de I'unité. La condition sur ¢, entraine que 2((4)) = 1. Les possibilités
A1 + 30)) =1, 0, @* resp. donnent AP, 1®, 2P resp.

Nous pouvons maintenant utiliser le Lemme 3 de [7]. Ce dernier
montre que F{® est un élément normalisé de (I'y(3%), 2),, et F®, F® des
éléments normalisés de (I'(3°), 2),; on vérifie sans peine:

ProrosITION 2.2.4. Les formes F®, F®, F® resp. sont associées aux
Grossencharaktere 22, 2%, A resp.

3. Description de J,(3%

Le but de ce paragraphe est la description des courbes elliptiques qui
sont des quotients de J(3*) en termes de réseaux complexes. La technique
employée pour ce faire est celle décrite dans [5], I, §4. Nons nous con-
tenterons ici de rappeler briévement les notations utilisées, en renvoyant
a loc. cit. pour plus de détails.

3.1. Détermination des réseaux

Soit #(3*) le groupe défini par [5], I, Prop. 3.2.3. Un premier calcul,
élémentaire, permet de montrer:

LemMEe 3.1.1. Le groupe #(3*) admet pour base sur Z les huit éléments
suivanits:

@: 1), cea,
ot # ={2,4,7,18, 25, 31, 34, 58}.

L’expression de (¢:1), 1< c < 3, (¢, 3) =1, en fonction de cette base
est donnée par la table 1.

Posons:
(fi=FO;
f = FP(2) — 3F(32) ;
3.1.1.1
¢ ) fo = F*;

fo=F;
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(cf. 1.1.1).

Les formes f;, 1 <i <4 constituent une base de I’espace {I'\(3%), 2),;
de plus, ce sont des vecteurs propres normalisés des opérateurs de Hecke;
enfin, f, et f, sont primitives.

Soient z, z, € $*. On note:

{ZO’ zl}

le vecteur de C* de coordonnées:

(made= [ f0ar,  a<i<9.

L’application
£: #(3) — C*
définie par:
sy = {22},
ol a,b,c,de Z vérifient ad — bc =1, et ¢=c (mod3), d=d (mod3),
définit un isomorphisme

g: (3 - L

olt L est un réseau de C*.
D’aprés Shimura, cf. [8], §3, les points de la jacobienne J = J(3%) a
valeurs dans C s’identifient au quotient C*/L. L’application:
SD: @* N C4
z— {0, 2}
définit par passage au quotient un plongement de X (3)(C) ~ $*/I"(3*)
dans la jacobienne J(C) ~ C*/L; ce plongement envoie la pointe z = 0 de
Xy(8") sur lorigine de J.

Les formes f,, f, ont des coefficients entiers rationnels; ceux de f; sont
des entiers du corps Qv 3), et ceux de f, se déduisent des précédents par
conjugaison. D’aprés Shimura [8], Prop. 3, il existe donc trois morphismes
canoniques, définis sur @, et surjectifs:

o:d > K,
@i - B, ,
o d > A,
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ou E, E, sont des courbes elliptiques définies sur @, et A une variété
abélienne de dimension 2, définie sur Q.

Soient =z, 7, =, les projections canoniques de C* sur C, C, C* corres-
pondant & l'isomorphisme:

Ct*=CXxXCxC*,
Posons

Lt = ni(L) ’ i = 1’ 2:
et
LA = ﬂA(L) .

Si Pon identifie J(C) & C*/L, les morphismes, ¢;, ¢4, 1 = 1,2, s’obtien-
nent & partir de =, n, par passage au quotient.

La conjugaison complexe opere sur L (cf. [5], I, Prop. 3.2.5). On note
L* les sous-réseaux de L correspondant aux valeurs propres +1.

En termes des générateurs choisis au Lemme 3.1.1, la conjugaison
complexe se traduit par les formules de la table 2. On en déduit:

LeEMME 3.1.2. Le réseau L* est engendré par les vecteurs:

1 1
o) -d)
Te { 31 31

La table 3 donne l’expression de 7f, k=1, .--,4, en fonction des
générateurs définis en 3.1.1, et inversement.
L’examen de la table 3 montre en particulier:
ProrosritioN 3.1.3. Le réseau L est un sous-réseau d’indice 2* du
réseau tL* ® }L-. Plus précisément, soit
1 4
z= gké(xkr; +y05), Xwy€Z,

un élément du réseau tL* @ iL-. Alors

zelL



COURBES ELLIPTIQUES 131
si et seulement si x, =y, (mod2), 1 <k < 4.

3.1.4. Notons ¢ la matrice diagonale qui représente l'action de T'(2)
sur la base {f;, ---,f.} de Lespace {I'\(3%), 2),:

c= diag(ch o ',C4) .

(On sait, du reste, que ¢ = diag (0,0, v 3, —+ 3), cf. 1.1).
L’action de T'(2) se traduit par la formule:

(G141 {0, 2 = {0, 22} + {o, s 1} + {o, _z.} _ {0, %}

pour tout ze H*; cf. [5].
Notons y#,; la i-iéme coordonnée de r;, 1< i, k£ < 4.

Procédant comme dans [5], I, 4.9, on écrit la formule (3.1.4.1), pour
+z=14%4, 3,3 On obtient ainsi, séparant les parties correspondant
aux valeurs +1 et —1 de la conjugaison complexe, les deux systémes
suivants de quatre équations aux inconnues i ;:

C— 2+ 25— 23, =0
—ri+ (c; + 1)7’;,1 —75:=0;

(3.1.4.2) T
=1t it corie=0.
resp.
Corne =03
(3.1.4.3) —r+ @+ s —r=0;

—tiat+ (€ — D5+ 75:=0;
T — Tt it Coraa=0.
Le systéme (3.1.4.2) resp. (38.1.4.3) n’a de solutions non triviales que
pour c,e€{0, ++/8}. Pour ¢, = ++/3, le systéme est de rang 3, ce qui
détermine 77, resp. r;; & une constante multiplicative pres.

Lorsque ¢; = 0, les systémes considérés sont de rang 2. On doit alors
utiliser 1’identité:

f(2) = fi(2 — 3f(32), cf. (3.1.1.1)

qui entraine:

{09 z}fz = {03 z}fx - {0’ 32},1 .
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Les résultats obtenus sont rassemblés dans la table 4. On a posé
of =71 05 = —307; of =71 of =774;
O = 7115 07 = T015 OF = 2,85 OF = J3,4 -

3.2. Pointes de X(3"

Soit z une pointe de Xy(3*). Pour calculer {0, 2z}, nous procéderons
comme dans [5], I, 4.10. Plus précisément, on utilise la formule (8.1.4.1),
ainsi que [5], Prop. 3.2.4.

Montrons comment se fait le calcul pour la pointe & l'infini. La
formule (3.1.4.1) s’écrit:

(c—3){0, 00} = —{0, 4} = —pf + 75 — 1 — 1
(en utilisant la table 3).

D’aprés la table 4, on a donc:

{0, o};, = dof ;

{0, };, =0

{0, o0}, = (v'3/3)07 ;
{0, 00}y, = — (v 3/3)0i .

Les résultats obtenus sont rassemblés dans la table 5, oli ’on a posé:

{0, iZ} = %[X(Z, k)(l);.: + Y(z’ k)(l),:] ’ 1 S k < 4.

3.3. TUtilisation de R
Considérons a4 nouveau l'opérateur R¥, cf. 2.2. On a:
filRf =iV 8 -fi=iv3 f,;

filRE =iV3 fi =iV 38 fi,3
f4]R§k = M/—g—fa = Tfﬁﬂz .

(On note f, 1a forme tordue de f par le caractére de Legendre modulo 3).
Appliquons i f,, fi, [, analogue de [5], I, Lemme 4.11.3,1. On a:

R ]

Faisons z = oo dans cette formule; compte tenu des résultats de la
table 5, ceci donne, pour fi:
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(3.3.1) of = %——w ;
et pour f;, fi:
. i3
4 3 3
3.3.2
(332 . iWT
w3 = — 3 c@y

La Prop. 3.1.3, et le fait que L soit un réseau dans C*, entrainent
que tout vecteur z = (z, ---, 2,) de C* s’écrit de fagon unique:

1 ¢ . _ N
=—2“,§(ka1¢ + yir%) » ou x,y.€R.

Soient L, = n,(L), i = 1,2. Soient:
z, = Haof + bo;), i=12.

Tout vecteur de C s’écrit de fagon unique sous cette forme, avec a,,
b,eR.
Soit enfin L, = n,(L). Notons:

(8.3.3) Mya,b,c, d) = taw; + bo; + v 8(coi + dwy)], =3,4.

ProposiTION 3.3.4. a) Pour que z,€ C soit un élément du réseau L,
(G =1,2), il faut et il suffit qu’il existe a,, b, € Z, a, = b, (mod 2), tels que

2, = ¥awf + bowy) .

b) Pour que (z;,2,)e C* soit un élément du réseau L,, il faut et il
suffit qu’il existe a,b,c,de Z, a = b (mod 2), ¢ = d (mod 2), tels que:

(23, 24) = (M3(a, ba ¢, d)) M4(a’ b’ —C, _d)) .

Démonstration. Soit ze C* un vecteur de L, que nous écrivons:

4
% ; (Xeri + yu7%) s XY €Z, % =Yy, (mod2).

On a donc:
1 & .
a= o 2@yl i), 1<i<d4.

Tirant de la table 4 les valeurs de y#, en fonction de w?, et tenant compte
des identités (3.3.2), on obtient la nécessité des conditions de la proposition.
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On a porté dans la table 6 l'expression de a;,, b, (i =1,2), a,b,c,d, en
fonction de xy, y., 1 <k <4, et réciproquement. Inversement, il est clair
que 2, = (@07 + b)), i =1,2, a;, b€ Z, a, = b, (mod 2), est la i-iéme pro-
jection du vecteur 3(a;y7 + by7) € L.

Enfin (My(a, b, c,d), M(a, b, —c, —d)) est I'image par =, du vecteur
$ays + bys + oy + dys) qui est un élément de L; d’ol la suffisance.

Corollaire. Tout vecteur de C* s’écrit de facon unique
(2;, 2) = (Ma, b, c, d), M(a, b, —c, —d)),
ot a,b,c,deR.
Nous allons également tirer de la table 6 le résultat suivant:
ProrosiTioN 3.3.5. Le noyau du morphisme canonique
J—->E XE XA

est produit de deux groupes cycliques d’ordre 3. Plus précisément, identifiant
les points de J au quotient de C* par L, ce noyau est engendré par les
vecteurs:

i — ) + 367 — 25 — 1)
et
37+ 717 +y5) de Ct.

Démonstration. Il résulte immédiatement de 1’examen de la table 6
que le noyau considéré est annulé par la multiplication par 3. C’est donc
un espace vectoriel sur F;, de dimension égale au rang du systéeme de la
table 6 (sur F,); ce rang est 2; le calcul explicite donne aisément le résultat
annoncé.

Il est commode d’exprimer les coordonnées des pointes de X (3*) en
fonction de a, b, i = 1,2, a, b, c,d; ceci est fait dans la table 7.

4. Applications
4.1. Courbes elliptiques de conducteur 27

On sait (par ex. [1], appendice) qu’il existe quatre courbes elliptiques
définies sur @, de conducteur 27, et que ces courbes sont @-isogénes entre
elles. Nous allons retrouver I’existence de ces courbes et des isogénies
qui les relient en utilisant les résultats du paragraphe 3.



COURBES ELLIPTIQUES 135

4.1.1. Rappelons quelle est I'action du groupe de Galois G, = Gal (Q/Q)
sur les pointes de la courbe X, (3%); toutes ces pointes sont rationnelles
sur le corps des racines neuviémes de 'unité Q(e****) = K’. Soit:

n — [n]
(Z/9Z2)* - Gal (K'/Q) = G

T’isomorphisme canonique. Alors G est engendré par I'élément [2]. Si
z=ald, (ac Z,d divise 3*) représente une pointe de X,(38%), la transformée
par [2] de cette pointe est représentée par 2’ = 5a/d (cf. [5], II, §3). En
particulier, [2] laisse stables les pointes 0 et oo, et échange +1/3, resp.
+1/27.

Enfin, soit N un entier > 1, et gy le Gypmodule galoisien formé des
racines N-iémes de 'unité. On note u%* le produit tensoriel de % copies de
Ly, muni de sa structure de Gg-module. Cette notation ne dépend que
de kmod ¢(N). En particulier, on note Z/NZ = pf°; cf. [5], I, 2.5.

4.1.2. Considérons les courbes E,, E, associées aux formes f,, f;, cf.
3.1.1.1. Ces deux courbes elliptiques sont de conducteur 27, la courbe E,
n’étant rien d’autre que la courbe modulaire X,(27).

Soient C,, C, resp. les sous-groupes engendrés dans E,;, resp. E, par les
images des pointes de X (3*); le groupe G permute les pointes, et fait ainsi
de C,, C, des Gyg-modules galoisiens. Le lemme suivant détermine leur
structure:

LemMMmE 4.1.2.1.
0152/32('5#3; ng—#s;@@ﬂa-

Démonstration. Posons ofjo; =2r, — 1, i =1,2. D’aprés la Prop.
3.3.4, a), les points de E; & valeurs dans C s’identifient au quotient C/L;, ol

L, =w;-[1,72], i=12.

La table 7 montre que les coordonnées des images des pointes dans
le parallélogramme fondamental du réseau [1, z;], construit sur 1, z,, sont
les suivantes:
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pointes réseau [1,,] pointes réseau [1, 7]
0 (©, 0) 0, o (0, 0)
0, tr & 9 3 —¥7 G %
% 3 0 -4 97 ©, 9
-3 G, 0 +% )
L5 G % +3 @ ¥
- —% 3% ©, 3 +4 &

L’image de o engendre dans E, un groupe d’ordre 3 formé de points
Q-rationnels, donc isomorphe a Z/3Z.

L’image de } engendre dans E, un groupe d’ordre 3 formé de points
rationnels sur le corps Q(w) des racines cubiques de I'unité; 1’élément non-
trivial du groupe de Galois permute les images des pointes 4 et —3; d’out
un Gg-module isomorphe & g, Enfin, la somme directe des deux groupes
considérés contient les images de toutes les pointes.

Soient P, P’ les images dans E, des pointes 4, 4. Les images dans E,
des pointes —4, £, 4 resp. sont 3P + 2P/, TP, 4P resp. Soit

Q=3P+ P,
On a:

Pt = 4P ;

Q" =-@q.

Ceci montre: le groupe engendré par P est isomorphe & p§*; le groupe
engendré par € est isomorphe & g;; C, est la somme directe de ces deux
groupes.

Le groupe pf* s’insére dans une suite exacte canonique de G-modules:

0~ Z3Z — p§* — Z[3Z — 0

(Ie sous-groupe de p§* formé des points annulés par 3 est isomorphe a
Z[3Z).

4.1.3. Soient Ej, E), E;” resp. le quotient de E, par Z/3Z, p*, p, resp.
On obtient un diagramme canonique formé d’isogénies de degré 3 définies
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sur Q:
[ By B > B
ProposiTiON 4.1.3.1. a) Les courbes E,, E;, E;” contiennent un point
d’ordre 3 rationnel sur Q.
b) L’anneau des endomorphismes de E,, E;, resp. E;’, E;” est isomorphe
l'anneau Oy des entiers du corps K des racines cubiques de l’unité, resp.
un ordre d’indice 3 dans Oy; en particulier:

JE) =jE)=0; B =jE")=—3.2°5

X

Jj désignant la fonction invariant modulaire.
¢) Les quatre courbes E,, E; E,', E;” appartiennent & quatre classes
de Q-isomorphie distinctes. La courbe E, est isomorphe sur Q & la courbe

E].

Démonstration. a) Le groupe des points de E, annulé par 3 est
isomorphe & Z/3Z® p, S pf* D p..

Le quotient E; de E, par le sous-groupe isomorphe & Z/3Z contient
15 (Z[3Z) = Z/3Z.

Enfin, le quotient E;” de E, par g, contient Z/3Z & uf".

b) La courbe E, est associée au réseau L, ol
L,=w;-[1,7,] .
D’aprés (8.3.1), et of = —3wf, 0; = o]
T, = —o,

ce qui montre que [1, z,] est isomorphe a Ok.
La courbe E; est associée au réseau:

L;=cu;-[1, lga)]

L= 9 w1, 0] ;

par conséquent, L; est homothétique au réseau Ox.
La courbe E;’ est associée au réseau:

L«IZ,=(02_‘[1, 4—(0]
9
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= w;~(2—w-;———l—)-[1, 3w] .

Enfin, la courbe E;” est associée au réseau:
L) = w5 - [—]é—, co] = %[1, 3w] .
On a donc: j(E,) = j(E)) = 0;
JE) = J(E) = —3.2°-5

c¢) La courbe E, n’est pas isomorphe sur @ a la courbe E,. En effet,
le quotient de E, par le sous-groupe Z/3Z qu’elle contient est E;, d’in-
variant nul, alors que le quotient de E; par son sous-groupe isomorphe
a4 Z[3Z est E;, dont l'invariant est non nul.

On sait que le graphe des 3-isogénies entre les courbes de conducteur
27 ne contient pas de cycle; donc E,” et E;” ne sont pas Q-isomorphes.

La courbe E, est associée au réseau:

L1 = 0)1—'[13 Tl] 5

d’apres (3.3.1), on a:

% .¢§)
1= — 1 )
n=5\ttig
d’our

L=§@+@ﬂﬁy

La courbe E, coincide donc avec la courbe E, ou la courbe E; (on pourrait
aussi remarquer que le groupe des points de E, annulé par 3 est isomorphe
& Z|3Z D p,, pour obtenir la méme conclusion).

Le quotient de E, par le sous-groupe isomorphe a g, est associé au
réseau:

fmw=§u@.

Ce quotient a donc un invariant nul. Ceci montre que E, est isomorphe
a E), et non a E,.

4.2, La variété abélienne A

Considérons la variété abélienne A associée aux formes f;, f,, cf. 3.1.1.1.
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Cette variété est définie sur @, de dimension 2. On a:
AC)=C*L, .

L’opérateur de Hecke T(2) définit un endomorphisme de A, défini
sur Q.

L’opérateur R¥ (cf. 2.2) définit un endomorphisme R, de A, défini sur
le corps K = Q(w). Soit ¢ 'automorphisme non trivial de K.

On a:

R; = —R,;
R,oT(2) + T(2)oR; =0
R} = —3; T2y =3.

Soit 2 = T(2) — R,, #* = T(2) + R,.

Soit B=Im2, B =Im 2. Alors B et B sont des courbes elliptiques
définies sur K.

Notons K’ = Q(&*'").

Nous allons montrer:

ProprosiTiON 4.2.1. a) On a B = Keri, B = Ker 2.

b) Les points de 3-division de la courbe elliptique B (resp. B?) sont
rationnels sur K’. 1l existe une base des points de 3-division de B telle que
Uaction de Gal (K'|K) soit donnée par la matrice

11
)
de GLy(F)).

c) Soit C le sous-groupe d’ordre 3 de B formé de poinits rationnels
sur K. Alors BN B est le produit de C par le groupe des points de 2-
division de B (resp. B-).

d) On a:

B/C = B,
B/C= B;

e) Soit i: BN B*— B X B* l'application b+ (b, —b)

et jiBX B — A
(b, —>b 4 b .
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La suite exacte:

0—>BNB —>BxB >4 50
fait de A la somme amalgamée de B et B* le long de BN B*. Le morphisme:

pry

B X B*—> B*—> B‘/BN B,
resp.

BxBX. B__,BBNB,

se factorise & travers j: B X B*— A.
Identifiant B'/{BN B* @ B, resp. B[BN B* & B*, le morphisme obtenu:

A— B
resp.
A— B

s’identifie & 2, resp. 1.
Remarque. La partie de (b) concernant le corps de rationalité des
points de 3-division de B est démontrée par Koike dans [3], en utilisant

les traces des opérateurs de Hecke. Dans ce qui suit, nous démontrons
la Prop. 4.2.1.

4.2.2. D’aprés 1.1, Popérateur de Hecke T(2) est induit par 1’appli-
cation:

(25, 2) — (‘/?‘zs, _ﬁ'%)

de C? dans lui-méme.
De:

fIBS = VB f,,
fi|Rf =iV3 -f,,
résulte que R, est induit par I’application:
(25, 2) — (L\/—g 24 i\/—g'zz)

de C* dans lui-méme.
On en déduit que 2 est induit par 'application 1:
. C* — C*
(23, 2) — ('\/_3-(28 — iz), -3 (2. + izp) .
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Il en résulte en particulier que 'image de A est isomorphe & C, et
formée des couples (z;, —iz;), ou 2z, ¢ C.

Utilisons maintenant les notations de (3.3.3). Un calcul facile, utilisant
les identités (3.3.2) montre que A correspond & l’application:

M(a, b,c,d) —> M@B(b +¢),3d —a,a — 3d,b +¢).
Rappelons que le réseau L, est défini par les conditions:

a,bc,de Z;
a = b (mod 2);
c=d (mod2).

On vérifie que
ML) < L,.

On voit aussi que I'image de 1 est caractérisée par les équations:

(4.2.2.0) a,b,c,deR;
a=3d; b4+c=0.

Posons

v 3 0f + o5
%, —1=43. V0 0 +oy
cs V3 wf — oy

On a alors:

M(3d, b, —b,d) = (3 -0 — w;).(_ b + d d) .

Enfin, pour que M(3d, b, —b, d) soit un vecteur de L,, il faut et il
suffit que le vecteur —(b + d)/2 + d-z, appartienne au réseau [1, r5]. Ceci
montre que la courbe B est associée au réseau [1, z,].

Nous aurons besoin plus loin de ’expression de . Procédant comme
pour i, on montre que i correspond & I’application:

M(a, b, c,d) — M(3(c — b),a +3d,a 4+ 3d,b —¢) .
Posons:

9 ,_1=ﬁ.m,
i V3o + o5

On a alors:
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My(—3d,b,b,d) = (V3 -0f + ms—)-(_b.fzti - d-rB‘) :

Pour que M(—3d, b, b, d) soit un vecteur de L,, il faut et il suffit que
le vecteur (b + d)/2 — d-tp appartienne au réseau [1,z;]; la courbe B*
est donc associée a ce réseau.

Remarquons que I'on a l'identité:

(4.2.2.1) (2, — 1)(20p — 1) = 3.

Il en résulte:

L 7ad = @ra = 1)-[1, 2E 22 ] 5
(4.2.2.2) 3

[1, o] = @, — 1)-[1, 1 2’8‘] .

4.2.3. On sait que le noyau de A contient B, puisque 2 = 0. Mon-
trons que Ker i1 = B.
On a:

a—3deZ
M-(A"Y(L,) = {(a, b,c,d)ec R |b+ce Z
a—3d=b-+c¢ (mod2)

Pour tout élément M(a, b, ¢, d) de i-(L,), on a:
M(a — 3d,b+¢,0,0)e L, .

Par conséquent, tout élément de i-'(L,) est congru, modulo L,, & un
élément de la forme:

M(@3d, —c,c, d)

c’est-d-dire, d’aprés (4.2.2.0), & un élément de I'image de i. En d’autres
termes:

NC» + L, =i(L,).
On a donc:
Ker 2= 1"(L,)/L, = XCHIA(CHNL,= B, d’ol1 (a) .

424. La table 7 montre que les projections des pointes 0, %, £, 4, ¢,
% de Xy(8) sur A sont dans le noyau de 1, donc dans B. Ramenées dans
le parallélogramme construit sur 1,z ces projections ont les coordonnées
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indiquées dans le tableau suivant:

pointe } 0 ; % 2 3

(=N
o\

coordonnées l (0, 0) ) G | GED |G| G0 | 0,39

On voit que les images de ces pointes engendrent le groupe des points
de B annulés par 3. Plus précisément, soient P, @ resp. les images de
3,3 resp. Soit K’ = Q(e**°); rappelons que K = Q(w), avec o = e***?,
L’action du générateur [4] de Gal (K’/K) sur les pointes est la suivante,
cf. 4.1.1:

[4] laisse fixes 0, 4, £, et permute cycliquement les pointes 3§, , 4.

On a donc:

P =P,
Q[4]=P+ Q,

et, par rapport a la base {P, @}, [4] est représenté par la matrice (g i)

On a ainsi démontré (b). Ce résultat permet 4 Koike de déterminer
une équation de la courbe B (& e-automorphisme pres); cf. [3].

4.2.5. Soit C le sous-groupe d’ordre 3 engendré par l’image de la
pointe 1. Les autres points annulés par 3 ne sont pas rationnels sur K.

Déterminons B N B-.

On doit déterminer:

ALY N@A)Y(L,)  (moduloL)).

Pour que M(a, b, ¢, d) soit dans cette intersection, il faut et il suffit
que l'on ait:

a,b,c,deR;
a—3deZ;
b+ceZ,;

(A) a-+3deZ;
b—ceZ;
a—3d=0b+c (mod?2);
a+3d=b—c (mod?2).

Enfin, pour que M(a, b, ¢, d) soit dans L,, il faut et il suffit que:
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a,bc,deZ;
B a=b (mod?2);
c=d (mod2).

LemmE 4.2.5.1. L’intersection B N\ B* est formée des classes mod L, des
douze vecteurs M(a, b, ¢, d), ois (a, b, c, d) est donné par le tableau suivant:

0,0,0,0 | (01, 1,0)
53 | GEHEHD
0,01,% | (0103
HPhvD | &S D
0,009 | (0,11 3%
559 | G35

Démonstration. On déduit des conditions (A): 2a, 2b, 2¢, 6d € Z.
Posons:

2a=a, =P, %=1, 6d=235.
Les conditions (A) s’écrivent:
a=p=r=96 (mod 2) ,
b=a—pB—7 (mod 4) .

Ces congruences admettent 16 solutions (mod 4).
Pour que M(a, b, ¢, d) soit un élément de L,, il faut et il suffit que:

a=p=7r=0 (mod2); 6 =0 (mod6) ;
a+p=0 (mod 4) ; 3r +5=0 (mod 12) .

Ces congruences admettent 108 solutions (mod 12).

Par conséquent, B\ B* contient (16-81)/108 = 12 éléments.

Il est facile de déterminer des représentants, en utilisant le fait que,
quitte & modifier M(a, b, ¢, d) par un vecteur de L,, on peut supposer:

0<a<l; 0KBr<L3; 0KL0L5.

Rappelons que la courbe B est associée au réseau [1, zz], cf. (4.2.2).
Dans le parallélogramme construit sur 1, 75 les douze points de BN\ B* ont
pour coordonnées respectives:
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58 | &P
L | &Y

—~
D=
-
Boj=
N
—~
(=)
-
Nof

59 | & %
59 | &%

On constate ainsi que B\ B* contient les points d’ordre 2 de B, ainsi
que les images des pointes 1 et £; ces derniéres engendrent le groupe C,
qui est cyclique d’ordre 3, cf. (4.2.4).

Par conséquent, BN B* est le produit de C par le groupe des points
de 2-torsion de B, resp. de C par le groupe des points de 2-torsion de B-.

On peut schématiser comme suit la position des images des pointes de
X,(3*) dans A:

o
M

B¢

/
23 m Az
0 9] 9] Lo

B

[ilee] [iler] [ote]
3=

~
w

4.2.6. Considérons le quotient B/C. La courbe obtenue possede un
point d’ordre 3 rationnel sur K, & savoir I'image de la pointe §, cf. (4.2.4).
Elle vérifie donc les conditions du lemme du § 3 de [3]. D’autre part, sa
série L coincide avec celle de B. Les raisonnements de [3] montrent que
cette courbe coincide avec B ou B‘. Ce ne peut pas étre B, car End (B)
= Z. Cest donc B

Une vérification de ce résultat consiste a4 remarquer que le réseau
définissant B/C est, d’apres 4.2.4, le réseau [1, (1 + ¢5)/3]. Or ce dernier
est homothétique au réseau [1, zz], cf. (4.2.2.2).

On peut aussi vérifier que le quotient de la courbe:

¥ —3xy + 0y =x°, 0 = e
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par le sous-groupe engendré par le point (0, 0) est la courbe
¥ —3xy+aoy=x;
(on utilise les formules de [9]; on obtient ainsi I’equation:
¥y — 3%y + 0y = x"* + 15wx’ + (7 + 34w)
d’ol1, posant:

SV NSy

x=—§x/—1, y=—-~3—i~1/—§~y
T’équation
¥ = 3xy + o'y = ).
On a ainsi montré 'assertion (d) de la Prop. 4.2.1.
4.2.7. Considérons le morphisme:

jiBX B —A.

Ce morphisme est surjectif. Son noyau est I’ensemble des couples
(b, —b), be BN B, donc l'image de i.
Considérons le morphisme composé:

BxBX B __ .B/BNB;
il est clair que son noyau contient I'image de i, d’oll, par passage au
quotient, un morphisme:
A B/BNB.

Ce dernier est visiblement surjectif. D’autre part, son noyau est
T'image par j de B X (BN B*), qui n’est autre que B.

L’unicité (2 isomorphisme prés) du quotient A/B entraine, tenant comp-
te de 1’assertion (a), I’existence d’un isomorphisme:

.:B=B/BNB,

ce qui fournit une nouvelle preuve de (d); d’autre part, le morphisme A
— BB B* s’identifie 4 2, pour un choix convenable de .
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Expression de (¢: 1), 1 < ¢ < 81, (c, 3) = 1, en fonction de (¢: 1), ce 4, ou

% =1{2,4,7,13,25, 31, 34, 58} .

On note simplement (c) ’élément (¢: 1); cf. 3.1

®H=0
@

| @

| ®=1

|

I ®=0

| 10) =0
11 =

| (13)

| (14) = (13)
16) = —(4)

an=o0
19 =0
20) = -4
@2) = -
@3 =-
(25)
(26) = 0
(28) =0
(29) = (25)
@31

| (32) = (31)

| (34)

| 85) =0
(30 =0

| (38) = (34)
(40) = — (@

(@) =-@©

(43) = —(31)
(44) = 0

(46) = 0

A7) = —(31)
(49) = —(34)
(50) = —(34)
(52) = —(19)
(53) = 0

(55) = 0

(56) = —(13)
(58)

(59) = (58)
61) = —(2) + (4 — (7) + (13) — (25) + (31) — (34) + (58)
(62) = 0

(64) = 0

(65) = —(2) + (4) — (7) + (13) — (25) + (31) — (34) + (58)
(67) = —(25)
(68) = —(25)
(70) = —(58)
(7)) =0

(78) = 0

(74) = —(58)

(76) = (2) — (4) + (1) — (13) + (25) — (31) + (34) — (58)
(1) = (2) — (@) + () — (13) + (25) — (1) + (34) — (58)

(79 = (2
(80) = 0
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Table 1/

Expression de (¢:3), 1< ¢ < 27, (¢, 8) = 1, en fonction de (1:3), (2:3)
et (¢:1), ce #; cf. Table 1 et 3.1.

@E:8)=1:3)+ @ — @ + (1) — (13) + (25) — (31) + (34) — (58)
5:8)=(2:3) + (39
@:8)=1:3)+ @ — @) + (7) — (13) + (25) — (31) + (34)
(8:3) = (2:3) — 31) + (34)

10:9)=1:H+©@ — @+ (M — 13 — B + (39)

(11:3) = @:3) + @5) — (31) + (34)

13:3) = 1:3) + (@ — @) — (13) — 31) + (34)

(14:3) = 2:3) — @) + @) — () + (13) + (58)

16:3) = {:3) + @) — (13) — (31) + (34)

dA7:3)=@:3) — @ + @) — () + (13)

A9:3)=1:3)+©@ - G + 39

20:3)=2:3)— @) + @ — ()

©2:3)=1:3)+ @ — @3

©23:3)=2:3) - @ + @

@5:9)=(1:3)+ @

(26:3) = (2:3) — (2

Table 2

Conjugaison complexe (cf. 3.1).

On note (&: 1) = (c).

@=0

@ =2 — @ + (D) — (13) + (25) — (31) + (34) — (58)
(M = —(58)

13) = —(25)

(25) = —(13)

G = —(34)

(84) = —(31)

(58) = —(7)
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Table 3
On désigne par (c) le vecteur &((¢: I)); cf. 3.1.

1 =@ + () — (13) + (25) — (31) + (34) — (58)

rs = (7) — (88)

1 = (13) — (25)

i =@ — (34

1w =—@) +24) — (1) + (13) — (25) + (31) — (34) + (58)
e = (1) + (58)

ri = (13) + (25)

7i =B + (39)

@ =y —ri+r+ri
@) =37 + &1
(M) =% + &7

(13) = ¥ + 415

(25) = —¥ri + &5

BL) = Fri + 47

B = =i + ¥r7

(58) = —¥rs + &7

Il

Table 4
On note:
of =73 OF =i
o = —30f ; w; = oy ;
05 =133 ; W5 =T33
©f =734 Of = T34

cf. 3.1.4.
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rig = of 72a=0 71s = 20f 7ia = 207
Tai= —0f  Tiz= @; Tis = @3 Toa = @f
rha=—207 r1h=0 15:=3 —Doj 71ii=-—Q+ V3
Tin = of Tie = Tis = —of Tia= —of
711 1 712 = 207 1 =0 ma=0
Tan = @1 T2,2 = Wy T2 = W3 Ta.4 = @y
73a=0 Tia=—0; 7155=W3 +Do; 75.=1— v3)or
Ti1 = of 752 =10 Tes = —o5 Toa = —of
Table 5
On pose:
{0, £2} = Xz, k) 0} + Y(z, B)-07], 1<k<3;
cf. 3.2.
pointe oo 3 ¥ $ ) 7
X(z, 1) 3 1 -3 3 5 H
Y(z,1) 0 ¥ ¥ § ¥
X(=, 2) 0 —-3% % b -3 —3%
Y(z, 2) 0 1 0 0 -3
2/ 8 V3 1+4/3 | 4—V3 V3

X(z, 3 . V3 —

@3 3 3 5 N3 3
Yo 3 | o | ¥E |[24¥E3 | 1448 | | VT

3 3 3 3
Table 6

Soit ze C*; z s’écrit de fagon unique:

ou x,y.€R, 1

<k<A4.

2

Il

4
3 1; oy + yer7) S
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On note:
7(2) = $aw; + bw;), =12,
et
7z'11(‘2:) = (Ma(a, b’ C, d)’ M&(a, b, —C, _d))
(cf. 3.3).
Q= X, — X, — 2%, + X,; 3x, =a, + a + 3c;
b=y + 3 + ¥ 3x, = 3a, — 3c;
a = X, + X3 3x; = 3c;
b, =2y, + 5, — ¥ 3x, = 20, + 3a, — a
a=2x + x, — % — X 3y, = —b, + 2b, — b -+ 3d;
b=y, +y — i 3y, = 2b, — b, 4+ 2b — 3d;
c = X 3y, = 3d;
d=y,. 3y, = 2b, — b, — b.
Table 7
Soit ze $* une pointe de X, (3%).
On note:
{0’ z}f/ = %(aja’;— + bjw;) 5 ] =1,2.
({O: z}fs’ {0’ z}f4) = M(a, b,c, d) s
cf. (3.3.3).
pointe a, b, a, b, a b c d
o 3 0 0 0 0 0 2 0
RN IR NN RN
¥ -3 | % § 0 0 ¥ % 3
NEEE IR EEERE
$ | % | ¥ | -#| 0| -1 4| ¢ |0
o |0 | k| —4] 0| 0| 4|3
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