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SURFACES ASSOCIEES AU PLONGEMENT
CANONIQUE DES COURBES

JEAN D’ALMEIDA

I. Introduction

Soit C une courbe canonique de genre g = 4. Le théoréme de Enriques-
Babbage [ACGH] affirme que l'idéal de C est engendré par (g — 2)(g — 3)/2
hypersurfaces quadriques sauf si C est trigonale ou isomorphe a une quintique
plane. Si C est trigonale, elle est tracée sur une surface réglée rationnelle normale
dont les génératrices découpent la série trigonale. Si C est isomorphe & une quinti-
que plane lisse, elle est tracée sur une surface de Véronése.

La question suivante est posée dans [ACGH] p.274: trouver une surface algéb-
rique S et un systéme linéaire sur S contenant la courbe générale de genre g.

Mori et Mukai [MM] [Muk] ont montré que la courbe générale de genre g
pouvait étre réalisée comme section hyperplane d’une surface K contenu dans P*
si seulement si g <9 et g = 11. Harris et Mumford se sont aussi intéressés a la
question [HM]: supposons que pour g donné, la dimension de Kodaira de I’espace
des modules /g soit supérieure ou égale a zéro, (c’est cas pourg = 23). Soit C une
courbe génerale de genre g et F une surface algébrique contenant C tel que le sys-
téme linéaire |C| soit non trivial. Alors F est birationnellement équivalente a

C x P

On considére ici le probléeme suivant: étant donnée une courbe canonique
générale C de genre g, construire une surface projective lisse S de P*"! contenant
C tel que le systéme linéaire | C| soit non trivial.

On construit ici une telle surface pour g < 10. La situation est intéressante
lorsque le degré de la surface est assez bas. En effet dans ce cas la surface est

Received March 18, 1991.
Revised September 21, 1994,

33



34 JEAN D'ALMEIDA

birationnellement réglée et on peut en déduire l'existence de séries linéaires
spéciales la courbe. Le degré de la surface baisse lorsque la courbe canonique de-
vient moins générale. Le minimum est atteint lorsque la courbe est trigonale ou
isomorphe a une quintique Plane lisse. Pour g arbitraire, le degré minimum d’une
surface projective (lisse) contenant la courbe canonique générale de genre g ne
semble pas étre connu. Il serait intéressant d’avoir une estimation de ce degré.

II. Préliminaires

Une surface S est dite birationnellement réglée s’il existe une courbe Y telle
que S soit birationnellement isomorphe a Y X P’ Si de plus Y= P’ on dit que S
est rationnelle. Une surface géométriquement réglée de base Y est une surface
munie d’'un morphisme lisse S— Y dont les fibres sont isomorphes a P'. Une sur-
face géométriquement réglée de base Y est isomorphe a2 P(E) ot E est un fibré de
rang deux sur Y. On note 4'(%) la dimension sur C du groupe de cohomologie
H'(F) si F est un faisceau cohérent.

Le résultat suivant est un plus fort qu'un théoréme attribué a Chern et
Griffiths dans [H1] p.423.

PROPOSITION 1. Soit S une surface lisse de degre d de P" non contenue dans un
hyperplan. Si d < 2n — 2 alors S est birationnellement reglee.

Demonstration. Soit H un hyperplan général de P* et Y= S N H. Le fais-
ceau Oy (1) est non spécial. En effet s'il était spécial son degré serait inférieur ou
égal 4 2g — 2 ou g désigne le genre de Y et le théoréme de Clifford donnerait
h'(0,Q)) —1<d/2 cest-a-dire ' (04(1)) < n. Ceci est absurde compte tenu
de la suite exacte

0= $,(1) = Opai(1) = 0,(1) = 0

qui donne H'(Op.-1(1)) © H(G4(1)), 4, étant le faisceau d'idéaux définissant ¥’
dans H. On a donc 2°(0,(1)) =d + 1 — g. Il en résulte que g < d + 1 — n. Par
ailleurs la formule d’adjonction s’écrit 2g —2 =d + YK, ou K est le diviseur
canonique. On obtient alors YKy < d — 2#n < — 2. On en déduit que tous les
plurigenres de S sont nuls et donc que S est birationnellement réglée d’aprés le
théoréme de Enriques [GH] p.558. C.Q.F.D.
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On considére une surface de degré d < 2g — 5 de P! contenant une courbe
canonique de genre g. La surface est birationnellement réglée et admet une section
hyperplane générale Y de genre g(Y) < d — g+ 2. 1l existe un morphisme bira-
tionnel de S vers un modéle minimal relatif S, [H1] p.418. On a S, = P? ot S, =
P(E) ot E est un fibré de rang deux sur une courbe. Mentionnons enfin le résul-
tat suivant.

ProPOSITION 2. Soit C umne courbe gemerale de gewre g = 2. Il w'existe pas de
morphisme non constant f : C— Y on Y est une courbe de genve g(¥) =1 avec Y # C.

Demonstration. |[ACGH] p.367.

III. Le théoréme

THEOREME 3. Soit C umne courbe canowique generale de genre g. Pour (g, s) €
{(4,2); (5,4); (6,5); (7,8); (8,10); (9,13); (10,17)} il existe ume surface lisse

rationmelle S © P*™" de degré s et un systeme lineaire now trivial sur S contenant C.

Demonstration. Soit M, I'espace des modules des courbes de genre g et ¥'n, g
la famille des courbes planes irréductibles de degré # et de genre géométrique g.

L’argument de Sévéri [S] pour démontrer I'unirationalité de Jf, est ie suivant:
Soit C une courbe génrale de genre g < 10. Soit # le plus petit entier supérieur
ou égal 4 (2/3)g + 2. Alors C est birationnellement équivalente a une courbe
plane I' de degré #. Soit 6 = (n — 1) (n — 2)/2 — 30 = 0. Cela signifie que les
points singuliers de I" sont des points doubles qui peuvent étre pris en position
générale dans P’. La famille Y n, g est alors unirationnelle. La courbe I” étant a
modules généraux, on en déduit I'unirationalite de f,. Cet argument était évidem-
ment insuffisant car implicitement, il suppose l'irréductibilité de ¥'n, g qui n’était
alors pas démontrée. Arbatello et Sernesi [AS] ont cependant réussi a rendre cor-
rect 'argument de Sévéri en construisant une composante de ¥#n, g dont la courbe
générique est a modules généraux et a exactement 0 points doubles ordinaires en
position générale dans P’ L'irréductibilite de Yn, g a finalement été démontrée
par Harris [H2].

On note ¢ : C—I'C P’ et A C C le diviseur image réciproque des points
doubles (deg 4 = 20). Le diviseur canonique de C est alors K, = 0,(n — 3)-
(— 4). Les points doubles imposent des conditions indépendantes au systéme
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linéaire des courbes planes de degré #» — 3. Le systéme linéaire 2. des courbes de
degré n — 3 passant par les points doubles p,, p,,***, p; découpe la série canoni-
que sur C. On considére l'éclatement 132 de P’ en b1y Dyt Ps. On note [ I'image
réciproque d’une droite générale de P? et E,, -+, E; les diviseurs exceptionnels.

On note H= (mn —3)I— E, — E,— --- — E;. La transformée stricte de I
est ul — 2E, — -+ — 2E;. Si le diviseur H est trés ample, I'image du morphisme
qui lui est associé est surface lisse S C P de degré (n — 3)? — § contenant C.
Pour g = 10 cette méthode donne un systéme linéaire trivial. Pour g = 8, elle per-
met d’obtenur une surface de degré 12. On donnera une deuxiéme méthode permet-

tant d’obtenir une surface de degré 10.
Cas g=4.
La courbe est de bidegré (3,3) sur une quadrique de P’
Cas g=>5.

On an==6¢etd=>5. Le diviseur H est trés ample. L'image de P, est une
surface de Del Pezzo de degré 4, intersection compléte de deux hypersurfaces

quadriques de P’
Cas g= 6.

On an =6 et 0 = 4. La courbe C est tracée sur une surface de Del Pezzo de
degré 5. On peut montrer que S est 'unique quintique de Del Pezzo contenant C.
La courbe est l'intersection compléte S et d'une hypersurface quadrique. Ce résul-
tat est utilisé dans [SB| pour montrer la rationalité de M.

Les trois cas précédents sont classiques et bien connus.
Cas g=17,8,9.
Le diviseur H est trés ample en vertu du résultat suivant établi dans [AH]

Th. 2.3. Si les points p,, ps,***, P; sont en position assez générale et si (¢ + 1)-
(t+2)/2 — 6 = 6 alors le diviseur t#{ — E, — -+ — E; est trés ample.
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Cas g = §,10.

On va utiliser la méthode de [AS] pour montrer qu’il existe une composante
irréductible (réduite) W de ¥ (gq 1 (famille des courbes de bidegré (6,6) et de
genre géométrique 10 de P' X Pl) de dimension 33 dont la courbe générique I’
est 2 modules généraux et posséde 15 points doubles p,, p,,**, P15 €n position
générale sur la quadrique P' x P'. De facon générale, supposons que g = 2k,
k €N. Posons 6 =k’ — 2k et h= (k+1)*—1— 35: Soient p,," ", p; des
points en position générale dans P'X P Pour k<5o0nah>0;le systéme
linéaire des courbes de bidegré (k + 1, k + 1) ayant les points p, comme points
singuliers est non vide et a une dimension ¢ 2 A. Si on fait varier les points p; on
obtient une famille irréductible V de dimension t +20 =2 h+20=6k + 3. Si I"
est une courbe générique de V on montre comme dans [AS] que I est réduite. Soit
g le genre géométrique de I' et W’ la famille des courbes réduites de bidegré
(k+ 1, k+ 1) et de genre géométrique g. Soit W une composante irréductible de
W’ contenant V. On a dim W = dim V = 6k + 3. On rappelle le résultat suivant
[H2] prop. 2.1.

Soit S une surface lisse rationnelle et W C | D| une famille de courbes rédu-
ites de genre géométrique Z dans le systéme linéaire | D|. On SUppOSe que pour un
élément général E de W, la restriction 4 chaque composante de E du diviseur anti-
canonique — Ky est un diviseur effectif non nul. Alors dim W< g — DK
— 1. Si I'égalité a lieu alors la courbe générale de W n’a que des points doubles
ordinaires comme singularités. Dans notre situation on a donc dim W < 4k + & +
3, c’est-a-dire § = 2k. D’autre part, I" a au moins 0 points doubles, donc § < 2k.
On a alors § = 2k et dim W = 6k + 3. V est donc dense dans W et la courbe
générale I' de W a exactement § points doubles ordinaires en position générale
dans P! X P,

Il faut maintenant montrer que I" est & modules généraux. Soit C la norma-
lisée de I' et D, (resp.D,) le diviseur sur C correspondant a l'intersection de I et
d’une droite de type (1,0) (resp. (0,1)). Il faut montrer que kA°(D,) = 2 et que
H'(D) @ H (K, — D,) — H"(K_) est injectif ou K, est le diviseur canonique.

Posons T = @ «>0 H (O(a, b)) et notons (u, u’) et (v, v’) des bases de
5>0

H'(01,0)) et H(0(0,1)). On a un isomorphisme bigradu¢ T = Clu, w'] &®
Clo, v']. Soit # = BPax=04,, I'idéal bigradué définissant le groupe de points Z =
>0
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On a alors les identifications:
HK) =14, HE —D) =I5, et
H(K,— D,) = $,_,,_, Les cupproduits s’écrivent:

Iz ) Fimzh1 ™ Firh
(F,F)— uF + u'F’
Ik DB I ™ I i
(F, F)—oF+vF’

On conclut alors comme dans [AS] Prop. 3.4 (représentation déterminantielle et
argument de semicontinuité).

Soit @ : C— I la normalisation et 4 € C le diviseur image réciproque des
points doubles (deg 4 = 24). Le diviseur canonique est alors K, = 0,(k — 1,
k—1)-(—4).

On considere I'éclatement ml de P, X P, en Py, -+, ps. On note [, et [,
des images réciproques de deux droites concourantes de P, X Py et E|,-++, Ej; les
diviseurs exceptionnels. On note H= (k- DI, + k- 1Dl,— E,— -- - — E;
La transformeée stricte de I" est

(k+ DI, + (k+1)l, — 2E, — ++- — 2E,.

Si H est trés ample, 'image est une surface lisse de degré (k — D>+ 1.

Pour k = 4 et 5 on montre que H est trés ample en utilisant le théoréme de
Reider [R]. Par exemple pour £k = 5, on a g = 10.

Ona (H-— Kis, ?=122>10.5i p et ¢ sont deux points non séparés par H,
il doit exister un diviseur effectif E passant par p et q tel que (H — K)E = 0 et
E*=—1ou—2o0ubien (H—KE=1¢et E=—1 ou 0 ou encore (H— KE
=2 et E*=0. Si les points p;1=1,---, 0 sont en position suffisamment
générale on vérifie immédiatement qu’'un tel diviseur n’existe pas.
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