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SOUS-ALGEBRES BIREGULIERES
D’UNE ALGEBRE DE KAC-MOODY-BORCHERDS

NICOLE BARDY

Abstract. Let g be a Kac-Moody-Borcherds algebra on a field K associated
to a symetrizable matrix and with Cartan subalgebra [). Let £ be an ad b-
invariant subalgebra such that the restriction to £ of the standard bilinear
form is nondegenerate. We show that the root system ¥ of (£, fj) is a subsys-
tem according to [Ba] of A(g, ). Moreover, if a subsystem  satisfies some
conditions (i.e.  is “réduit et presque-clos”) of ¥, we construct inside of £ a
Kac-Moody-Borcherds algebra with root system (2.

Let k be a subfield of K. We prove similar results in the case of an action of a
finite group of k-semi-automorphisms. In particular, we obtain a generalization
to the Kac-Moody case of a result by Borel and Tits.

Let g be an almost-k-split form of a Kac-Moody algebra. We construct a
Kac-Moody k-algebra with root system similar to the system of g (save on
some multiples of certain roots).

§0. Introduction

Les sous-algebres réguliéres selon Dynkin puis Naito

Dans la classification des sous-algebres semi-simples d’une algebre de
Lie semi-simple obtenue par Dynkin ([D] ou [T]), les sous-algebres quelcon-
ques dont la décomposition en sous-espaces radiciels est compatible a celle
de l'algebre initiale sont dites régulieres.

Naito (cf. [N]) propose, dans le cadre de la théorie des algebres de Kac-
Moody, une définition de sous-algebre réguliere basée sur la définition des
sous-systémes introduite par Morita [M] et rappelée ici.

Si A est une matrice de Kac-Moody, supposée symétrisable, g = g(A)
désigne ’algebre de Kac-Moody associée, h la sous-algebre de Cartan stan-
dard de g et A = A(g, b) le systeme de racines. Naito généralise la notion de
sous-ensemble fondamental (ou base) définie par Morita [M] en y admettant
des racines imaginaires, mais suppose toujours cette partie libre dans h*.
A un tel sous-ensemble I’ de A, il associe une sous-algebre £ de g, stable
sous l'action adjointe de h et qui est une algebre de Kac-Moody (ou de
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Kac-Moody-Borcherds [Bo] si le systeme fondamental contient des racines
imaginaires) engendrée par les espaces radiciels correspondant & +IT' (ou
une partie de ces espaces pour ceux correspondant & une racine imaginaire)
et un sous-espace hy de h (qui est la sous-algebre de Cartan de £); cette
sous-algebre est alors dite réguliere.

Les sous-algebres biréguliéres

La construction d’une algebre de Kac-Moody-Borcherds (en abrégé
KMB) peut étre généralisée au cas d'une “réalisation non libre” ([Bo] ou
[Ba]) (I’algebre dépendant alors de la réalisation).

Dans une telle algebre, il est naturel de s’intéresser aux sous-algebres
qui possedent une “structure induite analogue”. C’est pourquoi, nous nous
proposons ici d’élargir la notion précédente de sous-algebre réguliere en
utilisant la définition des sous-systeémes de racines développée dans [Bal.
Les résultats énoncés dans la suite de cette introduction ne sont vrais que
si la réalisation satisfait a certaines conditions exposées dans le paragraphe
1 (en particulier au n°9).

Une sous-algebre £ de g sera dite biréguliere si elle est stable par
b et si la restriction & £ de la forme bilinéaire invariante standard ([K;
11.7, 11.13.2 ]) est non dégénérée (cette derniere hypothese généralise celle
de semi-simplicité). Cette premiere définition apparait de fagon évidente
comme la généralisation en dimension infinie de celle de Dynkin pour les
sous-algebres réguliéres semi-simples.

Nous montrons en (2.3) qu’une sous-algebre biréguliere admet pour
systéme de racines un sous-systeme ¥ au sens de [Ba; § 12] qui, de plus, est
“clos réellement” (cf. § 2).

D’autre part, supposons donnée une sous-algebre biréguliere £ de
systeme de racines V. Alors, pour tout sous-systeme ) “réduit” et “presque-
clos” de W (cf. § 3), il est possible de construire dans £, une sous-algebre dite
“tres réguliere”, qui est une algebre de Kac-Moody-Borcherds admettant
pour € systéme de racines. Cette construction généralise alors celle d’une
sous-algebre réguliere proposée par Naito dans le cas d’un sous-systeme a
base libre.

Action d’un groupe fini I' de semi-automorphismes

L’étude des systemes de racines relatives qui correspondent aux formes
presque-déployées des algebres de Kac-Moody ([BsR]) et la stabilité de
la notion de systemes de racines lors des passages aux quotients par un
groupe fini d’automorphismes de diagramme ou par une “partie de type
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fini” (étudiée dans [Ba; §6.1 et § 6.2]) permettent d’affirmer que ces systemes
de racines relatives relevent de la théorie axiomatique de [Ba]. Ceci nous
incite a considérer des sous-algebres stables sous I'action du groupe de Ga-
lois correspondant et associées a des sous-systemes du systeme de racines
restreintes.

En fait, pour £ un sous-corps de K, le corps de base, nous nous
intéressons au §4 a 'action d’un groupe fini I' de k-semi-automorphismes
d’une algebre de Kac-Moody-Borcherds généralisant un peu le cas de
I’action du groupe de Galois dans le cadre des formes presque-déployées
des algebres de Kac-Moody. Pour un tel groupe I' (dit compatible a la
réalisation), nous montrons en (4.1) l'existence d’une forme bilinéaire in-
variante non dégénérée de g qui est de plus invariante sous ’action de I'.

Nous définissons alors, toujours par analogie avec 1’étude des formes
presque-déployées des algebres de Kac-Moody une deuxieéme action (K-
linéaire) de I' dite “action étoile” et nous considérons la sous-algebre t des
points fixes de h sous les deux actions de I'.

Dans le cas d’un quotient par un groupe fini de semi-automorphismes
de diagramme (a rapprocher des formes quasi-déployées), le systeme de
racines relatives noté A est alors 'ensemble des restrictions a t des racines
(et t joue le role de la sous-algebre torique déployée maximale).

Une k-sous-algebre £ est dite I'-biréguliere si elle est stable sous ’action
adjointe de t, sous 'action du groupe I' et si de plus, la restriction de la
forme bilinéaire a £ est a valeurs dans k et non dégénérée.

Les résultats analogues aux précédents sont établis aux paragraphes 5
et 6 :

(5.3) 'ensemble des racines relatives intervenant dans la décomposition
d’une sous-algebre “I-biréguliére” est un sous-systeme de racines du systeme
des racines relatives;

(6.1) supposons donnés £ une sous-algebre I'-biréguliere, ¥ son systéme
de racines et € un sous-syteme “réduit” et “presque-clos” (cf. § 3) de W.
On construit une k-sous-algebre de £x (la K-sous-algebre engendrée par £)
qui est une algébre de Kac-Moody-Borcherds admettant €2 pour systéme de
racines et qui est dite I'-tres-réguliere lorsqu’elle est stable sous 'action de
r.

Il est bien-str plus intéressant de pouvoir construire cette sous-algebre
a l'intérieur méme de £, nous indiquons un certain nombre de cas ou cela
est possible. Nous déterminons également des conditions sous lesquelles on



4 N. BARDY

peut construire une sous-algebre “I-trés-réguliere” incluse dans g' admet-
tant pour systéme de racines un sous-systeme de A donné. Notons que
ces conditions sont en particulier toujours vérifiées dans le cas d’une forme
quasi-déployée d’une algebre de Kac-Moody (6.3).

Nous terminons cette étude de 'action d’'un groupe fini de k-semi-
automorphismes par le cas ot I’on a de plus un quotient par “une partie de
type fini” (en généralisant la notion de semi-automorphismes de premiere
espece que l'on rencontre dans 1’étude des formes presque-déployées des
algebres de Kac-Moody). Hélas, seuls des résultats analogues, mais plus
partiels, encore peuvent étre obtenus :

- sous des hypotheses supplémentaires, nous démontrons encore que
le systeme de racines d’une sous-algébre I'-biréguliere est un sous-systeme
de A" (8.7);

- par contre, la construction d’une sous-algebre I'-tres-réguliere parait
nécessiter des hypotheses vraiment trop exigeantes pour étre intéressante
c’est pourquoi nous nous contentons de traiter le cas des formes presque-
déployées dans le paragraphe suivant (§9).

Application auz formes presque-déployées des algébres de Kac-Moody

Etant donnée g une k-forme presque-déployée d’une algebre de Kac-
Moody dont le systeme de racines A’ admet pour base (o, )ierr, nous cons-
truisons (au § 9), a l'intérieur de g une k-algebre de Kac-Moody-Borcherds
dont le systeme de racines est un sous-systéme de A’ engendré par une
famille (nyc )iep ou les ny sont des entiers strictement positifs. Nous
généralisons ainsi, au cas des algébres de Kac-Moody (en 9.2), un résultat
obtenu dans le cas classique par Borel et Tits [B—T] et nous utilisons pour
cela les techniques des §5 et 8, ce qui justifie les efforts déployés dans ces
paragraphes.

Le theme général de cet article et plus particulierement le probleme de
la construction de formes déployées a I'intérieur de formes presque déployées
d’algebres de Kac-Moody m’ontété suggérés par Guy Rousseau. Je tiens a
le remercier pour les nombreuses discussions que nous avons eues & ce sujet
et pour l'attention qu’il a bien voulu porter a ce travail.

§1. Algebres de Kac-Moody-Borcherds

Dans la suite, K désigne le corps de base commutatif et de caractéristi-
que nulle, parfois supposé inclus dans C; I’ensemble des rationnels positifs
ou nuls (resp. négatifs ou nuls) est noté Q4 (resp. Q_).
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Nous rappelons ici des notions bien connues dans le cadre des algébres
de Kac-Moody mais aussi (a partir du n°7) les définitions introduites dans
[Ba| et utilisées tout au long de cet article. Au n°9, nous introduisons deux
hypothéses supplémentaires; la premiére permet de simplifier les notations
(quelque peu pénibles) nécessaires au cadre général et données au n°6; la
seconde (notée (BN)) est trés utile pour pouvoir travailler dans un systéme
générateur de racines (cf. [Ba; 4.3.8]).

1) Une matrice A = (ai;); j)ey2, (00 T est un ensemble d’indices fini ou
dénombrable) est dite de Borcherds si elle vérifie les propriétés suivantes :
(B1) a;j € Q pour tout (i,j) € I? ;
(B2) a;; € Q_ pour tout (i,5) € I? tel que i # j ;
(B3) sia;; > 0, alors aj; = 2 et a; ; est entier pour tout j € J;
(B4) si a;; = 0, alors aj; est nul.

Lorsque a;; > 0, I'indice 7 est dit réel, on note i € Jye. Si ay; < 0, alors
i appartient a J;,, et ¢ est dit imaginaire.

La matrice A est dite symétrisable (resp. de Cartan) s’il existe des
coefficients rationnels strictement positifs €; pour lesquels la matrice B =
(bij) (i.j)e72 avec bij = g;a;; est symétrique (resp. symétrique définie posi-
tive).

2) Une réalisation [Ba; 1.1.4] d’une telle matrice est la donnée R =
(h; 575 (.,.), I 1) de deux K-espaces vectoriels b et h” mis en dualité par
(,,.) , d’'une famille II"" = («;);ey d’éléments de h (appelés coracines sim-
ples), d’une famille II' = («;);e5 d’éléments de h~ (appelés racines simples),
vérifiant @ (o, 7)) = a;5.

Pour ¢ € J,¢, on note a; = a; la coracine de «;.

Une réalisation est dite de Kac si elle satisfait aux conditions supplé-
mentaires :

o |J =n < oo,

e les parties IT' et IT'" sont libres,

e si [ désigne le rang de A, alors on a n — [ = dimh — n;

e h"=1b" (le dual de b), cf. [K; 1.1].

Une telle réalisation est unique & isomorphisme non unique pres (cf. [K] ou
[Bal). ’

3) Etant donnée une réalisation R d’une matrice de Kac-Moody-

Borcherds, on note g(A4, R) ou g l'algebre (cf. [Bo] ou [Bal]) définie par
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les générateurs {bh, e;, fi; (i € J)} et les relations :

[h,h'] =0, V(h,h') € b?;
[h,ei] = (o, h)e;, Vh € b, Vi e T,
[h, fi] = —(ai,h) fi, VYheb,VieT;
lei, 5] = dijai, v(i,j) € 7%

Remarque. Dans le cas symétrisable mais non symétrique, les généra-
teurs e; et f; de [Bo] different de ceux-ci par un coefficient multiplicatif.

Si @1 désigne le Z-module libre engendré par des éléments ¢&; pour i € 7J,
on peut considérer sur g(A, R), la graduation d’algebre de Lie ainsi définie :
tout élément de bh est de degré 0 et pour chaque indice ¢, le générateur e;
(resp. f;) est de degré a; (resp. —a;). On note @1@ = @1 ®z Q.

Cette algebre admet un plus grand idéal v (resp. v1) parmi les idéaux
gradués d’intersection nulle avec h (resp. h @ (Diez(Ke; DKf;))) et I'algebre
de Kac-Moody-Borcherds (KMB) associée a cette réalisation est alors le
quotient g = g(A, R) de g(A, R) par ty; sa graduation est celle héritée de
(A, R).

On a alors g = g/t ® (Dicr,(Ke; ® Kf;)) on Fy = {i € T/a; = 0}.
Notons que cette définition, déja introduite dans [Ba; § 2], est compatible
avec celle de Kac lorsque Fy = () (et donc pour une réalisation de Kac).

4) Dans la suite, on suppose données :

e une matrice de Borcherds A symétrisable (indexée par J fini ou
dénombrable) et I'on fixe un choix des €; et donc des b;; introduits au n°1
(nous imposerons d’autres conditions sur ce choix au paragraphe 4);

e l’algebre g associée a cette matrice pour une réalisation dans laquelle :

- quel que soit ’élément ¢ de J, la coracine «; est non nulle (i.e.
Iy = @),

- 'espace b est muni d’une forme bilinéaire non dégénérée (.,.) telle
que (aj,aj) = by

Ceci existe en particulier dans le cadre d’une réalisation de Kac mais
aussi dans la construction proposée par Borcherds (cf. [Bo]) ou (cf. [Bo] et
[K; 11.13]) I'idéal ¢ est exactement 'idéal engendré par les éléments :

(ade;) "%ie;, (ad f;)17%i f; (si i€ Tre);

(ad ei) €j, (ad fz)fj (Si 1 €T et Qi; = 0).

Dans le cas général, ces éléments sont toujours dans I'idéal t.
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5) Par définition, le groupe de Weyl (associé a A) est le groupe de
Coxeter W défini par générateurs et relations :

W = ((ri)ies,, / (rir))™7 =1 si my; < oo pour (i,5) € 3Z)

ou les coefficients m;; sont donnés par :
m;; = 1 et si pour i # j, on note A l'entier positif a;;ja;; alors :

mi; =2 <= A=0;
m; =3 <= A=1;
mi; =4 <= A= 2;
m; =6 <= A= 3;
m;j = 00 <= \ > 4.

Dans GL(h), GL(h") et GL(Q1) et pour i € Jye, considérons les réflexions :
ri(h) =h—{a;,h)a; (Yh €b);
pi(h) =h—(h,0i)o;  (Vh€b);

ri(a) = a — (o, a5 )0 (Va € Q), ou (.,.) désigne cette fois, la
dualité définie entre Q1 et Q° (le Z-module engendré par II'") par (o, ) =
Qi ou (i,j) € 32

Nous définissons (cf. [Ba; 1.1.5]) des actions du groupe de Weyl sur "
(resp. b, resp. CNQ) en considérant les représentations 7 ( resp. 77, resp. 7) de
W dans GL(") (resp. GL(), resp. GL(Q)), qui & r; associent p; (resp. 77,
resp. 7;). Nous nous permettrons cependant aussi de noter : w.a;; = 7(w)ay;,
w.a; =7 (w)a; et w.a; =7(w)q;.

De plus, d’apres les relations correspondant au quotient par 'idéal «,
les endomorphismes ade; et adf;, pour i € J, sont localement nilpotents
et I’on peut montrer que :

7; = exp(ade;) exp(ad (—f;)) exp(ade;) est un automorphisme de g qui
prolonge ;.

Dans bien des cas (et plus exactement si le centralisateur de h est bien
réduit a b), le groupe W s’identifie par 7 ou 7" & un sous-groupe de Auth”
(ou de Aut b sous I’hypotheése duale). La représentation 7 est toujours fidele.

6) On utilise les notations suivantes (cf. [Bo| et [Ba])

e Aj(g,h) est le systeme de racines correspondant a l’action adjointe
de b dans g; il est inclus dans Q1 = Y ;.5 Za; C b7 on note aussi Q1g =

Ziej (@ozi et QIK = Ziej Kozi.
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e Ay = Aq(g,h) est le systeme de racines a base libre (inclus dans
@1) qui correspond a la graduation usuelle de ’algeébre induite par celle de
9(A, R);

o AJ° désigne I'’ensemble des racines réelles c’est-a-dire conjuguées par
W aux racines simples &; pour i € Jpe;

. ﬁllm =A; \ N{e est ’ensemble des racines imaginaires.

L’ajout de + (resp. —) en indice d’un de ces ensembles indique que seuls
sont considérés les éléments pouvant étre écrits comme combinaison linéaire
a coefficients entiers positifs (resp. négatifs) de racines simples. D’autre part,
si J est une partie de J, pour tout ensemble X précédemment introduit,
X (J) est Pensemble des éléments de X obtenu a partir de la définition de
X en restreignant I’ensemble des indices a J (i.e. X(J) = X N®,ecsZa; dans
le cas de la graduation); de méme, A(J) désigne la matrice extraite de A
en ne conservant que les lignes et colonnes qui correspondent aux indices
appartenant a J.

Le type de J est alors le type de la matrice A(J) dans la classification
de Vinberg ([K; 4.3]).

Remarque. Lors de I’étude qui va suivre, nous noterons A le systeme
de racines considéré dans un quotient ) de @1 et de ()1 dans lequel les
éléments de la base «; ne sont pas Q-proportionnels (cf. n°8).

Notons que dans le cas d’une réalisation de Kac, toutes ces notions de
systemes de racines coincident et que la plupart des remarques techniques
qui vont suivre ne concernent que le cas des autres réalisations.

Dans la suite de 'article (cf. n°9), nous supposerons la réalisation telle
que b~ = b*; cependant, nous indiquons ici comment aborder le probleme si
tel n'est pas le cas. L’hypothése (BN) indiquée au n°9 reste, elle, indispen-
sable.

~

Soit 1 l'application Z-linéaire définie sur @1 a valeurs dans @1 C b
telle que ¥ (a;) = «; pour tout i € J. Son prolongement Q-linéaire défini de
leQ dans Q)1¢ C b est encore noté .

Grace a la dualité entre les deux espaces h et h”, on peut également
introduire l'application A de h” dans h* telle que A(h")(h) = (h",h) pour
tout h € b.

L’algebre g admet ainsi deux décompositions :

g=b0(0,.5,0s) e g=bS (Baeca,ba)
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compatibles au sens ou go = D4 y(a)=a)8a, en particulier Ay = ¢(£1)-
On note alors A}® = w(ﬁﬁe) (resp. Al = @Z)(ﬁllm)) les ensembles de racines
réelles (resp. imaginaires). Sous des hypotheses raisonnables (indiquées au
n°g), on a : Ay =AU AT

A une racine réelle B = w.a; est associée la réflexion rg = wryw € W.

La forme bilinéaire graduée invariante standard (prolongeant celle de b
[K; 2.2]) est notée (.,.); pour chaque racine «, elle induit une dualité non
dégénérée entre g, et g_, avec en particulier (e;, f;) =&; > 0.

Non dégénérée sur b, la forme (.,.) induit aussi une injection v de b
dans h* (qui est un isomorphisme lorsque dim(h) < oo). Par invariance de
la forme bilinéaire non dégénérée, on sait que (h,[e;, fi]) = ([h,e], fi) =
(s, fi){ai, h) pour tout h € b et tout ¢ € I. Par suite, dans h*, on a
v([es, fi]) = (e, fi)A(a;); d’ou par injectivité de v :

ai = [ei fil = (i fi)v ™ (Aai)) = e ™ (Aaw)).
Pour tout 8 € ), Kay, il existe alors un unique élément v_;(3) de b tel que

v(v-1(B)) = A(B).

De la méme facon, on a aisément :
pour X €gq et ¥ €90, [X.Y] = (X,Y)r  (A() = (X,Y)v_1(c).

Enfin, lorsque K est un sous-corps de C, sont définies (comme dans
K)) -
- la semi-involution de Cartan standard qui est un antiautomorphisme w de
g d’ordre 2, qui agit par —1 sur by = >, 5
définition complete de w sur h sera précisée a la suite du lemme 4.1);

Ra; et qui envoie e; sur —f; (la

- la forme hermitienne invariante standard : (.,.)o = —(.,w(.)) dont la
restriction & nt & n~ = G, cag, est définie positive ([K; 11.7, 11.13.2 ],

7) L’axiomatique des systemes de racines de [Ba] est essentiellement
fondée sur la notion de systéme générateur de racines (notée en abrégé
S.G.R.). Nous rappelons ici sa définition ainsi que les principaux “outils”
dont nous disposons dans cette théorie (en particulier, au n°10, la définition
d’“une coracine” pour toute racine).

Nous verrons que la notion de S.G.R. est tres proche de celle de réalisa-
tion possedant les deux propriétés (A) et (B) présentées plus loin (n°7 et
8).

Notons que la plupart des “raffinements” nécessaires (cf. n°8) ne le sont
que dans le cadre de réalisations non libres ou il faut se convaincre que le
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systeme de racines releve bien de I'axiomatique précitée (en modifiant un
peu sa base).

Enfin, I'hypotheése (BN) introduite au n°9 (nécessaire dans cet article)
est a comprendre comme la généralisation de ’existence d’une hauteur sur
Iensemble des racines positives dans le cas classique (base du systeme de
racines libre, ensemble J fini et h~ = h*).

Le lecteur interressé par ce dernier cas (ou méme, en premiére lecture)
pourra sans inconvénient passer directement de ce n°7 au n°10 (avec les con-
ventions suivantes : [ =73, Il =11, § désigne la fonction hauteur usuelle).
Notons néanmoins que les n°8 et 9 ne portent que sur des modifications de
détails, techniques mais sans réelles difficultés.

Un systéme générateur de racines correspond a la donnée [Ba; 4.1 et
finde4.4]:

e d’une matrice A (indexée par I un ensemble d’indices fini ou dénombrable)
de Kac-Moody-Borcherds relative, i.e. vérifiant les axiomes (B1), (B2), (B4)
(indiqués au n°1) et
(B3) cf. n°1 si K n’est pas ordonné (voir aussi la remarque ci-dessous);
(B’3) sia; >0, alors a;; € {1,2} % €EZet (a;=1= a;; #
—1/2), si K est ordonné; !
e d’une réalisation R = (h;h7; (,,.), 1" = (ai)ier; 1" = (a4)icr) de la
matrice pour laquelle les racines simples «; ne sont pas Q-proportionnelles
et vérifient la propriété :
(A) toute combinaison linéaire a coefficients entiers positifs non tous
nuls des racines simples est non nulle;

e ainsi que, pour chaque ¢ € I, d’'une partie N; de Qj satisfaisant aux
conditions suivantes :

a) N; admet comme plus petit élément 1, ou bien ne contient pas sa
borne inférieure, mais est minorée par 3/4 et contient 1;

b) si A5 = 1, onaNi :{1, 2},

c)sia;=2,0onalN;, ={1};

d)siieletje I, alors :

- si K est ordonné, 2N;aj;/a;; C Z;

- sinon, N;aj;/a;; C Z .
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On note alors :
M; la plus petite partie de Q4 contenant N; U {0} et stable par addition;
L={iel;a;=2}etIb={i€l;a;=1};
a; = «j la coracine de «; si ¢ € I7 et o = 2« si i € Io;
Qo = Y _;c; Qo le Q-sous-espace de h engendré par II.

Remarque. Dans [Ba], on n’étudie les S.G.R ainsi définis (i.e. avec le
rafinement que a;; peut-étre demi-entier pour 4 réel) que si le corps de base
est ordonné. Mais nous avons choisi ici de considérer tous les a;; dans Q;
c’est pourquoi, on peut encore raisonner avec (B’3) si les deux conditions
(C) et (C") suivantes sont satisfaites :

(C) les relations & coefficients dans K entre les éléments de II sont
engendrées par les relations a coefficients dans Q;

(C") les relations a coefficients dans K entre les éléments de II" sont
engendrées par les relations a coefficients dans Q.

On peut alors se ramener au cas du corps de base Q en remplacant b
et h” par des Q-sous-espaces vectoriels hg et h'g contenant respectivement
les a; et les «;, engendrant les K-espaces vectoriels h et h~ et sur lesquels la
dualité est a valeur dans Q (démonstration analogue a celle du lemme 4.1
dans la suite).

1. Le cas libre.  SiII' = {«a;; i € I} est libre, le systéme de racines
associé est I'ensemble :

A=W (L)) UW(2IT'(I2)) U W (Ujer,, Nic) U W (K')  on
K' ={a € ®jerM;a; \ (UicrQ, o) ;
Sq est connexe et (a, ;) <0 (Vi€ Ie) }.

(On note aussi comme dans [Ba], K. = K'U (Ujer, Nicv;).)

Le systeme de racines est alors I'unique sous-ensemble A de Qg vérifiant
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les axiomes suivants :

(SR1b) A=ALU(-A4) oAy =ANQo+ ;

(SRQb) Viel, Q+OéiﬂA:NZ’CMZ' ;

(SR3b) Vi € I, Yo € A\ Zay,

{a+sa;/ s€Z, —(a,a;) <s<0} CAsi (o) >
{a+sa;/se€Z, —(a,0;) >s>0}CAsi (o) <
(SR4b) Vi€ i , Vo€ AL\ Q. ay,
(a,aj) <0< a+ M;o; C Ay
(a,af) =0= a+njo; ¢ Ay (Yn; € N ind) ;
(SR5b) Vae AL\ || Q. , il existe i € I et n; € N inq tels que :
el
a—njo; €A
2. Le cas non libre. Lorsque II' = {«;;4¢ € I} n’est pas libre, on
introduit la notion de revetement du S.G.R. qui est une réalisation R =
(5; (8)"; (., -); T3 1T) ot

- (.,.) est la dualité usuelle,

- les familles IT'" et I’ sont indexées par I, sont libres dans b et (H)* et
vérifient bien str :
<ai7a3> = <O‘i7a3>

Par analogie au n°6 , on note encore ¢ 'application Q-linéaire du sous-
espace QQ = BicrQq; de h dans ) ; Q o; qui envoie @ sur «; pour chaque
1 € I. Le systeme de racines A est alors 'image par @ du systeme de
racines A obtenu dans le revétement. (Une présentation plus axiomatique
de ce systeme de racines est donnée dans [Ba; 4.2.15].) Tout ce qui est relatif
au revétement est caractérisé par un

Une bonne décomposition d’une racine « est alors une décomposition
de « en fonction des «; obtenue par projection par v de la décomposition
d’une racine & de A (telle que (&) = o).

Un support de « est le support d’'une bonne décomposition de «; son
type (i.e. fini, affine ou indéfini) ne dépend pas de la bonne décomposition
considérée.

Un systeme générateur de racines est dit :

- réduit  si I = I7 et si pour i € I, la propriété na; € A avec n € Q
implique n = +1;
- normalisé  (cf. [Ba]) s’il vérifie :
(SGRN) si i € Iy, n; € N;, et nja; = Zjesnjaj ou S est une
partie connexe de I (au sens de [K; 1.6] ou [Ba; 1.1]) et n; € My =
M; \ {0} pour tout j € S, alors S = {i} ;
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- presque-réduit  si pour tout a; € I, on a N; = {1}.

Remarques. 1. Notons que si le systeme admet une base Q-libre, il est
automatiquement normalisé et il est réduit si et seulement si il est presque-
réduit.

2. Nous nous autorisons dans la suite a utiliser ces définitions pour
un systéme de racines muni d’une base (sans nécessairement préciser la
définition complete du S.G.R. considéré).

3. Si la dimension de b est infinie (ou plus précisément si A(Iy) n’est
pas de rang fini), les bases de A ne sont pas forcément conjuguées [Ba; 5.2
(4)]. Les propriétés “A réduit” ou “A presque-réduit” dépendent donc du
choix des bases (méme dans le cas de systémes normalisés). Cependant si A
est réduit, on peut montrer que, muni de toute base pour laquelle le systeme
est normalisé, A vérifie encore cette condition. Nous ne nous attarderons
pas sur cette démonstration un peu technique, mais notons cependant que
(dans le cas ou les bases ne sont pas conjuguées) un argument important
utilisé dans la démonstration est la possibilité, dans le cas symétrisable, de
choisir les coracines (méme pour les racines imaginaires) indépendamment
de la base et de la cobase.

4. Un systeme de racines est presque-réduit si et seulement si dans un
revétement, le systéme de racines obtenu est réduit.

LEMME 1.1. Si un S.G.R est réduit, alors il est presque-réduit et est
normalisé.

N.B.: Comme dans [Ba, on note K. = {a € Ay ; (a,ai) <0 (Vi € L)}
(i.e. K. = 9(K.)).

Démonstration. La premiere assertion est immédiate. De plus, n;a; =
ZjES njo; avec i € Iy et nj € M]* ou j parcourt une partie connexe S
de I, on a (n;a;,ap) <0 (Vh € Ie) dong, si |S| > 2, on a na; € K, (cf.
ci-dessus) et ainsi Nn;a; C K. C A en contradiction avec ’hypothese. O

Notons encore, dans le cadre des systemes de racines normalisés, un
résultat utile pour la suite.

LEMME 1.2. Soit S un S.G.R de systéeme de racines A et de base 11,
supposé normalisé. Si o et B sont deux racines simples telles que o — 3 €
A, alors les racines o, B et a— 3 sont imaginaires et les supports respectifs
de a — (3 et de B sont disjoints et non liés.
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N.B.: Dans le cas non libre, la derniere assertion signifie que tous les
supports respectifs de deux bonnes décompositions de ao — 3 et de [ (i.e.
provenant de A par projection) sont disjoints et non liés.

Démonstration. Supposons donc données « et § deux racines simples
telles que a« — f € Ay, on a alors o = (o — (3) + (3. D’apres [Ba; 4.2.5], la
racine « est nécessairement imaginaire. De plus, le systéeme étant supposé
normalisé, cette somme ne peut pas fournir une décomposition a support
connexe. Autrement dit, cela implique (a — 3,37 = 0.

A priori quatre cas sont possibles :

a) B et a — (3 sont réelles, alors (o, 37) = (v — 3,87) + (5,87) > 0; ce
qui est absurde puisque « et 3 sont des racines simples.

b) a — 3 est réelle et 5 imaginaire, alors r,_g fixe 3 donc r4_g(a) =
23 — « est une racine positive (conjuguée a a qui est imaginaire). La
décomposition 3 = (20 — a) + (o — ) contredit alors (SGRN) puisque
est une racine simple et que les deux racines positives considérées vérifient
(26 — a, (a — #)) = —2 donc ont des supports liés.

c) [ est réelle et a — @ imaginaire, alors rg.a = rg(a — ) — B =
a — 23 est une racine positive puisque conjuguée a « (qui est imaginaire).
La décomposition o = (o — 23) + 23 contredit, comme en b), (SGRN).

d) B et a — (3 sont imaginaires, qui est donc le seul cas possible et pour
lequel les supports de 8 et o — 8 ne doivent pas étre liés. 0

8) Le systéme de racines a base libre d’une algébre de Kac-Moody-
Borcherds reléve de la présentation aziomatique proposée dans [Ba; 2.2 et
4.1]; il en est de méme du systéeme de racines si la réalisation posséde les
deux propriétés suivantes :

(A) toute combinaison linéaire & coefficients entiers positifs non tous
nuls des racines simples est non nulle (déja introduite au n°7);

(B) quelque soit j € Jim, Qa; NII' n’admet pas 0 pour point d’accu-
mulation (voir remarque 5 de [Ba; 4.1] pour la justification de ce choix
d’hypothese).

Sous ces hypotheses, nous considérons alors le S.G.R. (au sens de [Bal)
obtenu en modifiant la base de la maniere suivante :

dans I'ensemble II' (indexé par J) des racines qui correspondent aux
générateurs de l'algebre lors de sa construction comme au n°3, on ne garde
qu’une racine «; par demi-droite rationnelle rencontrant II’, racine choisie
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afin que 'ensemble {n € Q4; na; € II'} admette 1 pour plus petit élément
ou soit minoré par 3/4 s’il n’admet pas de plus petit élément.

La nouvelle base II = («;);cs est alors la famille de racines ainsi
obtenue.

Pour chaque ¢ dans I, on définit la partie N; = {q € Q4 ;qa; € I'}; le
systeme de racines correspondant a ce S.G.R. est alors inclus dans Qg =
Zz‘e ; Qo et si l’on considere le systeme A obtenu dans le revétement de ce
S.G.R., il fournit une graduation de g un peu moins fine que celle définie
dans la construction du n°3 (puisque par exemple 95, n’est plus forcément
de dimension 1 si i € [;,) mais qui sera suffisante dans cet article. Le
systeme A obtenu dans ce revétement sera le systéme de racines a base
libre considéré dans la suite.

Notons qu’en ce qui concerne les racines réelles, les quatre systemes de
racines considérés sont les mémes (i.e. A{e,ﬁﬁe,Are,ﬁre sont en bijection
[Ba; 4.2.8]).

Toutes les notations introduites au n%6 sont généralisées & ce cas et nous
définissons de plus une action de W sur @ en posant, pour tout i € [ :

ri.0=a — (a,a;) pour tout & € Q.

Ainsi la notion de S.G.R. n’est essentiellement plus générale que celle
de telles réalisations que par ce qu’elle admet des doubles de racines réelles.

9) Considérons, comme au n°4, une matrice de KMB A symétrisable
et une réalisation R (avec a; # 0 pour tout ¢ € J ) de celle-ci munie d’une
forme bilinéaire invariante non dégénérée et vérifiant de plus les propriétés
(A) et (B) précédentes cf. n°8 (qui permettent en particulier d’affirmer que
les espaces propres g, alors obtenus (pour a # 0) sont de dimensions finies
et que les deux ensembles de racines réelles et imaginaires sont disjoints).

On suppose de plus que :

e 0O est le dual h* de b (i.e. avec les notations introduites au n°6,
on a A = Id); cette hypotheése permet de simplifier un certain nombre
d’énoncés; sans elle, il faudrait imposer I'hypothese supplémentaire (A*)
obtenue en remplacant dans (A) les racines par les coracines (ou encore par
les images des racines par A); h” par h et A par sa transposée Al c’est-a-
dire qu’aucune combinaison linéaire a coefficients dans N* de coracines «;
ni aucun des v~!(a) pour a € A ne s’annule) (voir aussi [Ba, 4.1));

e la condition suivante (qui implique les conditions (A) et (B)) est
vérifiée :
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(BN) il existe un élément € > 0 de R et une application Q-linéaire 6 de Qg
dans R telle que pour tout i € J, on a #(«a;) > £. (Une formulation un peu
plus générale et suffisante est donnée dans [Ba]). L’application 6 est alors
appelée une “hauteur”. Quitte a multiplier § par une constante positive, on
peut supposer 0(c;) > 1 pour tout ¢ € I; on a alors (A1) C]3/4;+o0].

L’hypothese (BN) (ainsi que (A) et (B)) est en particulier vérifiée quelle
que soit la dimension de b dans le cas d’une réalisation telle que IT'(= II)
est libre dans h puisqu’il suffit de considérer la notion usuelle de hauteur.
La condition (BN) permet de démontrer 'existence d’un S.G.R. normalisé
admettant pour systéme de racines le méme que celui du systeme générateur
initial (cf. [Ba; 4.3.8]).

Comme au n°6, l'algebre g admet deux décompositions (suivant A et

A) et tout ce qui a été dit dans ce paragraphe est encore vrai.

10) Etant données deux racines, il est souvent utile de savoir si leur
somme est encore une racine. Dans le cas ou 'une des deux est simple, les
axiomes (SR3b) et (SR4b) fournissent, dans le cas libre, un test théorique
adapté.

Pour pouvoir appliquer un tel critere a tout couple de racines, on a
défini dans [Ba] une notion de coracine associée a une racine a quelconque
(notée a” si « est imaginaire) compatible & la notion usuelle dans le cas des
racines réelles.

Ceci nous a amené a considérer des cones (dans les deux espaces en
dualité de la réalisation) sur lesquels 'action du groupe de Weyl a de bonnes
propriétés (cf. [Ba; §3.1 et §3.2]).

Dans le cas libre, une définition de coracines est alors possible a con-
dition de renoncer a une détermination complete : la coracine est a choisir
arbitrairement dans un cone donné.

Dans le cas non libre, la coracine est définie grace a la méthode standard
de la définition dans le revétement suivie de la projection ([Ba; 4.3.7]).

Sans insister sur la définition générale (un peu technique) des coracines
(exposée au chapitre IIT de [Ba]), rappelons les trois propriétés obtenues
dans le cas libre et généralisées au cas quelconque qui nous seront utiles
ici; c’est-a-dire les propositions 3.2.3 et 3.2.8 ainsi que le corollaire 3.2.6. de
[Ba] (voir aussi 4.3.7).

[Ba; 3.2.3] Si [ et § sont deux racines positives, le signe sgn((3,67))
de (3,07) (qui est un élément de {—,0,+}) ne dépend pas du choix de la
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coracine §” de 4. De plus, si 3 € Ai}rn, le scalaire ((3,07) est toujours négatif
ou nul.

[Ba; 3.2.6 et 1.1.10] Le signe sgn({(a, 3")) est symétrique en « et [(;
autrement dit si o et 3 sont deux racines :

(o, f7) =0« (B,a") =0;

et (o, 37).(f,a”) =0,

[Ba; 3.2.8] Si [ et 6 sont deux racines positives non Q-proportionnelles
et si (3,07) est strictement négatif, alors 5 + 0 est une racine.

Notons enfin que ce choix de la coracine est inoffensif puisqu’il est sans
contradiction avec le cas symétrisable, qui nous intéresse ici, ou 'on a une
détermination plus univoque des racines.

Montrons qu’en effet, a une constante multiplicative ¢, > 0 pres, on
peut choisir pour coracine, dans le cas symétrisable, 1’élément v~ (a) (ce
qui nous permettra d’utiliser les résultats de [Ba] sur les coracines).

Pour les racines réelles (ou plus généralement conjuguées a II sous W),
cela est clair puisque la forme bilinéaire est invariante sous l’action du
groupe de Weyl et que w.«aj est une coracine de w.a; (au sens de [Ba;
4.3.7)).

En ce qui concerne les autres racines (toutes imaginaires), il suffit de
démontrer le résultat pour les racines situées dans K. (cf. lemme 1.1) c’est-a-
dire négatives ou nulles contre tous les ;. Il faut alors, d’apres la définition
3.2.5 de [Ba], démontrer que v~ !(a) et o ont méme support (cela résulte
de l'injectivité et de la linéarité de v et de 1’égalité, a une constante ra-
tionnelle positive pres, de v~ (ay) et a ) et que les scalaires (o, ;) et
{a;, v~ () ) sont de méme signe pour chaque i € I (ce qui est facile puisque
(a,a;) = (v1(a)), ;) est, & une constante strictement positive pres, égal
b (v (ag), v 1 (@) = (as v (@),

11) Dans ([Ba; 5.1]), une définition de sous-systéme de racines plus
large que celle de sous-ensemble symétrique clos a été proposée.

Si Q2 est une partie non vide de A, on note Q1 = QNA,, Q¢ = QNA™,
QM = QN A™ ete... On dit que Q est un sous-systéme de A si Q vérifie :

(SSR1) a € @ = —a € Q (condition de symétrie);

(SSR2) si @ € Qy, si f € (24 UQ) \ Qa, alors :

(a, ") <0= a+ [ €Q;
(SSR3) si a € Q et B € ¢, alors rz(a) € Q.
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Remarque. D’apres le théoreme 5.1.17 de [Ba|, comme la réalisation
vérifie la condition (BN), on peut trouver un systéme générateur de racines
S vérifiant (BN) qui admet € pour systeme de racines. Ce S.G.R est défini
a partir des mémes espaces en dualité, la base correspondante est choisie
dans Q4 (et donc engendre €2 ), la cobase est alors I'ensemble des coracines
correspondantes.

§2. Sous-algeébres régulieres

DEFINITIONS. Soit g une algébre de KMB vérifiant les hypotheses du
§ 1 (en particulier celles du n°9). Une sous-algebre £ de g est dite réguliére si
elle est stable sous ’action adjointe de la sous-algebre de Cartan b (ou, ce qui
est équivalent, si h+ £ est une sous-algebre de g); elle est dite biréguliére si,
de plus, la restriction a £ de la forme bilinéaire standard est non dégénérée.

N.B.: L’hypothese de non dégénérescence de la forme sur £ généralise
en dimension infinie celle de semi-simplicité.

Une sous-algebre réguliere £ admet une décomposition sous ’action
adjointe de h compatible a celle de g. Plus précisément, on a :

g=bho (@aeAga) et £= (h N £) D (@QEA(ga N £))
Notons alors ¥ = {a € A; goNL # {0}} et £, =gaNEL, pour € V.

Nous nous proposons de démontrer que si £ est biréguliére, alors
l’ensemble W est un sous-systéme de racines de A (au sens de [Ba] rap-
pelé ci-dessus).

Pour démontrer ce résultat (en 2.3), nous nous plagons (pour les propo-
sitions 2.1 et 2.2) dans un cadre un peu plus large s’adaptant également au
probléme analogue (traité au §5) dans le cas du quotient par un groupe de
semi-automorphismes de diagramme.

Supposons donnée g une algebre de Lie possedant une sous-algebre b
agissant diagonalement sur g et telle que le systéme de racines A = A(g, b)
soit associé a un S.G.R. vérifiant (BN).

Soit £ une sous-algebre de g contenant het Q = {a € A; £Ng, # {0}}.

DEFINITION. Soit a appartenant & Q. S’il existe X, € £, et Y, € £_,
tels que [ X, Y] soit & une constante strictement positive pres, une coracine
de a (au sens de [Ba; 4.3.2 et 4.3.7]) modulo le centre de £ lorsque la racine
est imaginaire, on dit que { Xy, Ya, [Xa, Yol } est un triplet associé a la racine
a.
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PropPOSITION 2.1. On suppose que toute racine située dans Q' admet
dans £ un triplet associé. Si f € A*NQ et a € (AL NQ)\Q [ sont telles que
(a,B87) =k <0 et si {Xp,Yp,[Xp,Ys]} est un triplet associé a la racine
B, alors (ad X5)™*Z, # 0, pour tout Z, € £, \ {0}.

Démonstration. La racine 3 étant réelle, on peut, en modifiant si
nécessaire Yg, supposer que le triplet associé a 3, toujours noté {Xgz,Y3,
[X,Y3]}, est un sh-triplet dans £. Par hypothese, A correspond a un S.G.R
qui vérifie (BN), d’apres 4.3.10 de [Ba], la chaine (o + Z3) N A est bornée
et “sans trou”.

Par suite, le slrb-module engendré par Z, sous I'action du sk-triplet est
de dimension finie et le résultat est immédiat. []

PROPOSITION 2.2. On suppose que toute racine située dans §2 admet
dans £ un triplet associé. Si 3 € QNAM et sia € (AN AL)\ QB avec
(a, 7) <0, alors ac+ hf3 € Q pour tout h € N.

Démonstration. Nous allons démontrer ce résultat par récurrence sur
la hauteur de § (i.e. sur #(3) cf. (BN) §1 n°9). Il suffira de démontrer, a
hauteur de g3 fixée, que :

(%) si ae (Q2NAL)\ QB est telle que (o, ") <0, alors o+ 3 € Q.

En effet, si (o, 37) < 0, alors pour tout entier p positif (a+pg3,5") <0
et, en itérant le raisonnement, o + pB € Q implique a + (p+ 1)5 € Q.

Notons que si « est une racine réelle, (%) résulte de la proposition 2.1
avec {Xq, Yo, [Xa, Ya]} un triplet associé a la racine « (cf. [Ba; 3.2.6] rappelé
au §1 n°10).

Reste a montrer (par récurrence sur la hauteur de () 'assertion (%)
pour une racine positive imaginaire . Une racine imaginaire positive J est
dite ici, de hauteur “minimale” si toute racine positive dont la hauteur est
inférieure a 0(6) — 1/2 est réelle.

Supposons donc le résultat établi pour les racines imaginaires de hau-
teur strictement inférieure a 6(3) — 3/4 ou [ est la racine imaginaire con-
sidérée (hypothese vide si  est racine imaginaire de hauteur “minimale”).

A B fixée, on raisonne encore par récurrence sur la hauteur de la
racine a.

1. Si la hauteur de « est strictement inférieure a 6(3) — 3/4 (ce qui est
impossible si § est racine imaginaire de hauteur “minimale”), le résultat
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vient par hypothese de récurrence (« jouant le role de 3 et 3 celui de «)
puisqu’on a aussi (3,a”) < 0 ([Bal; 3.2.6] rappelé au § 1).

2. On suppose alors, a (3 fixée, que 0(«) > 0(8) — 3/4 et que lassertion
(%) est démontrée pour toute racine o’ de hauteur inférieure & 6(a) — 3/4.

Raisonnons par ’absurde en supposant que a+ 3 ¢ €.

(a) On note encore {X,,Yq,[Xq,Ya]} (resp. {X3,Ys,[Xp,Y5]}) un
triplet associé a la racine a (resp. a f3).
L’hypothese implique [X,, Xg] = 0 et donc [X,,Ys] # 0 (puisque [X,,
[X3,Y3]] # 0). Comme a ne peut pas étre égale a 3, on a forcément 6(a) >
0(B) + 3/4. Considérons alors la sous-algebre :

o t3 = KX+ KYs + K[Xg, Ys] + K[X,, Y] si B est imaginaire affine
(i.e. isotrope);

o tg = KX+ KYs+ K[Xg3, Y] si § est imaginaire non affine.
On obtient, dans chacun des cas, une algebre de Kac-Moody-Borcherds
correspondant a une réalisation de Kac, associée a la matrice réduite a un
élément (3,37).
Dans les deux cas, 1'algebre dérivée correspondante est £; = KXg + KY3 +
K[X 8> Yﬁ].
On note V' le £j-module engendré par X,,.
Il est clair grace au théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt que V =
Bnen(ga—ns NV), que go NV = KX, et que pour tout entier n positif,
ga—ng NV est de dimension 0 ou 1.

(b) Montrons que [ n’est pas de type affine.

Supposons au contraire (3,3") = 0. On a vu que €3 est 'algebre de
Kac-Moody-Borcherds associée a la matrice réduite a un zéro ayant pour
générateurs Xg, —Y3, [Xg, —Yp| et [X,, Y] (on1, modulo le centre de £, le
crochet [ X3, —Yg] vaut —c¢3" avec ¢ > 0).

Le module V satisfait aux conditions (i), (ii), (iii) de la proposition 9.10
de [K] et sil’'on a (go—ng NV) # 0, alors (« —nB,—F") > 0.

Ainsi, on peut appliquer le corollaire 9.10 de Kac qui permet alors
d’affirmer que V' est un Y(KYg)-module libre de rang 1.

Par suite, pour tout entier n positif, (go—ng NV) # {0}.

Soit alors w € W tel que w.B € K, on sait que w(a —nf) € A pour
tout entier positif n, donc est dans A_ pour n assez grand (toujours a cause
de (BN)).

Remontons alors dans un revétement A de A, toutes les racines qui
induisent w.(3 sont affines et sont égales ou ont des supports disjoints [Ba;
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4.3.6]. Or, d’apres la construction précédente, il existe des racines Bp (in-
duisant 3) et une rgcine ;07 induisant « telles que w.ax — Z],zz’f w.ﬁk €A_
(et w.a — Zzi’fwﬂk € A pour tout 0 < p < n). Par connexité des sup-
ports des racines dans A, ceci impose & tous les w.3) intervenant dans
cette somme d’étre égaux. Par suite, le support de w.a& est inclus dans celui
de w.ﬁ qui est afﬁnek& étant supposée imaginaire, elle est nécessairement

Q-proportionnelle a 3; ce qui est interdit.

(c) Montrons que pour toute racine v de QN A, on a: (5,7") <0.

D’apres ’hypothese d’existence des sh-triplets, il existe dans £ un au-
tomorphisme qui induit la réflexion par rapport & v sur I’ensemble des
racines et par suite, si (3,7") > 0, alors 7(f) est une racine imaginaire
positive de Q de hauteur strictement inférieure a 6(3) — 3/4. Par hypothese
de récurrence, 7+ () + r, () est dans 2; d’ott une contradiction.

(d) Soit h € N, montrons que si &« — hf3 € A4, alors V,_pg # {0} (et
ainsi a« — hf3 € Q).

Puisque § n’est pas affine, on peut modifier le triplet qui lui est associé
pour obtenir un sh-triplet {Xg, —Y3, [ X3, —Y3]}.

Si le module V' est de dimension infinie, il est clair que V,_,5 # {0}
pour tout entier n.

Si au contraire, il est de dimension finie, il existe un entier n tel que

Va—pp 7 {0} si et seulement si p < n. La théorie des sh-modules de dimen-
sion finie permet alors d’affirmer que :
(a —np,[Xg,—Yp]) = (o, [Xp,—Yp]) <0 car [Xg,—Yg] € —Q4 3" Par
suite, la racine o — n3 est négative (d’apres c) et 3.2.6 de [Ba] cf. § 1 n°10)
si elle est réelle et ([Ba; 3.2.3] cf. § 1 n°10) si elle est imaginaire); d’ou le
résultat.

On note [ le plus grand entier tel que oo — [3 soit une racine positive.

Remarque. On a (o —13,5") < 0 d’apres c¢) si a — [ est réelle et
d’apres [Ba; 3.2.3 ] (rappelé au § 1 n°10) si elle est imaginaire et §(5)—3/4 >
O(a—18) > 3/4.

(e) Démontrons que a — (I +2)3 est un poids de la représentation (i.e.
Va—(r2)s # {0}).

Si V est de dimension infinie, le résultat est immédiat. Supposons sa
dimension finie. Par symétrie des poids dans une représentation de sk, si
Va—(+2)8 = 10}, on a alors [ < 2 d’oti :
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- soit [ = 0; mais alors, a — 3 est une racine négative, ce qui contredit
notre hypothese :
0(a) = 0(B) — 3/4;

-soit I = let (a—(,3") = 0. Dans ce cas, en se plagant dans A, on peut
ramener la racine imaginaire (non affine) 5 dans K, I’égalité (a—3,3") =0
implique alors o — 3 € A™ (cf. [Ba; 3.1.2]) car il est clair que des supports
(au sens du § 1 n°7) de ces deux racines sont liés (on obtient dans ce module
une bonne décomposition de « sous la forme a = (o — ) + ).

Mais alors, (o« — 3,(a—3)") vaut 2 et (5,(a— 3)") est nul donc
(o, (= B)) = 2. Par suite, on a r4_g(a) = —a +28 € AN Q et
—a + 20 — 3 est dans A_ donc la hauteur de —a + 2 est strictement
inférieure a 6(3) — 3/4. On peut appliquer '’hypothese de récurrence avec
ra—g(a) = —a+ 203 ala place de 3 et ro_g(3) = B a la place de a. Grace a
3.2.6 de [Ba] (cf. § 1 n°10), on a (—a+25,8") <0, d'ou, rq—g(B+a) € Q
et il en est de méme de o + 3, d’ou la contradiction.

(f) Montrons a présent que (o —I3,3") < 0.

D’apres la remarque faite au d), il s’agit de voir que (o — I3,3") =0
est impossible. Les supports (de bonnes décompositions) des racines oo — I3
et [ sont liés (puisqu’on a dans V une bonne décomposition de « sous la
forme (o — I3) + 13); d’apres 3.1.2 de [Bal, cette égalité ne peut donc se
produire que lorsque la racine o — I3 est réelle.

Si 'on suppose (o —13,3") =0, on a (toujours par symétrie des poids)
Va—213 # {0}. La racine a — 2[3 est donc dans 2. De plus, —a + 2I3 € Ay
et —a+ 200 — a =2(—a+ 1) est négative, donc —a + 213 est de hauteur
strictement inférieure & 6(a) — 3/4. Par hypothese de récurrence (sur la
hauteur de « & (3 fixée), comme (—a+2(3,3") < 0, on sait que —a + (21 +
1)8 € Q. De plus, (—a+ (2l+1)3,(a—108)") = (—a+18,(a—=1p)") = —2.
Par stabilité de €2 sous rq_j3, on a ro—jg(—a+(21+1)8) = —a+ (201+1)5+
2(a—1B) = a+ B € Q; d’ou une contradiction.

(g) Nous pouvons alors affirmer que : V,_(9141)3 # 0.

D’apres f), la racine o — I3 n’est pas le milieu de la chaine de poids de
V'; on obtient donc immédiatement le résultat.

(h) Tout ceci va nous permettre d’obtenir le résultat cherché : a+3 € Q.
Montrons que (—a 4+ (21 +1)3, (a — 13)") < 0.
En effet, si —a + (20 + 1)3 € Al™:
- cela est clair si a—13 ¢ A puisque les supports de ces racines sont liés : on
passe dans V' du sous-espace de poids o — I3 & celui de poids o — (21 + 1))
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en appliquant (adYg)lH, il existe donc de bonnes décompositions de ces

racines pour lesquelles on peut écrire o — I < 5 < (21 + 1)8 — a (pour

l'ordre usuel ot o < fsi f—a € Qg +);

-si a — I3 € A™, un calcul direct est possible et :

(—at L+ 1)B, (a —18)) = (—a+16, (@ — 8))+ (+1)(5, (o — 1)) est

donc inférieur & —2 d’apres f) et la proposition 2.1 permet de conclure.
Enfin, si —a+ (21 + 1) € A, cela résulte de I'égalité :

(o = 18,((2U+ )3 —a)) = (@ — 2L+ 1)B,((2L+ 15— a)) + (L + D,

(2l +1)8—a)) et du c).

Par suite, la racine a—I3 étant de hauteur inférieure a celle de 3, I’hypothese

de récurrence s’applique aux racines considérées ici, d’ot a—I13+(20+1)5—

a=(I4+1)5 € Q; de méme ((I+1)5, (a—15)") < 0implique a+5 € Q. [J

En revenant au cadre qui nous intéresse d’une algebre de Kac-Moody-
Borcherds vérifiant les hypothéses du §1, nous pouvons a présent montrer
que le systéme de racines W correspondant a une sous-algébre biréguliére de
g est un sous-systéme de A.

PROPOSITION 2.3. Si £ une sous-algébre biréguliere de g, alors ¥ =
A(L; £Nh) est un sous-systeme de racines de A qui vérifie de plus la pro-
Prieté suivante :
pour «, 8 dans ¥ N A™, si a+ (8 est une racine, alors elle appartient a V.

DEFINITION. Lorsqu’il vérifie cette dernieére condition, un sous-systeme
est dit clos réellement.

Remarques. 1. Si £ est, de plus, une sous-algebre graduée de 1'algebre
g (graduée par A), alors Pensemble ¥ = {a € A; ga N € # {0}} est un
sous-systeme clos réellement de A et ¥ = o)().

2. Notons qu’on peut démontrer un résultat un peu plus précis en utili-
sant un raisonnement analogue a celui des démonstrations des propositions
2.1 et 2.2, a savoir :

si v et 3 sont deux racines non Q-proportionnelles, telles que (a, 37) < 0,
et si Xg € gg, alors ad X induit une injection de g, dans go4 (ce qui n’est
pas immédiat si « et 3 sont imaginaires).

Dans le cas ou le corps est C, la démonstration est tres simple : soit
Xo €90 \{0},0na:

([Xas Xl w([Xa, Xp])) = ([w(Xp), Xal, [Xp, w(Xa)])
+(Xa, w(Xa)) (X, w(Xp))a(v™(8))
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donc si a(v~1(B)) < 0, sachant que la forme —(.,w(.)) est hermitienne
définie positive sur n* Gn~, on a [X,, Xg] # 0; ce qui prouve que la restric-
tion de adXj a g, est injective.

Démonstration. Dans 'algebre g, on sait que (g4, gB) =0sia+8#£0
(et donc (ga,93) = 0 si o + B # 0) avec la convention gg = h. Par suite, si
9o N L # {0} (i.e. @ € U), alors —a € ¥ puisque la restriction a £ de la
forme est supposée non dégénérée; ce qui établit (SSR1).

Si B est une racine réelle située dans W, alors £13 = g45 donc le
sly triplet correspondant est dans £ et 'automorphisme de g : exp(adXp)
exp(ad—Yj3) exp(adXj3) stabilise £. Cet automorphisme induit, dans h*, la
réflexion par rapport a 3; (SSR3) est ainsi bien vérifié.

Montrons a présent que le sous-systeme est clos réellement. Si a et (8
sont deux racines réelles situées dans ¥, la dimension des espaces radiciels
correspondants impose g, = £, et gg = £5. Par suite, (£, £5] = [ga, 98] C
Lo+

D’apres [K; 3,6], si (8,a”) > 0, alors adX, induit une surjection de gg
Sur go+g; ce qui implique go43 = L£a43-

Si (6,a”) < 0, Iassertion résultera de (SSR2) elle-méme obtenue grace
aux propositions 2.1 et 2.2 si 'on démontre 'existence dans £ de triplets
associés aux racines de la base. Ceci s’obtient aisément a partir de la non
dégénérescence de la restriction a £ de la forme bilinéaire et de la proposition
2.2 de [K], si 'on remarque que v~ !(a) est une coracine de o au sens de [Ba]
a un facteur multiplicatif rationnel et strictement positif pres (1.10). b

Remarque. En réalité, on peut montrer, grace au lemme suivant, que
U vérifie une propriété un peu plus forte que (SSR2) a savoir :
si (o, B) € W est tel que o # £, alors (o, f7) < 0 implique o+ € V.

LEMME 2.4. Si X € gy €tY € gpa, pour h € Q\ {0;£1}, alors on a :
[X,Y] =0 siet seulement si a(v~(a)) = 0.

Démonstration. Le a) du corollaire 9.12 de [K]| permet de démontrer
Iimplication directe dans tous les cas. Généralisons a présent le b) de ce
corollaire pour démontrer la réciproque.

Si a(r~!(a)) = 0, alors d’apres [Ba; 3.1.1], la racine a est conjuguée
sous l'action du groupe de Weyl a une racine simple «; (avec a; = 0) ou
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bien & une racine affine § (telle que si S5 désigne un support de 4, alors
A(S5) est une matrice de Kac-Moody affine).

e Si X et Y sont conjugués a des générateurs de l'algebre, 1’égalité
[X,Y] = 0 résulte des relations de définition.

e X et Y n’ont que des composantes non nulles X et Y5 dans une méme
sous-algebre g(A(Ss)), 1'égalité [Xs,Ys] = 0 se déduit de [K; Cor 9.12b].
En effet, si A est une matrice de Kac-Moody et o une racine isotrope (i.e.
(a,v™Ha)) = 0), Kac montre que Kv~!(a) & (@;.08;ja) est une algebre
d’Heisenberg; ce qui établit I'implication inverse.

e Enfin, dans le cas général, pour des composantes X5, et Y5, de X et
Y situées dans deux sous-algebres g(A(Ss,)), 8(A(Ss,)) (S5, et Ss, de type
affine quelconque avec (1) = § et 1(d2) = hd) telles que a;; = 0 des que
i € S5, et j € Ss,, Passertion [Xs,,Ys,] = 0 est immédiate et le reste se
déduit du point précédent. []

Sous I’hypotheése (BN), la fonction “hauteur” des racines permet
d’affirmer que le systéme générateur au sens de [Ba] peut étre remplacé (si
nécessaire) par un S.G.R normalisé ([Ba; 4.3.8]). D’apres [Ba; 5.1.17], il en
est alors de méme de tout sous-systéme de A. Par suite, on peut déterminer
une base du sous-systeme ¥ ainsi obtenu (cf. [Ba; 4.3.8 et 5.1.15]). Notons
qu’on obtient (dans ce cas) quelques renseignements sur les multiples des
racines simples imaginaires grace au résultat suivant.

LEMME 2.5. Soient o une racine et X,Y deux éléments de ®pen+Pha,
alors on a :

[(X,Y] #0 <= a(v " (a)) <0et X non colinéaire a Y.

Démonstration. D’apres la graduation, ’élément [X,Y] est dans
®p>20ha donc est nul si v € A,

Si (o, ) < 0, d’apres le corollaire 9.12 a) de [K], on sait que ®p>10ha
est une algebre de Lie libre. D’apres [Bbki; Lie II; § 2, exercice 14], si les
vecteurs X et Y ne sont pas colinéaires, ils forment une partie Lie-libre et
donc [X,Y] # 0.

Si réciproquement [X, Y] # 0, il est clair que les vecteurs ne sont pas
colinéaires et d’autre part, d’apres le corollaire 9.12 b) de [K], la racine «
ne peut étre isotrope. 0
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Remarque 2.6. Ceci permet d’affirmer que l’ensemble des multiples
positifs d’une racine imaginaire non isotrope situés dans le sous-systeme W,
est soit {a} (et la multiplicité de o est 1 dans £), soit un ensemble stable
sous 'addition. Par contre, on ne peut rien dire a priori de ’ensemble des
multiples des racines isotropes de la base.

§3. Sous-algeébres tres réguliéres

Etant donnés une sous-algebre £ biréguliére, associée a un sous-systeme
U de A et un sous-systeme  de ¥ satisfaisant a certaines conditions in-
diquées ci-dessous, mous nous proposons de construire dans £ une sous-
algébre réguliere € qui est une algebre de Kac-Moody-Borcherds “minimale”
(cf. proposition 3.1) admettant pour systéme de racines §2 et dite “trés
réguliére”.

Supposons donc donnés une sous-algebre £ biréguliere, associée a un
sous-systeme U (au sens de [Bal) et un sous-systeme 2 de ¥ admettant une
base ® (contenue dans ¥ ) et satisfaisant aux deux conditions supplémen-
taires suivantes :

- Q est presque-clos dans ¥; c’est-a-dire que :

(€Qy, BEQ\Qa, a—fcV¥V)= (a—F€).

-  muni de ® est réduit (au sens de §1 n°7);

N.B.: Le S.G.R. initial satisfaisant & la condition (BN), un S.G.R.
correspondant (comme dans [Ba]) & un sous-systéme vérifie cette méme
condition (cf. [Ba; 5.1.17]). Il est alors possible de le normaliser (cf. [Ba;
4.3.8]). Dans ce sous-systeme normalisé, on peut alors dans la suite se
contenter des deux conditions suivantes :

- le systeme € est presque-clos dans V;

- Q muni de ® est presque-réduit (au sens de §1 n°7).

Notons que ces deux hypotheses n'imposent pas a 2 muni de ¢ d’étre
réduit puisque des multiples d’une racine imaginaire «; s’écrivant comme
de bonnes décompositions des autres racines de la base sont admises.

D’apres le lemme 1.1, on sait qu’un systeme réduit est normalisé. No-
tons qu’on a aussi le résultat suivant :

Un sous-systeme presque-clos qui, de plus, est réduit réellement (i.e. tel
que A™ est réduit ou encore presque-réduit) est clos réellement.

Démonstration. Soit €2 un sous-systeme presque-clos d’un systeme de
racines A, notons ® une base de (2 située dans Ay et a et G deux racines
réelles non proportionnelles de (2 telles que a+ 3 € A; montrons que a+0 €
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2. On note Wgq, le sous-groupe de W engendré par les réflexions par rapport
aux racines situées dans 2.

L’axiome (SSR1) nous permet de supposer 'une des deux racines (di-
sons «) positive.

e D’apres (SSR2), si (a, B7) < 0 (ou, ce qui est équivalent si (3, a”) < 0),
on a bien o+ 3 € Q.

e Si (o, 3" =0, alors a+ ( € A implique o — § € A ((SR3b) dans A),
I’hypothese presque-clos impose alors a — 3 €  (ou a + § € Q suivant le
signe de [3) et, par (SSR3),ona a+ 3 € Q.

e Reste le cas (a, 37) > 0. La racine « étant réelle, il existe w € W, tel
que w.a € . Si w.f € Q_, alors w.a — (—w.) € Q et donc a+ 3 € Q (par
stabilité de Q sous Wq).

Sinon, comme (o, 3% > 0,0n a p = w.f — w.a € et p est une racine
positive. En effet, si p € Q_, alors w.a = w.f 4+ (—pu); ce qui contredit
(4.2.5) de [Ba] puisque w.«v est une racine simple. De méme 7y, o(w.() est
une racine positive de Q et 7y (w.5) — (—ry.o(w.a)) est dans A donc dans
2 (qui est presque-clos), ainsi o + 3 € § (par stabilité de Q sous Wg). [

Construction de la sous-algebre trés réguliere.

Pour chaque racine « de la base ® de 2, choisissons un élément X, de
Lo\ {0}.

Par hypothese,la restriction de la forme bilinéaire a £ est non dégénérée,
il existe donc un élément Y, de £_,, tel que (Xq, Ys) = cq (0l vt () =
a’); ainsi [X,, Y] = a” # 0. Dans £, considérons la K-sous-algebre ¢ en-
gendrée par £ Nh et ces vecteurs X,,Y, pour chaque o € ®.

Montrons que £, ainsi construite, est I’algebre de Kac-Moody-Borcherds

associée a la matrice B = <Cﬁ(a, V_l(ﬂ))> , pour la réalisation ((h N

(a,p)€®
£);(hNL)*;®;P") et que cette algebre admet € pour systéme de racines.

La matrice ainsi obtenue est une matrice de Borcherds générale
symétrisable (cf. [Ba; 5.1.16 et fin du § 5.1] ou [Bo]). En effet, il existe
une matrice diagonale D (dont les coefficients sont dn g = cgda,g) et une

matrice symétrique S = (CM(V_I(,B))> telles que B = DS.
Il est clair que les relations :
[h,h'] =0, V(h,h') € b?;
[h, Xo] = (o, h) X,, Vh € h,Va €
[h,Yo] = —(a,h)Y,, VYhebhVacd;
[(Xa, Y] = 6apa’, Y(a, B) € ®2;
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sont satisfaites puisqu’elles résultent de I’hypothese X, € g, et du choix de
Y. € g_.; pour la derniere, il faut examiner le cas de deux racines a et (8
distinctes de ®2 pour lesquelles [X,, Yj] est supposé non nul en raisonnant
sur les décompositions de X = > X~et Vg =) Y7 suivant le systeme A :

il existe alors « et B tels que [Xg, YE] %0 donc a— B est une racine que
lon peut (quitte & échanger « et [3) supposer positive et dont le support
est lié a celui de B (par unicité des décompositions dans le revétement et
Pégalité a = (a —5)—1— B) Le systeme € étant supposé réduit, il est normalisé
et d’apres 1.2, les racines o — (3 et § sont imaginaires a supports dans €2
non liés (quelles que soient les bonnes décompositions considérées), d’ou
une contradiction.

Par suite, £ est un quotient de l'algebre g(B) associée a la réalisation
précédente (cf. [K] ou [Ba]) par un idéal intersectant (h N ¢€) trivialement.
D’autre part, on sait qu’il existe dans g(B) un plus grand idéal v d’intersec-
tion avec h réduite a {0} et que l'algebre de Kac-Moody-Borcherds est
exactement le quotient de g(B) par cet idéal.

La matrice B étant symétrisable, il suffit (cf. [Bo] et [K; 11.13]) de
démontrer que les relations suivantes :

Xo) GO Xs =0, Y, )

ya)(*<ﬂva'>+1)yﬂ =0, V(a,B)€ P x b

[ (a, 3) € ®? tels que (3,a)
Yo, Y3] =0, V(a, 3) € @2 tels que (3,a")

0;
0

Y
sont vérifiée dans €.

Les deux premiéres relations et les dernieres lorsque a ou 3 est réelle
résultent tres facilement des relations connues dans 1’algebre g.

Montrons alors les deux dernieres relations lorsque a et 8 sont imagi-
naires. Dans ce cas, 1'égalité (5, ") = 0 signifie que (en ramenant « dans
K.) les supports de « et 3 sont disjoints ou affines et égaux (au sens ou
c’est le cas pour toutes les racines se projetant sur « et 3 considérées dans
le revétement; cf. [Ba; §3.1]).

Les racines « et 3 ne pouvant étre Q-proportionnelles (puisque situées
dans @) le second cas est exclus; dans le premier cas (i.e. lorsque les supports
sont disjoints) on a évidemment le résultat puisque [gq, 93] = [§—a,8-5] =
{0}.

Ceci permet d’établir l'existence de la sous-algebre tres réguliere
cherchée.
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PRroOPOSITION 3.1. Soit £ une sous-algébre biréguliere de g. Si ) est un
sous-systéme du systéme de racines W de £, presque-clos dans W
et réduit, il existe dans £ une sous-algébre réguliére € admettant Q) pour
systeme de racines et qui est une algébre de Kac-Moody-Borcherds.

Cette sous-algébre € est minimale au sens ou toute sous-algeébre € de €
contenant £ Nh et admettant  pour systéme de racines est égale a t.

DEFINITION. Une telle sous-algebre € est dite trés réguliére.

Démonstration. L’assertion concernant le systéeme de racines découle
de [Ba; 1.2.13 et 2.2] puisque ® est une base de 2. La minimalité est claire
puisque par construction, pour o € ®, le sous-espace £, est de dimension
un. [

Remarques. 1. Notons que la restriction de la forme bilinéaire a € est
non dégénérée (¢ est donc biréguliere) :

en effet, en tant qu’algebre de Kac-Moody-Borcherds associée a une
matrice symétrisable, elle posseéde une forme bilinéaire invariante “unique”
et non dégénérée puisque d’apres [K, exercice 2.2|, 'algebre de Kac-Moody-
Borcherds £ associée a une matrice symétrisable possede une unique forme
bilinéaire invariante de restriction donnée & :
a={Hehnt);a(H)=0 (Vac d)}.

Si la forme sur la sous-algebre de Cartan £Nh est non dégénérée, alors
il en est de méme sur ¢.

Il est clair alors que la restriction de la forme initiale coincide bien avec
celle-ci; comme elle est non dégénérée sur £ N h, elle 'est aussi sur ¢.

2. La construction de la sous-algebre £ admettant €2 pour systeme de
racines utilise en fait la propriété (SGRN) du systeme 2 et pas vraiment le
fait que celui-ci soit réduit ni presque-réduit; or, sous I’hypothese (BN), il
est toujours possible de normaliser le systeme €2 (cf. [Ba; 5.1.18]).

Dans le cas d’un sous-systeme ) presque-clos, pour lequel 2% est réduit,
on pourra encore construire une sous-algebre £ de systéme de racines 2 si
la condition suivante est vérifiée :

si a € @ est imaginaire non affine, alors Q N est réduit a {a} ou est
stable par addition.

Pour cela, il faut d’abord normaliser Q ([Ba; 5.1.18]) puis choisir un
générateur dans chaque £4, pour h € Ny ing (ensemble des éléments de N,
qui ne s’écrivent pas comme somme d’éléments de V,) si a est imaginaire
non affine et pour tout h € N, si elle est affine.
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3. Dans cette nouvelle construction, I’hypothese (.,.) non dégénérée est
cette fois trés importante pour déterminer les triplets générateurs associés
aux racines de la base.

PROPOSITION 3.2. Une sous-algébre biréguliére £ est elle-méme treés
réguliere si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

1) le systéme de racines =V de £ est réduit;

2) pour toute racine o de la base ® de U, l'espace radiciel £, est de
dimension 1;

3) pour toute racine « positive de ), si X € £, \ {0}, il existe une
racine de la base et Y € £_g tels que [X,Y] # 0.

Remarque. Comme précédemment I'hypothese de la remarque 2) de
3.1 sur €2, est suffisante & condition de supposer en 2) que pour tout o € ¢
et pour tout ¢ € Ny ina (resp. ¢ € Ny) si o non affine (resp. « affine) £44
est de dimension un.

Démonstration. D’apres ce qui précede, ces conditions sont nécessaires.
Il s’agit de montrer que réciproquement sous les trois conditions de la
proposition, ’algebre £ est exactement la sous-algebre € engendrée comme
précédemment par les triplets associés aux racines de la base.

L’hypothese “Q2 réduit” permet d’affirmer que le systeme de racines qui
correspond a € est bien 2. En particulier, ¢, = {0} = £, = {0}.

On sait que €2 admet ® pour base de racines, on considérera donc, dans
la suite de la démonstration, la décomposition des racines par rapport a
cette base.

Grace a ’hypothese de non dégénérescence de la forme bilinéaire, il suf-
fit de démontrer que si X € £, = Zaéﬂh La, alors X est une combinaison
linéaire de crochets itérés des X,, (générateurs de £,) pour o € P.

On peut se contenter d’établir ce résultat pour X € £3 ou 3 est une
racine positive de Q.

Si 8 € ®, cela résulte de I'hypothese sur la dimension de £g3.

SipeQ\Petsi X e Ly {0}, dapres 'hypothese 3), il existe des
éléments Y7, Ys,...,Y,, dans les £_, pour a € ® tels que [.[[X,Y1],Y2],...,
Y,] € h\ {0} (5 est alors la somme des racines « précitées). Par suite, le
scalaire ([.[[X,Y1],Y2],...,Y,—1],Y,) n’est pas nul et par invariance de la
forme bilinéaire on obtient (X, [[Y1,[Y2,...[Yo—1,Ys].]]]) # 0; I'élément X
n’est pas orthogonal a la sous-algébre engendrée par les Y.
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On obtient ainsi Efﬂ N £ = {0}, ce qui, toujours grace a la non
dégénérescence de la forme bilinéaire, permet d’affirmer €_5 = £_3, et bien
sur le résultat analogue pour £g. 0

§4. Semi-automorphismes et semi-automorphismes de diagramme

A. Semi-automorphismes et action étoile

Soit k& un sous-corps de K.

On considere une K-algebre de Kac-Moody-Borcherds g associée a une
matrice A indexée par un ensemble J et une réalisation vérifiant les hy-
potheses du n°9 au §1. On suppose toujours A symétrisable. Comme au n°6
au §1, Ay désigne le systéme de racines correspondant a I’action adjointe
de h sur g et on note encore I} = {«; /i € T} et [1] = {«i /i € T}

DEFINITIONS. Un k-semi-automorphisme de (g,b) (resp. de b) ¢ est
un k-automorphisme de g qui stabilise b (resp. de h), auquel est associé
o4 € Gal(K, k) (unique et souvent noté encore ¢) tel que :

d(Au) = 04(N)@(u) pour tout u € g et tout scalaire A € K.

Si ¢ est un tel (g, h)-semi-automorphisme, on définit ’action de ¢ sur
h* par :

(9(a),u) = os((a, 7 (1)),

Un k-semi-automorphisme de (h,A) est un k- semi-automorphisme
de b dont l'action sur h* stabilise A. La restriction & b d’un k-semi-
automorphisme de (g, h) est un k-semi-automorphisme de (h, A).

Le composé de deux k-semi-automorphismes de (g,h) (resp. b, resp.
(h,A)) est un k-semi-automorphisme de (g,h) (resp. b, resp. (h,A)); les
applications o4 correspondantes se composent.

Un groupe I' de k-semi-automorphismes de (g, h) (resp. b, resp. (h,A))
est dit compatible a la réalisation si :

- tout élément de I' stabilise £W.11;

- pour tout ¢ € I" et tout ¢ € J, si ¢(e;) = ew.ap (o e € {1}, we W
et k €7J), alors ¢(a;) = cw.ap,

- il existe des coefficients rationnels strictement positifs €; (pour i € J)
pour lesquels la matrice B = (b;;)
qui de plus sont tels que :

pour tout ¢ € I' et tout i € J, si ¢(cy;) est égal & cw.ay, (o € € {£1},
w e W et k €7), alors g; = &.

(i,j)e3? AVeC bi; = €;a;j est symétrique et
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Remarques. 1. Cette notion de compatibilité a la réalisation est intro-
duite de maniere a englober en particulier le cas des semi-automorphismes
de diagramme (cf. B) et 'action du groupe de Weyl. Elle assure Iexistence
d’une forme bilinéaire symétrique invariante sur une partie substantielle de
g (cf. lemme 4.1).

2. Notons que la notion de compatibilité a la réalisation n’est pas trop
restrictive en ce qui concerne un semi-automorphisme ¢ de (g, ).

On peut en effet démontrer que dans une algebre de Kac-Moody-
Borcherds g = g(A4, R) ou A est a coefficients entiers, et telle que :

- siay <0, alors il existe j € T\ {i} tel que a;; # 0,

- A(Jye) de rang fini,
si I' est un groupe fini de k-semi-automorphismes de (g, ), alors il existe
une matrice B (qui se déduit assez facilement de A) et une réalisation R’ de
B telles que g = g(B, R’) et pour lesquelles T" est compatible a la réalisation.

Dans la suite de ce paragraphe A, on considere un groupe fini I' de
k-semi-automorphismes compatible a la réalisation de (h, A) (ou parfois de
(g,h)). Les coefficients €; pour i € T sont supposés choisis comme dans la
définition de la compatibilité.

Le sous-groupe image dans Gal(K; k) est fini, il correspond donc & une
extension de corps de dimension finie [K, E]. Les semi-automorphismes de I'
sont en fait E-linéaires et on va donc pouvoir supposer dans ce qui précede
que k = F.

L’application de I' dans Gal(K; k) qui & ¢ associe o4 admet un noyau
que nous noterons I'%; il est formé des automorphismes K-linéaires de T'.

SiT% 4T (i.e. K # k), on suppose de plus vérifiée ’hypothese :

(C) les relations a coefficients dans K entre les éléments de
II; sont engendrées par les relations a coefficients dans Q.

Cela signifie que, pour toute famille finie P de Il;, le Q-sous-espace
< P >q et le K-sous-espace < P >k engendrés par P ont méme dimension
par rapport a Q et K respectivement, c’est-a-dire < P >x =< P >k ®@gK.

Le K-sous-espace ¢ = {H € h; o;(H) = 0 (Vi € I)} est stable sous
laction de I'. Dans ¢, choisissons un supplémentaire ¢’ stable sous I' de
h' Ne=(3,c;Kaj) Ne (la démonstration classique d’existence dans le cas
de I' = TV est encore valable ici).

Nous pourrons donc considérer ’action des éléments ¢ de I" sur ’espace
quotient b /¢’ (et sur g/¢’ lorsque I" est un groupe de k-semi-automorphismes
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de (g, b)) ainsi que sur le sous-espace (¢/)* de h* qui contient les racines et
s’identifie au dual de h/¢’.

Si X est une partie de b/, h (ou de g/¢/, g si I est un groupe de
k-semi-automorphismes de (g, b)), alors X' (resp. X FO) désigne I’ensemble
des points fixes de X sous I’action de I' (resp. de I'Y).

En fait, pour simplifier les énoncés qui suivront, nous supposerons a
partir de 4.2 que ¢ = {0}.

LEMME 4.1. Il existe un supplémentaire b stable sous T de b/ & ¢ =
b’ +¢ dans b et une forme bilinéaire invariante non dégénérée sur g tels que
la restriction de cette forme a b1 := b’ BY” soit non dégénérée et invariante
sous l'action de I' au sens suivant :

((R),A(H')) = o ((h, 1)) pour tout (h, ) € b2.

Si T' est un groupe de k-semi-automorphismes (compatible a la
réalisation) de (g,h), la forme est invariante sous T’ sur g/c’.

Dans la suite, le supplémentaire §” et la forme bilinéaire seront
supposés choisis comme dans la démonstration de ce lemme.

Remarques. 1. Ce choix permet d’affirmer que les espaces ¢’ et b1 sont
orthogonaux et que si 'on note h} := {h € b"; a;(h) € k (Vi € 1)}, alors
h" = b} ®, K (voir la démonstration de 4.1).

Notons aussi by, le k-sous-espace vectoriel engendré par II".

2. L’algebre de Lie g est somme directe de ’algebre de Kac-Moody-
Borcherds g; définie par g1 = b1 ® (Baga) et de 'algébre commutative ¢’.
Ces deux sous-algebres sont stables sous I'action de I' et orthogonales pour
la forme bilinéaire.

3. L’invariance de la forme bilinéaire restreinte & h; sous I' montre
que l'application v restreinte & (¢/)* =~ b7 qui est & valeurs dans b est
I'-équivariante.

4. Notons que nous ne pouvons en général espérer 'invariance sous I’
de la forme bilinéraire sur ’algebre g comme le montre I’exemple suivant.

Supposons k = Ret K = C, I = {#£1, +i} et I le produit semi-direct de
I'% et Gal(C;R) agissant de maniere évidente sur (¢/)* ~ C. Il est impossible
de trouver une action C-linéaire de I' sur C qui coincide avec la précédente
sur TV puisque G'L;(C) est commutatif.
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Démonstration. Soit h” un supplémentaire stable sous I' de §’ & ¢
dans h. Quitte a modifier un peu h”, on peut supposer que si b := {h €
h"; ai(h) € k(Vi € I)}, alors h” = b ® K. En effet, soit II” une famille
extraite de II qui forme une base du K-espace vectoriel < II > engendré par
II. D’apres les hypotheses, c’est aussi une base de b le k-espace vectoriel
engendré par Il et tout élément de II s’écrit comme combinaison a coeffi-
cients dans k des vecteurs de cette base. Soit £ un supplémentaire stable
sous I' de ¢cNb’ dans b’. Le sous-espace €@ h” s’identifie au dual de < IT >.
Alors, le K-espace vectoriel € est caractérisé a l'intérieur de € & b” par les
équations dans < II > vérifiées par h’. Mais comme a;; € Q pour tout (3, 7),
celles-ci se ramenent a des équations dans < II > le Q-espace vectoriel
engendré par II (ou A). Notons alors Eé ce Q-espace vectoriel d’équations
de &, choisissons un supplémentaire V stable par I' de % dans < II >q
et remplacons h” par le K-sous espace de £ ® bh” admettant pour équations
les éléments de V. Ce nouvel espace h” a encore toutes les propriétés du
précédent et de plus vérifie :

{Hetpbh";a;(H)ek(Viel)}K==tdh" et donc :

{Heh ;aH)ek(Miel)} @K =1H".

Nous définissons alors la forme bilinéaire symétrique sur h; @ ¢ de la
maniere suivante :
- pour tout i € J et pour tout h € b, posons (aj,h) = {(a;, h)e;;
- pour tous h,h’ € §”, posons (h,h’) = 0;
- pour tous h € h” et ¢ € ¢/, posons (h,c) = 0;
- sur ¢ la forme est supposée égale a une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée choisie de maniere quelconque.

Par hypothese, pour tout i € J, il existe ¢ € {£1}, w € W et k € T tels
que y(a;) = ew.qy, et alors y(a;) = ew.a ; nous avons donc :
- pour tout h € b}, @ by et tout y € T :

(v(a?),v(h) = (ew.ak, (b)) = e(a i, w™ 'y (h))
= eag, w1y (h))er = (ew.ar,(h))ex
= (v(ai),v(h))ei = v((ai, )
d’apres le choix des coeflicients €; et puisque (a;, h) € k.

En prolongeant par K-linéarité, nous avons plus généralement :
- pour tout H € b’ & h” et tout y € T :
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(v(ai),v(H)) =~((aj, H)) (il suffit de le vérifier pour H = h ® d dans
by ® K ou dans b} ® K);
- pour tout (H,H') € b, (v(H),v(H')) =0=~((H,H")).

Nous obtenons bien ainsi une forme bilinéaire non dégénérée sur h qui
induit sur h; une forme bilinéaire non dégénérée invariante sous I'. Si de
plus I' est un groupe de k-semi-automorphismes de (g,h), on peut (par la
méthode usuelle [K; 2.1]) la prolonger en une forme sur g invariante sous
laction du groupe I' sur h’ ®h" @ (Bacafa) (quon identifie aussi a g/c’). [

Ainsi b (comme g' si I' est un groupe de k-semi-automorphismes de
(g,h)) est un k-espace vectoriel et de plus b @ K = f)FO car I'action de T"
sur b est une action du groupe de Galois de 'extension K, k].

Il est clair que (g/c¢)F * est orthogonal aux autres sous-représentations
de T'° dans g/¢ et en particulier (.,.) est non dégénérée sur (g/c’ )T ainsi
que sur (h/¢ )FO. L’application v permet d’identifier hlfo a la partie (c”-)FO
de h* qui est aussi son dual.

Définissons alors “I’action étoile” de I'.

Si ¢ € T, on note ¢* 'automorphisme K-linéaire de h/c¢’ qui prolonge
'action de ¢ restreinte a b @ b).. Cette action étoile K-linéaire est également
définie sur (¢')* C b*, grace a la dualité non dégénérée. Les deux actions
précitées de I' coincident sur A et A", leurs restrictions & I'Y coincident sur
by et (¢/)*.

Enfin, comme annoncé, nous supposons dorénavant que g = gi autre-
ment dit que ¢ = {0}.

Remarque. Dans le cas ou K = C, nous pouvons a présent, grace a
Iexistence de cette forme bilinéaire, completer la définition de la semi-
involution de Cartan standard w introduite au n°6 du § 1. Ici, h = b’ B h” et
w est d’ores et déja connue sur h’ donc sur b.. Nous la définissons alors par
k-dualité sur b} et la prolongeons sur h” en tant que semi-automorphisme.

Notons enfin t ’ensemble des points fixes de h sous les deux actions
de T" (i.e. sous I' et l'action étoile de I'); c’est un k-sous-espace vectoriel
de h; il est égal & h' si I' = T'0. La K-sous-algebre engendrée par t est
notée tx (c’est aussi h* ). Comme les deux actions de I' coincident sur A,
les restrictions a t des racines sont a valeurs dans k.



36 N. BARDY

LEMME 4.2. La restriction de la forme bilinéaire a t est a valeurs dans
k et est non dégénérée. De plus, si a, 3 € h* (par exemple pour des racines) :

Y va=) 7B o =P
I I

Remarque. Dans le cas (que nous avons écarté ici) ot ¢ # {0}, ce
résultat n’est vrai que pour les éléments de (¢)* C bh*.

Démonstration. La restriction a § de la forme bilinéaire étant non
dégénérée, la premiere assertion résulte de l'invariance de celle-ci par rap-
port aux deux actions de I' sur b.

En ce qui concerne I’équivalence, pour h € h,ona (3 pv*a—> 1 7v*6, h)
= (a— B,> p7*h), donc par non dégénérescence de la forme bilinéaire
S pvfa =370 si et seulement si « et 8 ont méme restriction & ht ou
aussi a t (puisque le K-espace vectoriel hr" est engendré par t). 0

B. Le cas des semi-automorphismes de diagramme

DEFINITION. Un semi-automorphisme de diagramme ¢ de g (resp. b)
est un k-semi-automorphisme de (g, h) (resp. (h,A)),

- pour lequel il existe une bijection 7 de J (unique et souvent notée
encore ¢) telle que :

Vi€ 3d, ¢le) = cieryy, o(fi) = c;lff(i), ou ¢; € K\ {0} et donc
P(aj) = a ;) (resp. seulement (o) = a(;)).

- et tel que, si 'on définit toujours ¢ dans h* par : (¢(a),u) =
og({a, 0~ (u))), on ait ¢(a;) = a,;) (¢ induit une bijection sur A).

En particulier, tout ceci implique a, ;) r(j) = a; ; pour tous ¢ et j dans J.

Lorsque oy est I'identité, ¢ est un automorphisme de diagramme de g (resp.

de b).

Le composé de deux semi-automorphismes de diagramme est un semi-
automorphisme de diagramme, les applications 7 et o4 correspondantes se
composent. La restriction & h d’un semi-automorphisme de diagramme de
g est un semi-automorphisme de diagramme de b.

Notons qu'un groupe de semi-automorphismes de diagramme stabilise
la base II; et son action normalise celle de W; ce qui entraine la stabilité de
+W.II;. Par définition, la coracine de I'image d’une racine simple est 'image
de la coracine de cette racine simple. Enfin, on peut choisir des coefficients
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rationnels strictement positifs €; pour lesquels la matrice B = (b;;) (i.)€72
avec b;j; = €;a;; est symétrique et qui de plus sont tels que pour tout ¢ € I
et tout @ € J, si ¢(wy;) est égal a ay (ou k € J), alors g; = e.

Démonstration. En effet, les ¢; sont déterminés a une constante ra-
tionnelle pres, constante qui ne dépend que de la composante connexe de J
ou est situé i.

Si I'on considére une composante connexe I3 de IIj, et ¢ € I sta-
bilisant cette composante connexe, si ; € I}, alors il existe une famille
(@iy)1<d<q C 11} telle que a; i aiy iy - - - ai, +(i) 7 0 et qui de plus est stable
sous l'action du sous-groupe de I' engendré par ¢.

Il s’agit d'une partie connexe et la sous-algebre de Kac-Moody-
Borcherds engendrée par b et les (e;, f;) correspondants a une algebre dérivée
qui est simple. La restriction de la forme bilinéaire invariante initiale y
est non dégénérée et l'on en définit une seconde en posant (X,Y); =
(p(X),(Y)). Sur l'algebre dérivée, ces deux formes ne different que d’une
constante. Or, (aj,ai)1 = (Pp(aj), ¢(ai)) = (@), Q@) = Er)ii-
La constante de proportionnalité est donc e;)/g;, qui doit ainsi étre
indépendant de i. Le groupe I' étant fini, ce rapport doit étre une racine
mi®™e de 1, rationnelle et positive. On a ainsi Er(i) = Ei-

Reste & montrer qu’on peut choisir des constantes de proportionnalité
correspondant aux composantes connexes de telle sorte que si I' échange
deux composantes, on ait encore la méme propriété. Pour voir cela, on par-
titionne ’ensemble des composantes connexes de J en orbites sous 'action
de I' (orbites qui sont bien str finies) et il suffit de s’assurer que ce choix
est possible dans une telle orbite.

Fixons «; € 1. Si I1? est une composante connexe de II; située dans
'orbite de I} sous I’action de T, il existe ¢ € ~ tel que pour tout aj € I,
on ait ¢(;) € I13. Fixons un tel ¢, si ¢(a;) = ay, on choisit la constante
correspondant & la composante I12 en imposant &5 = &;.

I est alors facile de vérifier que pour toute racine «; située dans la
réunion des composantes connexes de I'.II{, si y(a;) = ay, pour un vy € T,
on a bien g, = ¢;. [

Ainsi, on peut affirmer qu'un groupe de semi-automorphismes de dia-
gramme est un groupe de semi-automorphismes compatible a la réalisation.

Au n°8 du paragraphe 1, nous avons expliqué comment choisir une base
du systéeme de racines compatible & la notion de S.G.R. de [Ba]. Notons
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qu’il est possible d’imposer en plus, lors de ce choix, que les éléments de
la nouvelle base vérifient : si ¢(Qya;) = Qi (i et j étant dans I), alors
#(cy) = o. L’application 7 induit alors une bijection sur /. On note encore
¢, l'action 7 induite sur les ensembles d’indices I et J ainsi que ’action
Q-linéaire définie sur CNQQ par ¢(a;) = a(j) = Qg(j)-

Pour “I’action étoile” définie ci-dessus, on a encore ¢*(a;) = Qg(iy et il
est clair que ¢* induit un automorphisme de diagramme (compatible a la
matrice ({aj, 7)) jjer2 au sens de [Ba; §6.1]) du S.G.R construit en 1.8.
Comme pour I'?, la restriction de (.,.) & b est non dégénérée et (h*)I”
s’identifie & son dual.

Le systéme de racines relatives et la sous algebre t

Dans la suite, nous considérons I' un groupe fini de semi-automor-
phismes de diagramme de . Les notations introduites dans le cas général
au A. de ce §4 sont conservées; en particulier, ’hypothese (C) est supposée
vérifiée si I' # I'V et g est munie de la forme bilinéaire invariante sous
I’action de I' construite au lemme 4.1.

La fonction hauteur du § 1 n°9 peut étre supposée invariante par I' :
on remplace 6 par ¢ définie par 0'(a) = >, 0(7.a).

Pour toute racine a, définissons a = (1/[I'[) > 7" () # 0. La non
nullité de & résulte de la propriété (A) (cf. §1 n°7) de la réalisation.

Notons que t, I’ensemble des points fixes de h sous les deux actions de
I’ contient toujours le k-espace Y, kv~ 1H(@).

Remarques. 1. Lorsque I' est un groupe d’automorphismes de dia-
gramme de (g, h), le sous-espace t est donc (& une partie du centre pres) la
sous-algebre de Cartan de I'algébre de Kac-Moody-Borcherds gt (cf. [Bo)).

2. Dans le cas d’une forme presque-déployée d’une algebre de
Kac-Moody, la sous-algebre t est (essentiellement) la sous-algebre torique
déployée maximale de cette forme [B3R].

DEFINITION. Le systéme des racines relatives est ’ensemble des
restrictions a t des racines.

Remarque. Comme dans la partie précédente, nous devons nous con-
tenter, dans le cas général, d’étudier A et non A;. D’apres la seconde asser-
tion du lemme 4.2, on peut identifier ce systéme de racines et I'’ensemble :
A={a;acA}.
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Ce passage au quotient (qui correspond a 1l’étude des formes quasi-
déployées des algebres de Kac-Moody,cf.[B3R]) est étudié dans [Ba]. D’apres
[Ba; 6.1.8], il existe un S.G.R. dont :

- la base est située dans AL (et méme dans U;e;/rNa;) ,

- le systeme de racines est exactement A,

- les deux espaces en dualité étant bT et (h*)I".

De plus, 'hypothese (BN) imposée précédemment passe au quotient.

Les racines relatives simples réelles sont les @; ou 7 est tel que A(I'7) soit
une matrice de Cartan. Le groupe de Weyl est le sous-groupe de W noté

WT formé des éléments w qui pour tout v € T, vérifient (*)~*

ocwoy* =w.
Ce sous-groupe est engendré par les éléments de plus grande longueur des
sous-groupes W (I'i) (on W (J) désigne le sous-groupe de W engendré par
les r; pour j € J) pour les orbites du type précédent, éléments qui induisent
sur h* les réflexions par rapport aux racines relatives simples réelles.

Notons que, si I' est un groupe de semi-automorphismes de diagramme
de (g,h), pour tout élément w de ce groupe de Weyl relatif, il existe un
automorphisme o de g qui commute a ’action de I' et qui prolonge ’action
de w sur . Il suffit en effet de le montrer pour les réflexions par rapport aux
racines relatives simples réelles. Or, ces reflexions sont les éléments de plus
grande longueur des groupes W (I'.i) (pour les orbites I'.i de type fini). Ces
orbites peuvent étre de deux types : A1 x Ay x...x Ay (I'i = {i1,42,...,in})
ou A2 X A2 X ... X A2 (FZ = {il,jl,’ig,jg, . ,’Ln,jn})
- Dans le premier cas, 0 = [[ 7, (produit commutatif) et le résultat est
clair car les 7; définis au §1 n° 5 vérifient vy~ ! = Toy.i-
- Dans le second cas, o = [[(7,75,7,) et le résultat vient de la relation
classique de tresse 7;, Tj, Ti, = Tj, Tip Tjp-

La décomposition de g sous l'action adjointe de tx (resp. de t) s’écrit :

9="b® (D5ca0a)
ou :

ga ={X €g; [H,X]=a(H)X VH € tx} = @{QGA;Z%F v(a)=|T|a} B

(resp. idem en notant encore & la restriction de & a t).

L’espace h est le centralisateur de tx (resp. de t) dans g. La forme
bilinéaire (.,.) est encore graduée par rapport a cette décomposition; en
particulier, si @ € A, les sous-espaces gg et g_g sont duaux.
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Notre but est a présent d’étudier, dans le cas ou I' est un groupe de
semi-automorphismes de diagramme de (g,4), les k-sous-algébres de g sta-
bles sous les actions de t, de I' et sur lesquelles la restriction de la forme
bilinéaire précédemment définie est non dégénérée et a valeurs dans k. Nous
allons donc introduire des “outils” analogues a ceux utilisés dans le cas des
sous-algebres birégulieres au §3.

Notons que pour le résultat qui suit, 'hypothese “ I' est un groupe de
semi-automorphismes de diagramme de h” suffit.

LEMME 4.3. Pour toute racine relative &, l'élément v=1(a) de t est
une coracine de & (au sens de [Bal]) a une constante rationnelle strictement
positive pres.

Démonstration. En effet, si @ € A™, elle est conjuguée sous 1’action de
W' & une racine relative simple &; réelle (ou encore 2@;), or par définition
[Ba|, pour i € I, la coracine @; est la somme des éléments de I'orbite de o ;
sous ’action de I'. Par invariance de la forme bilinéaire sous ’action de I, la
constante rationnelle de proportionalité entre v~ (a) et a” ne dépend pas de
I’élément de ’orbite considérée. Ceci établit le résultat : &; est Q-colinéaire
av—Haj) pouri€ I

Toujours grace & ’action de W7, on peut, pour les racines imaginaires,
ne considérer que le cas des racines négatives contre toutes les coracines a ;.
1l suffit alors de démontrer que v=1(&) # 0 (ce qui résulte de I'injectivité
de v) et que {a;, v~ (@) ) est du méme signe que (@, @ ;). Mais ceci est clair
puisque (@, a;) = (v~ (&), a;) vaut (A une constante strictement positive
pres) (a;, v (a)). U

Jusqu’a la fin du §6, I' désigne un groupe fini de semi-automorphismes
de diagramme de (g, ).

LEMME 4.4. Si & est une racine relative, soient X € g5 et Y € g_g
tels que (X,Y) € k\ {0}, alors [X,Y]#0 et 3° v([X,Y]) #0.
Lorsque ' est un groupe d’automorphismes linéaires, on a :

e V(X Y]) = TL(X, Y)Y a).

Remarque. Pour démontrer ce résultat nous allons calculer le crochet
de ces deux éléments X et Y. Ce calcul et les notations introduites nous
seront utiles dans la suite.
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Démonstration. Pour calculer le crochet de X et Y, considérons leurs
décompositions dans g en tant qu’algebre graduée par @Q, ona: X => X;
et Y =) Ys ou a parcourt 'ensemble des racines du systeme a base libre
&, telles que Z'yGF v(¢P(@)) = [T'la (ou ¢ a été définie au §1 n°7). Soient
a et E de telles racines, supposées distinctes, alors il est clair qu’elles ont
méme hauteur dans CNQQ (ou la hauteur est définie comme valant 6(a;) > 1
sur chaque «;); par suite, leur différence ne peut pas étre une racine. Le
crochet [Xg, Y5 ] est donc nul des que a # 5 et 'on obtient :

(X, Y] = Z[X&, Yzl = Y (Xa, Ya)v~'(¥(&)). De méme (X, V) =
> (Xa, Ya).

L’extension [K, k] est de dimension finie (puisque son groupe de Galois
s'identifie & T'/T'°). Notons 79,71, ...,n, une base de cette extension telle
que 79 = 1 € k et que Zgj{km soit stable sous Gal(K,k) (cet espace
noté K — k est alors forcément le noyau de la trace). Pour chaque racine
@, le scalaire (Xg,Ys) s'écrit sous la forme Y, capmn (o0t cap € k) et
Zd Ca,0 = (XvY) # 0.

Considérons alors . - v([X,Y]). Le vecteur > (v~ Lap(@))) ne
dépend pas du choix de la racine a telle que (3. cpv(¢(a@))) = [Dla # 0 :
il vaut |TJv~!(a). On obtient ainsi :

YoNXY) = (X V)M Ha +Z<ZZ’Y capmmiv™ (U(@ ))})>

vyel’ h=1 wel' a
— X @)+ Y (Z ~>—c;0>u—1<¢<a>>).
~yel @

Si Pon note Sx = {a; X, # 0}, I'ensemble Sx est fini. La condition
(C) assure Pégalité Y p g KvH(a) = (Ypg, kv~ (@) ® K. Nous pou-
vons alors affirmer que » . .p v([X,Y]) qui appartient a > o Kv~!(a)
est non nul puisque (X,Y)|T|v=1(&) # 0 correspond & sa composante sur

Yor.sy k). i

65. Sous-algebres I'-régulieres

On considere toujours 'algebre de Kac-Moody-Borcherds g et le groupe
I' de semi-automorphismes de diagramme de (g, ) de 4.4.

Nous nous attachons ici a montrer qu’une k-sous-algebre £ de g stable
sous l’action adjointe de t et sous l’action du groupe I', sur laquelle la forme



42 N. BARDY

bilinéaire a £ est a valeurs dans k et non dégénérée posséde un systéme de

racines sous l'action de t qui est un sous-systéeme de A.

DEFINITION. Une k-sous-algebre £ de g est dite I'-réguliére si elle est
stable sous l'action adjointe de t (mais pas nécessairement sous celle de
h) ainsi que sous l'action du groupe I'; elle est I'-biréguliere si, de plus, la
restriction de la forme bilinéaire a £ est a valeurs dans k et non dégénérée.

Considérons £ une sous-algebre I'-biréguliere de g. Ceci englobe en
particulier les cas ot1 £ est une k-forme de g (I'® = {1}) pour un choix adapté
de la forme bilinéaire (cas des formes quasi-déployées des algebres de Kac-
Moody) et le cas d’'une sous-algebre stable par un groupe fini d’automor-
phismes de diagramme compatibles & A (cas I' = I'?).

Sous ces hypotheses, 1'algebre £ admet la décomposition :

L=(LNh) @ (PaculNga) ot ¥={aecA; Ls=LNgs#{0}}.

On note alors £k, la K-sous-algebre de g engendrée par £. Comme la
restriction de la forme bilinéaire a £ est non dégénérée et a valeurs dans k,
on a clairement £x = £ ®; K et £x admet également pour décomposition :

Lk = (LxNh) @ (PacvrLra) oU Lra = gaN Lk = £a Rk K.

Nous wvoulons prouver comme au §3 que ¥ est un sous-systeme de
racines de A. Pour cela, nous montrons lezistence dans £x (la K-sous-
algébre engendrée par £) de triplets associés auzx racines & de ¥, c’est-a-dire
de vecteurs Xq € Lxa, Ya € Lx,—a tels que [Xa,Ya] se comporte dans £k
comme une coracine de &@. Dans un certain nombre de cas particulierement
intéressants (en particulier pour les racines relatives réelles), nous mon-
trerons qu’on peut effectivement obtenir une coracine (et donc un élément
de Qq stable sous l’action étoile de I'), mais nous verrons que ceci n’est pas
vrat en général.

La restriction de la forme bilinéaire & £x + tx est & valeurs dans K et
est encore non dégénérée (car non dégénérée sur £ et sur t). On note vg,
I'isomorphisme défini de (£x N h) + tx sur son dual par : ve(h)(t) = (h,t)
pour tout (h,t) € ((£xNh) + tx)%

La sous-algebre (£x N bh) + tx agit diagonalement sur les espaces £ g
(K-espace vectoriel engendré par £5) pour toute racine relative a € ¥ et
on a une décomposition du type :
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Lra=®ulralp) ot pe ((Lxnh)+tx)".

LEMME 5.1. Soient & une racine relative de U et \ et u deux poids de
la représentation de (£x Nh) + tx dans Lx 4 -

1) Sip# N, alors £x a(p) et £x,—a(—A) sont orthogonaux.

2) La restriction de la forme bilinéaire a £x a(p) X Lx,—a(—p) est non
dégénérée.

3) Le sous-espace [Lx a(1), Lx,—a(—n)] est de dimension un sur K. Plus
précisément, pour
X € Lxalp) etY € Lx_a(—p), ona [X,Y]=(X,Y)vg'(n) € LxNh.

Démonstration. La démonstration de ce lemme est identique a celle de
Kac [K; 2.2] en raisonnant dans £x + tx. U

Si p est un poids de cette représentation, notons I'* le stabilisateur
dans T" de £x a(p) (ol @ est la restriction de p & tg). Soient X € L 5(1)
et Y € Lk _a(—p) tels que (X,Y) = 1. Si v € I'¥, par k-linéarité de -,
on a y([X,Y]) = (X, Y)v(vg'(p) = (X,Y)vg'(n) = [X,Y]. Par suite,
[X,Y] € (Lxnh)”.

PROPOSITION 5.2. Pour toute racine relative & de V, il existe dans Lk
un triplet adapté (Xa,Ya, [Xa, Ya]) au sens ou [Xg, Ya| se comporte comme
v=Y(@a) wvis-a-vis des poids intervenant dans la décomposition de Lx sous
Uaction de tx + (Lx N h). Plus précisément, [Xs,Ya| est, a un élément du
centre de Lx + tx pres, égal a v=(a) (autrement dit (Xg, Ya, [Xa, Ya]) est
un triplet associé a la racine & dans la sous-algébre L£x + tx).

De plus, lorsque la racine relative & est réelle, [ X5, Y| est k-proportion-
nel a v=1(a).

Remarque. Dans le cas d’'une racine réelle, nous établissons dans la
démonstration ci-dessous un résultat intéressant :

avec les notations de 4.4, si & est une racine réelle et si X et Y sont des
vecteurs de poids pour la représentation de (£x N h) + tx dans £i 4, alors
(X3,Y3) est indépendant du choix de & intervenant dans la décomposition
de [X,Y] = Y ~(X=,Y5)v ' (1(a)) obtenue comme en 4.4.

Démonstration. 1) Soit p un poids, considérons X € £x 5(p) \ {0} et
Y € £k _a(—n) tels que (X,Y) =1 et reprenons les notations de 4.4 pour
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la décomposition par rapport au systeme de racines a base libre de g. On
aX =) XsetY =) Y>avec X5 €gyetYse€g ~oulesracines a sont
telles que la restriction de ¥(a) a (£x Nh) + tx soit égale a p.

Alors, [X,Y] = Y (Xa, Ya)r 1(¥(a)) = V 4+ U ou, toujours avec les
notations de 4.4,

V = ch&b (@) et U = Zg((XE, Y~) — C’O‘;O) v=1((a)) et sont tous

deux fixes sous I'*.

Soit 3 # & une racine relative située dans ¥ et A un poids intervenant
dans la décomposition de £y 5 sous l'action de (£x N h) + tx (i.e. dont la
restriction & tx est 3). Soit Z € £ 5(A), caleulons [[X, Y], Z] :

[[X)YLZ] = )‘([va])Z = (Vgl()‘)v [XvY])Z
= (g' N, D (X5 Yo)v  (9(@)) 2

- Z(Xg, Y5 (vg' (N, v (@) Z

puisque toutes les racines ¥ () admettent p pour restriction a (£xNh) + tx
et comme ) ~cx, vaut 1, on a aussi :

.12 = (S e ) (') 2 = (X ez 0@ 00) ) 2

Soit & présent G un ensemble de représentants de I'/T'*. Posons X; =
dgec9X ELaet Y1 =3 cn9Y € £ g, alors :

[X1,Y1) =) g((X,Y]) =) g(V+U)e(enn"’

geG geG

car si g n’est pas dans ', alors 1 — g.p n’est pas un poids (puisque o — g.«
n’est pas une racine).
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Notons que (deG g.V) € t puisque :

S gV = (GITD Y 0.V

geG gel
- <\G|/|P|>Zg(z oo 1<¢<a>>>
gel’ o
_ <\G|/|r|>(2 cgo<zg.u1<w<az>>>)
a g€l

= |G|(Z Cgo)l/_l(d)) =|Glv (@) et

«

Montrons alors que > ., g(U) est dans le centralisateur de £k + tk.
Avec les notations précédentes, ¢.X et ¢.Y sont des vecteurs de poids
g. et —g.pu et nous avons encore (¢.X,9.Y) = 1 et (g.u)(ygl(/\)) =
(va'(\),g.v 1 (¥(@))) pour tout & intervenant dans la décomposition de
[X,Y] donc :

[X1.%1], 2] =) Mg[X.YDZ =) (9.m)(vg' (M) Z

geG geqG
=z D gm g ()2
a e
=3 (S el o)) 2
geG ~ o
=3 (S ealea 000 0@) ) 2
geG ~ o
S CAlON) SERRTOTIE
geG >
="\, _gV)Z=XD _gV)Z
geG geG
= _gv;2].
geG

Enfin, comme } o g.U = [X1,Y1] = > cq 9.V € Lk + tx, Pélément
deGg.U est dans le centre de £x + tx.
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Comme on vient de voir que > gec 9-V est Q-proportionnel & v~1(a),
il suffit de modifier Y7 par une constante pour obtenir un triplet adapté
(X1, Y1, [ X1, Y1]).

2) Considérons a présent le cas d’une racine relative réelle &, c’est-a-dire
conjuguée a une racine relative simple réelle ou au double d’une telle racine.
Quitte a considérer le probleme posé dans une sous-algeébre conjuguée a £
sous ’action du groupe de Weyl relatif, nous pouvons supposer que & est
dans {651‘7 26&1}

Avec les notations précédentes et grace a la bijectivité de 1) entre Are
et A™, nous avons : [X,Y] =" (Xa,Ya)r ' (a). La valeur de (3,[X,Y])
est indépendante de la racine [ telle que B¢, ¢ ] = H|[ca,c_a) Montrons
que, dans Pégalité précédente, (X,,Y,) est indépendant de a. Compte tenu
de 1), ceci achevera la démonstration (puisqu’alors U = 0).

Comme indiqué en remarque, cette démonstration est valable dans un
cadre un peu plus général, c’est pourquoi nous n’utiliserons pas ici l’hypothese
(X,Y) € k mais seulement le fait que (X,Y) # 0. (Nous ne pouvons donc
plus supposer [ X, Y] fixe sous TH).

L’orbite sous 'action de I'* d’une racine «; pour laquelle @; est réelle
ne peut étre que de I'un des types suivants:

Al X A1 oo X A1

AQ XAQ... XAQ,
le double (apparaissant dans le second cas) d’une racine réelle relative étant
induit par les racines a; + ;41 pour i = 1 [mod 2] (i.e. tel que a; ;41 = —1).

De plus, pour une racine réelle, on sait que si o est une racine, @ = &;
implique a € .

e Dans le premier cas, il est clair que si « intervient dans la décomposi-
tion de X, alors a([X,Y]) = (X4, Ya)a(r~1(a)). Or, le scalaire a(v~!(a))
ne dépend pas du choix de I’élément choisi dans ’orbite sous I'*; par suite,
(X, Ya) est indépendant de « intervenant dans la décomposition de X.

e Dans le second cas, si la racine 2a; est dans le sous-systeme, la
démonstration est identique a la précédente.

Si au contraire la racine &; est dans le sous-systeme, 1’étude se résume
a deux cas.

a) Supposons que deux racines liées (disons a; et oy telles que ajo = —1)
interviennent dans la décomposition de X et de Y. Montrons alors que si une
autre racine (disons ag) intervient, il en est méme de a4 (telle que agy = —1);
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autrement dit que les racines qui interviennent dans la décomposition de X
et de Y se rangent par paire de racines liées.

Supposons au contraire (X,,, Y, ) nul.

1) Les égalités a3([X,Y]) = (X3,Y3)a3(r Ha3)) et as([X,Y]) =
(X3,Y3)as(r~(ag)) imposent alors a3([X,Y])) = —2a4([X, Y]).

2) Rappelons que toutes les racines qui interviennent dans la décomposi-
tion de X ou Y induisent la méme forme linéaire p sur tx + (£x N h).

Le sous-espace [£k a, Lk —a] est, comme Ly, stable sous I’action de I'.
Soit alors v €T tel que v(3) = 4 (alors v(4) = 3 puisque (y(a3),v(a1)) =
(ag,ai)), alors y(ag) = yoaz oy !t = ay. Comme 7y 1([X,Y]) est aussi
dans tx + (£x N h), nous savons que :

o1 (v~ ([X, YD) =an (3~ (X, Y]) =as(r~ (X, Y])) =7~} (a (X, Y])) 0.

3) Ceci prouve que y(ay) ou y(az) (disons y(aq)) intervient dans les
décompositions de X et de Y donc y(ay) =y oaj oy~ !, a1, az coincident
sur tg + (£x N h) donc sur [Lx a, £k,—a) qui est stable sous I'action de T'.
Ainsi, d’une part : y(a1)([X,Y]) = a1 ([X,Y]) = a3([X,Y]) et d’autre part :
W) (X, Y]) = 70 ar(y (X, Y]) = 70 ag(y" (X, V])) = au([X,V]).
On doit ainsi avoir ag([X,Y]) = as([X,Y]), ce qui est impossible d’apres
1).

Soient deux paires de racines simples (o, ;1) et (o, j41) intervenant
dans la décomposition, on a :

a;i([X,Y]) = i1 ([X, Y]) = o ([X, Y])
= Ei((Xai7Yai) - 1/2(Xai+1 ) Yai+1))
= &i(—1/2(Xq,;, Ya,) + (Xai+1yai+1))
= gi((Xa].,Ya].) - 1/2(Xa].+1,Ya].+1));

ce qui impose 1'égalité de tous les scalaires (X, ,Ys,) (car g; est indé-
pendant de i choisi dans I'.7).

b) Sinon dans la décomposition de X, seule une racine «; par paire A,
intervient et le raisonnement du cas Ay x Ap... X A; permet de conclure
de la méme facon. 0

Remarque. Notons que dans la démonstration précédente, on ne peut
pas (pour & imaginaire quelconque) supposer [X,Y] € Y kv=1(y(a)).
Considérons en effet le cas suivant : g est 'algebre de Kac-Moody sur
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2 -3 0 0

C associée & la matrice (de rang 4) A = 32 2 et une
0o -2 2 -3
0 0 -3 2

réalisation de Kac.

Supposons alors que I' = {~,id} ou v est d’ordre deux et y(e1) = ey,
Y(f1) = fa (donc v(ai) = ai) et y(e2) = e3, Y(f2) = f3 (donc y(a3) = a3)
et oll o, correspond a la conjugaison de C sur R.

Considérons les racines o = a3 + ag et § = a3z + a4 qui induisent la
méme racine relative imaginaire & ainsi que les éléments E, = [e1, 2], F, =
calfi, f2] et Eg = [es,eq], F3 = cglfs, fa] des espaces radiciels gq, g—a, 93,
g_p avec ¢, et cg tels que (Eq, Fo) = (Eg, Fg) = 1.

Soient £5 = R((1 +9)Eq + (1 —9)Eg) et £_5 = R(F, + F3) et £ la
R-sous-algebre engendrée par ces deux sous-espaces.
Ona[(1+i)Ey+(1—i)Eg, Fo+ F3l = v (an +as+as+aq) +ivHag +
ag — aig — ay); soit (avec les notations de la démonstration précédente)
U =iv~ oy +as — a3 — ay) et donc effectivement a(iv=(ag + ag — ag —
ay)) = B(iv~Has +az —az —ay)) = 0.

Par suite, £ = €4+ £ a4+ k(v (a1 +az + a3 +ay) +iv " (a; +az —
a3 — ay)) est une sous-algebre I'-biréguliere mais £x ne rencontre pas t .

PROPOSITION 5.3. L’ensemble des racines relatives intervenant dans
la décomposition d’une sous-algébre T'-biréguliere est un sous-systéme de

racines de A.

Démonstration. L’axiome (SSR1) résulte de la non dégénérescence de
la restriction de la forme bilinéaire. Pour (SSR2), considérons deux racines
relatives @, 3 distinctes et non opposées (ou seulement non Q-proportion-
nelles) intervenant dans la décomposition de £, pour lesquelles (@, B) < 0.
D’apres la proposition précédente, les hypotheses des propositions 2.1 et 2.2
sont vérifiées (en remplacant h par tx et £ par £ + tx) et ceci permet de
prouver (SSR2). Pour montrer (SSR3), on remarque que 'on peut, grace a

(SSR1), supposer (&, ") < 0 et le résultat découle alors comme ci-dessus
de la proposition 2.1. []

Remarque. La seconde partie de la démonstration de la proposition 5.2
(cf. remarque 5.2) permet de démontrer le résultat suivant :
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si une racine réelle & intervient effectivement dans la décomposition
d’une sous-algebre I'-biréguliere £ de g, alors tous les espaces de poids
Lx.a(p) sont de dimension un sur k et forment une unique orbite sous I'.

Autrement dit, on a : £x 5 = ©Or/reLra(y.1) avec dim Lx q(p) = 1.

§6. Sous-algebres I'-tres-régulieres

Etant donnés une sous-algébre I'-biréguliére £ associée au sous-systéme
U de A et Q un sous-sytéme “réduit” et “presque-clos” de ¥, nous cons-
trutsons ici une sous-algébre de Lx qui est une algebre de Kac-Moody-
Borcherds et dont le systéme de racines par rapport a t est §2.

Soient £ une sous-algebre I'-biréguliere, W son systéme de racines et 2
un sous-syteme “réduit” et “presque-clos” (cf. § 3) de ¥. On note ® une
base de €2 contenue dans Aj.

A toute racine @ € ®, on associe un triplet adapté (au sens de 5.2) avec
Xa € Lxa \ {0} et Y5 € £k 4. De plus, si & est réelle, on peut supposer
[Xa,Ys] € t et méme [X5,Y5] = @ imposant ainsi & Xg, Yz, [Xa, Ya] (resp.
X5,2Y5,2[ X5, Ya]) si2a € A (resp. 2a € A) de former un slp-triplet.

PRrROPOSITION 6.1. La k-sous-algébre € de Lk engendrée par les Xg,
Ya et £N b est l'algebre de Kac-Moody-Borcherds associée a la matrice

B = (5([X@,Y@])) pour tous & et 5 dans ® et la réalisation déduite de

cette construction.

Remarque. Notons que € est une k-sous-algebre de £k mais pas forcé-
ment de £.

DEFINITION. Cette sous-algebre est dite I-trés-réguliere si elle est de
plus stable sous l'action de I' (elle est alors I'-réguliere).

Remarque. Ceci est possible lorsque pour tout & € ®, on a S&,a # {0}
(ou plus généralement s'il existe X4 € Lk a, Ya € Lk —a tels que kX5, kY5
soient stables sous I' et (Xg,Y5) # 0).

Démonstration. La matrice B ainsi obtenue est une matrice de Kac-
Moody-Borch