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LES PROPRIETES DU FONCTEUR NICOD PAR RAPPORT
A LA RECIPROCITE ET CONJONCTION. I

EUGEN MIHAILESCU

Dans cet article, nous considérons le foncteur introduit par Nicod,
comme foncteur définissent pour tous les foncteurs du calcul propositionnel
bivalent, que nous notons par: Dpg = non p ol non ¢q. Ce foncteur satisfait
la matrice:

D) 0|1
1)1
1{11]0

et peut étre défini encore: Dpg = R1Kpq ol R satisfait la matrice:

R|O0 |1
010 |1
1 ]1

En vertu de cette définition, nous donnerons une forme normale simple
pour toute forme construite a 1’aide seulement de ce foncteur. Notons
S(D) ’ensemble de toutes les formes construites avec D.

Les notations utilisé. Nous employons les notations suivants:

(1) Si ““F’’ est un foncteur, alors: F"'=F ... F

N—
. n
@ Ilpi=pipn. . ps
@ ILFhatp, b .. 0
ok
signifie chaque forme qu’est obtenue de la forme F"a(pl, D2« - - Dp)
considerant touts les combinaisons des m lettres p,, p, . . . p,, prise h d h

(4) a ~ B = a est equipolente avec 3

(8) 2Shi=h,+hy+...+hn

1=1
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Théoréme 1. Toute forme

a = D"—lphbz .. D

admet la forime novmale
Ny(D) = R" ™ 1p,RPu P K Dubr- 1D o - K 2 Pubus o DK D1Pobs . . Dy
el:
a ~ N,(D)
Nous démontrerons ce théoréme par la méthode de recurrence:

1. Dplpz ~ RJKPlI"z
1P/ Dpypas pa/ Ps* 2
2. DDp pps ~ RIKKp pypy ~ RIKRIKDP pyps ~ RIRKIPK®p, pypsy

~ R2 1P3K2P1P2P3
parce que:

K1py ~ py

et donc:

3. DDp,p,ps ~ R21[)3K2[)1])2P3
3P1/DP1P2, pz//’sy ps/p4 *4
L DDDpyp,paps ~ RPIPJKD popspy ~ R*1pJ RIKD, po pspyR* 1, KRIK PP,
~ R* 1, RKIKP3pyK’ pr ps Pas
~RIp, qu.bsKB,blpz/’qu

parce que:

KI1Kpspy ~ Kpspa ~RKpaps

et donc:

5. DDDPpypsps ~ R°IpyKpy psK° pypspofr

Nous supposons le théoréme vrai pour » variables propositionelles.

6. D" by by~ RYTIDEKD gD - KT Dby Pz
pSK" 1137//)”-1 .. '/)3p2p1

Pour démontrer le théoreme pour n + 1 variables propositionnelles nous
faisons la substitution:

6 1/ Dpipy, Do/ Pse oo D/ Dusy *7

7. D'pipabs- . Pubu

~ R 1P Ky PaK PusDubr—1 « - K" DyssPubucr « - PspaK" ™ Dpipaps. ..
Pubuir

~ R Py KpussDn K2 Pus i Puli=s -+ K" PrsihybPumr - - PaKEDP oKy pabs - . .
/)n/)n +1

~ R 1pyir KDy DK P rPub=1 + o K" Pirbulon - - -
PaKRIKD po K" ™2 Py Pubes « -« PsR ™ 1Dyt KDy s P Pt Py - - -
K" pyirpyluer - - - PsREIK" 2papy . .. puir K'Prpy - - .
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p»1+1R’11p71+1Kpn-{—lpﬂsztH—lpﬂpn—1 . 'l{']_3p71+ lpﬂ‘ . 'p4K"_2pr1+1pnpn-l L
DalPsK"PusrPubu-1 - - - PsD2Pr

et donc le théoréme se maintient pour n + 1 variables propositionnelles,
c’est-a-dire il est démontré.

Théoréme 2. Toute forme du type:

a = Dplez D[)B . 'Dpﬂ—szn—lpn

admel la forine novmale:

No(D) = R 1py KprpoK *pipabs - - - K" paba oo . Dym K" 15 - - Pymalumrby
Nous démontrons le théoréme par la méthode de récurrence:

8. Df’lpz ~ RZKPle
8 pa/ Kpaps* 9
9. Dp\Dpops ~ RIKP, Kpsps ~ RIKKpopspy ~ Ry IKIp K 2D popy RZIPK?pipypsy

parce que:

Ki1p, ~ p,

et donc:

10. Dp,\Dp,ps ~ R1pKp psps
10 py/ Dpsps * 11
11. Df’lesz 3Dq ~ R? 1py Kpp, [(/)31‘)4 ~R? 1py KKpspy KPP,
~R*1py KRIKpyps Kpipe
~R*1py KKIKP\po K pipops by
~ R*1py Kpipy I prpoDsbs

parce que:

KIKD\py ~ KPPy

Supposons le théoréme vrai pour u variables propositionnelles:

1‘2- Dpl Dpz DPS .. Dpn-z Dpn- lpn
~R"TNPpy Kpi o K2 prpaps - o K72 prpabs . Pyes K" pibabs o Po-rb

Dans la formule 12 nous faisons la substitution:
]ZP)J/D/)H/)rH 1 * l‘;

13. Dp, Dpy Dps .. .Dp g DP,—y DPypysy
~ R"TIpKpp K pipaps - KT pipabs P KT prPs < Py DDy by
~ RTMED P KEPPopy o KPP o Dy o KKP Dy KPPy Py
~ R"TVIKP PP Paby e KDy Py KRIKP, s i K" 2 pipy P
~ R TVIKp P K pipaps o K" Dipoby o Py RKIK 2 pip, ..
Pn—x I\’”plpz .- -[7,,_1[),,1'?,, =1
~R"Ip Kf’l/)zKZPJ)zPs e o K3DiPoPs o Dy K2 PrD2 - f’n—ll\’"/’lf’zf’:; ces

/)npn—!— 1

Donc, notre théoréme se maintient pour # + 1 variables propositionnelles,
c’est-a-dire il est démontré.
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Les formes normales N,(D) et N,(D) sont des formes fondamentales
pour établir les formes normales correspondantes d’une forme Nicod quel-
conque, parce que ces formes font partie d’un des groupes suivants:

Groupe A

a = Da, Da, Das...Da,._,Da,_a,

ap = DpiDpL. .. Dplky o D1 Pl (h=1,2...0)
Groupe B

my mo my

- =1 my=1 1 m2-1 2 mp=1 v

a=D""D HP.'D Hpi...D’ I,Ip,-
i=1 i=1 =1

Groupe C
a=D""la0,0,. .. a0,
@, = DplDph. .. Dty o Dpt ik (h=1,2...0)
Groupe D
my

mp =1 my

a=DD"" ln Pl DD”'z'lnp, L | pl,f‘lD’”"”lH b,
i=1 i=1

Pour établir la forme normale générale, nous avons donné quatre
formes normales correspondantes aux Groupes A-D. Nous démontrerons
ces quatre formes pour établir la forme normale pour une forme générale
de ’ensemble S(D).

Théoréme 3. Si
ae S(D)

est une forme du Grvoupe A, alors il admet la forme novmale:
"

Na(D) = R™(p)"(p)". . .(pi‘l)pi[ll <K/>{p2"K2p{pép§. KT pips .

b mg-3 th 1 h mEp-3
- 10 F )emis ol 4
ek pipd i)~ [THT T (i [t)|| T T
k=1 lk 0 i =2k=1 1k=0
mk =3 my=3 mp(1,2)
m ij+m
(T & npﬂ)(n 1 oo T, T pro)
k=0 1=0 = x] 0 k=1
3 mj-3 mi(1,2,3) v my=3
1j+m i+m
(H H g2 3)H pk+1 H 1(1 ,2 3)> H H 1M1 2L
7=1 1,A0 k=1 j=1 x,
ML 2., .0) my m
J 1(1,2. mytmg=1 1 2
Mo, 1 e o (g T T 5).
k=0 k=1 j=1 j=1

my ma my
m‘w'»mz+.,,+ml_1 1 2 f
(K ,Hlp/,nlpf“’n P!
= = 7=1

ou nous avons
"1‘ +h-1

¢
N=2,2,mi+v-letM= 2, u
u=1

j=11=1
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et ou

!

sij=1, alors mi,i,e...hy = Mo + Mg +. ..+ Nl

sij=2, alors i,z 4y = Hiy + g + Mg +..0 .+ WYy,
sij=h, alors Muciyz, gy = Mo+ Mg 4o Dy + D=y
me(1,2...h) "2 "3 mh
.. 1(1 2. h
sij=1, alors kﬂ H Dk H pk /II by
=1 =1
171/(1’2”]1) my m3 mp,
P (1
sij=2, alors 2.—[ p, % Hpkn pk...ﬂ ph
-1 =
”’1(1,2,.,/1) my mz nmh=-2 mh -1
.. 11 1 h-2 h=1
sij=n ators L[] pieeb =TT ptIT p2o T pie2 11 »
k=1 k=1 k-1 k=1 k=1
Nous démontrerons le lemme suivant:
1 rh+1
Ay tiTl nop'e -1 1101‘1 ih+1
(F) K'R" H ! H I qibt
11 ih+1° 1
ry 2 th1
[RUPYRNE TR hg Mg 1o ihe1
~ RV LT T el gl
1171 151 thap=1

531

Nous démontrerons le lemme par la méthode de recurrence: pour =1

nous avons:

I o
11-11_]: I3 lz—ll_I I
@ R /’1([2

e

=1

-1 2-1 - 2-1 2 1 o=l o
~ R (quR[“ ngg...q;) (AqrfR[“ qg(/g..‘qzz> ( PR qlad

[N 12
(Kqi R st .. qr)
12 2
N R,l_l (Rz 1-1R1‘2—1 Hl A,[{/11 ([;2) <R'2'1 ]‘—_[1 (['—;([;2> ( H 1\([1f]9>
1= 127
12 2
<R'2—1 H1 Ifq?q;2> . (Rlz—l H Kq,' (7;2>

19-1
ryr2
It Rt 2~ 1)
~R H H Aq1 (12
TEENTES!
Yy o
111 -1
~ H H A(/1 (/2 .
11=1 19=

et donc le lemme est vrai pour /2= 1. Nous supposons que le lemme est

vrai pour /1 - 1, c’est-a-dire

th

L2
KR ]__[ IlR'z‘IH (]212. 1H (Ith
(-1 19-1

(ST

N ’1’2 'IH H H Joh-1 {1 Ziz --(I;ih-

1171 19°1 Ih’l
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Nous démontrerons que le lemme est valable pour 4.

v2 vh vh+1
1 -1 j3-1 h-1 b ohai—1 :
R H R T1 ztha H R 1T q;(thhH 11 CI}IL}EI
i=1 ig=1 ih=1 thy1=1
th+1 U2
-1 ] _ my=1 / mo=1 ﬂl 1
~ KR I_[ (II;T;IK}Z Lp™ H gl R H 3~ H
ih1=1 i1=1 12=1 i3=1
R H
1}2 1
[} '2 Ih
. - 1-1 iy 1g-1 3 rh=1 j
= Kw, K" 'R" quRz Hqéz...R Hqéh
1=1 ip=1 ip=1
ou
Lh+1
th+17t Th+1
w =R th_I—1qhH
417

Mais d’aprés 1’hypothése, nous avons:

L t2 Th
WA 1
, ~Kw, R'VEHT HH I_IK”1 ..q,:"=Kw1w3
7171 ip=1 ip=1
ou
o t2
oo r e T TL 6 g, g
3 i1=1 1921 ip=1 -
et donc:
Ch+1
thy1~1 thy1—1 1 2
Kww; = KR IhUl ¢ s ~ R UKq) 0K ws
+

’1 12 I’l )
NR}'“< e T TT L TT ket (11 q2 ...q,;hq;i+1>

1= lig=1 th=1

[ io th . 1 )
~<W”“HII nxlﬁmﬁﬁquﬂv =TI T

1121 ip=1 ip=1 7= 1 ig=1
th th+a

h ig 12 h+1
H IT x'qi2q. ..q (1h+1>
Pl rparEl

et donc le lemme reste valable pour 7, c’est-a-dire il est démontré. Nous
démontrerons maintenant le théoréme. La forme:

a=Da,Da,...Da,._,Da,_;av

admet, d’aprés le Théoréme 2, la forme normale:
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a~R VIR K a a0y, KU a0y 0y oK 0, L

~RTI(R™ T 1p P K PR KT T pipY ) [ (R
LRI K pipsps - K" pipsps. . oK PIPE by,)
(R 1pt KPR pS K ppips . K" pIpERE b KRR ) ]
[K2(R™ 191 KpL 3 ipipY . K DIk pia o bia K
pipipi- - bi) (™ KPP IPE0S . T S b
K" 0203 b)) (R 1pKPIDIK pIp3pS. . K" pIpE e

K" 0303 ph,)]- - (K7 (R kot pipi ek K T

Prrea K" piph o piy) - (R aptpl ot plpkpd . KTl
ph K" pliph .pf;,h)] ...[K"’1<le P EP LR pipiph . K™
P KPP K pipips . RE ™ piph. . ph o K™ PP phy)
(' 108 kpl s K pips b5 - K" T pips b oK b b))

=W

my=1

mo=1
mg-3

-1

Nous utilisons le lemme et nous avons les formules suivantes:

ny=1

my=1 my=3
KR 1 kpi i oo K0k b K AR 1)
mo=1 mo=3 mo=1
(™7 16t KpL oK pE0305 . K" pipE by KT PIAE L 12,)

m; =3 1 ; mi=1

2
mymg=1 1,0 [N 1o, I
ay |~ B ipt L (kpipik?pinins. . K plpz.‘.p:,l,-zK pipi

"’1'3 mz—s 5 19 '”1"3
) p:") [111—:[0 11—2:[0 <K11;]2+1H P/IHH p?"“l) < H [('1+"'2H p/‘l
mo mo=3 my my my
igtmy my+tmg=1

1) [ T T )] e Hﬂhﬁ
KR 1p KD p I pLpApY - KT pp P k" T PP )

mo=1 mo=3 mo=1
(R 192 K2 pa kP p2pips . K" p2pe . payea K 05 p2,)

”13‘3 mag= 1 3.3

(R" 7 10t kp o2 o3 K" pipS o pige KT PR )
3

pipipi[ﬂ <Kp{péK2pi'pépé. KT piph e ph K

my=3 my=3 mz=3 i ig 13
: iytigtigt2 1 2 3
mamﬂh”IHK o T It

11=0 120 i3=0

my=3 mo m3 mo=3 m3
( H K11+mz+m3H f)/ 11_[ [)/ H[) )< H K12L7111+"13H P/-HHP/)

11=0

mgz=3 ma mz ms3
( H i +m 1y 1"[ p/ﬂ H [)/)] <I(ml+m2+n13 3 H [)/ H [)/ H ps)

mymomg=1 my=1

~R
(az)

i3=0
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my=1

/. my - > my=
(R I KPP DDk ph K" T P Pl KT pipE k)

S ,ma=3 mo=1
(R™ 19 kP p i i KT i a2 PR 5,
m 1 maqa=3 mag=1
(R 1 kptp3 i pipsps . K" DA phgma T PERR

PiD2 - Puy-a K P1Pe Dy,

mo=1

m . my=3 mg=1

TP RpIpIKE P PP . K

1
mymonigmy=1 i e : m,=3
~RUTEP Ippipi <H EpipiK* pibips. . K" pips. p)

my=3 mo=3 my=3 mq-— 3<

@y( (I IT IT II K"*’”“*”Hp,qu,HHp,H)

1170 1570 13— 1470 7-0
mp=3 mo ms m , \ mo=3
l | ’I'H"Z" rl/3+»14 | I | I l | | | ,12+ml*m}§m4 | l
- K py+1 p[ pl : K
11=0 7=1 19=0 1=0
my m3 my mg= 3 my mey my
2 | l 1 | | 3 l I 4 I l S13tmytmatmg I | H l | | |
/)/H /)/ i /)1 f)] K /)/H P/ /‘7/ . P
- - 1370 = /=1
my 3 my "o ms my "o
stgtmyrmotmg ’”1 Fmoimgimg—1 1
(H K I[p,ﬂ[Ip,IIp, IT !
10 i IR 7e1 ;-1
3 my
P H [T,
N
b —, /7, A
En généralement:
my=3 my=1

K (R D KPR P Y K TPl K

o) (R 1pskpi psepipips . " i .p;f,z-zlf"’z'lp'i/)'é D)

..‘(R"'/'_ 1P plplc plplph. .. \'W;'-3[)’1'/)g...]),/,’,h_z]\"”h piph.. f’mh)
. my =3

myeemp=1 P 2 - - 1ot - 7
~R" 13- P H(/xpipélﬁpimp:,...lx Pib- - b,

1

my=3 my=3 1) 12
Smp =1y i 1—1 |I 11+12+.‘+1/,%/1~1H 1 H 2
K VAV . P+ 0/’,‘1“»
!- 7=

-0 1270

(ah) ) my=3 my mj, my=3
Jiptmgt h
e, ) (1L & M, I 1)) (T
my ms m mp=3
Ltotmytmgt o Fmp /
K /11/’,+1H/),+1l1_[/’ 'H‘l)r’> ,,1_[0
= -

h iy " mhp -1
Ity g = H h H 1 n 1 h=1
(K . D b, LLp H b,
;0 ;-0 T 70
my mo ” 4
aomytmg oo A= 1—[ 1 H 2 H h
<[\ M’ /), . [),
-1 11 A

Nous utilisons pour la forme « cette formule et nous avons:

m,=3 .-

B 1 - 12 1 - I o1 1,0 ! 7
a~rr 1l (pllxp{pg/x pipiph. . k" piph o piphe . py KT pipS
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my=3 mgo—3 1) io ma=3
i Vo-i+1 1tig+l 1 2 [1+ig+izt2

)=o) | LTI (i Mo Tt (10

i3 my-2 mg=3 mh-3 i

3 it -1

HEHHQHHMQ“(HtHH.HK h ngﬂn

=0 1120 12=0 1h=0
my=3 my=3 my=3

ﬁwngﬁﬂ.flﬂ T e +“~HEHUM1

1170 i2=0 i,=0

i my=3 mg mo=3 my my=3
Hp,’h)][ H K Hp,H IT1II ki=m H P H)( [T givemaema
[ = =1 72=0 / =0

l’ m3 mo - 3 " 2 m3=3 v

H pj+: H gy I e H p,+11—1 p! H p TT gt

i2=0 i3=0
my=3 mh mo=3

ml mz
leﬂ HP Hp > . Ho goirrm +mhn p/+1 H th 1‘[0
1= 12~

m2 ’"h m}, 3

K12+m1+m3+ Amp 1_[ pl+1 l_[p ]:'I p3 B I'[ p[z o H Kih+m1+.”+m[,_1

j=1 ih=0
iy my mp -1 m1—3 i1 my
- f1hmot . Amy,
T 11 )] [T (e T Tt
)70 j=1 j=r i120 jo 1T e
m, mh=3 ih m mp_y

] totmpo cotmy -
N CEN CR 1 1

j=1 ] 170

mhy m,

my-3 [
H ph+1 Hp H Kz pEmyE Ly, 11—[p]_1npl H pr-l)]

j=o 7 1,70
mo

<K,,,l+m2 1 H p H b > <K mytmotmy=1 '!:;]; p/l }:[1 p? ,1-:-[1 P,3> Ce
<K myt, L Hm-1 IIL p/l .. ]:! P;)
IS I°

ou nous avons

Cette formule on peut la restreindre et ainsi nous avons: Ns(D).

(A suivre)
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