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Solutions Fondamentales et Estimations Optimales
pour I’Opérateur de Cauchy—Riemann Tangentiel

MouUuLAY YOUSSEF BARKATOU &
CHRISTINE LAURENT-THIEBAUT

Dans le cadre de 1’étude de 1’opérateur de Cauchy—Riemann tangentiel sur les
variétés Cauchy—Riemann (CR), il est particulierement intéressant d’obtenir des
estimations optimales pour la résolution de 1’équation d,u = f ainsi que des
théorémes de régularité.

Dans cet article nous considérons le cas d’une variété CR générique g-concave
M de codimension réelle k, plongée dans C" et nous construisons un noyau R,
sur M, qui possede des propriétés analogues au noyau de Bochner-Martinelli dans
C". Le résultat principal est le théoréme suivant:

THEOREME 0.1.  Soient M une variété CR générique q-concave, de codimension
réelle k, de classe C* plongée dans C" et 7 un point de M. Il existe un voisinage
U, de zo dans M et un noyau Ry tel que si 2 est un domaine a bord C! relative-
ment compact dans M N U, alors

(1) Si f est une (n,r)-forme de classe Cldans Q,n —k — g+1<r<n-—k,
on a la formule suivante au sens des courants sur M

(—D kD5 ey 5, SO A Ry(z.0
e

+ (=DFH! / . L) A RM(z,0)
e

+ (=D* f@) A Ru(z.0).
1452191
(i1) Si f est une (n,r)-forme de classe Cldans Q,0<r < qg — 1, on a la for-
mule suivante au sens des courants sur M

k(k+1)

(=D"FDEEITTET R0 = 3, / f(2) A Ru(z,0)
zeQ

+ (=D / 30 f(2) A Ryr(2,0)
7€

+ (—1)k/ F) A Ru(2,0).
7€0Q2
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(iii) Les opérateurs intégraux définis par le noyau Ry, sont continus de C,Z” (Q)
dans C,iﬁlﬁ(ﬂ), si M estde classe C'12 etn — k — q+1<r <n—kousiM est
de classe C' 3 et1 <r <gq.

On en déduit un Lemme de Poincaré pour I’opérateur de Cauchy—Riemann tan-
gentiel avec régularité C'*'/2 (cf. Théoreme 5.9).

Le Théoreme 0.1 a déja été annoncé dans [6] mais malheureusement une erreur
s’est glissée dans la construction des noyaux (ils ne possedent pas les propriétés
d’holomorphie exigées). Ici nous utilisons les noyaux introduits dans [16] pour ré-
soudre I’équation de Cauchy—Riemann dans des domaines a coins g-convexes de
C". La démonstration reprend de nombreux arguments de [6]. Le Théoréme 5.9
est prouvé dans [5] en s’appuyant sur les résultats de [6], nous en redonnons une
démonstration utilisant les noyaux construits ici et dont les grandes lignes suivent
celle de [5].

Un corollaire important est un résultat de régularité pour I’opérateur de Cauchy—
Riemann tangentiel dans un cas ou 1’équation de Cauchy—Riemann tangentielle
n’a pas de solution locale.

COROLLAIRE 0.2.  Soient M une sous-variété CR générique 1-concave, de classe
C'*3 d’une variété analytique complexe et T une distribution d’ordre | sur M. Si
3y T est une (0,1)-forme de classe C' sur M alors T est en fait une fonction de
classe C'™V? sur M.

Le Corollaire 0.2 améliore un résultat de [3] (voir également [2, Thm. 1]) ou
1

I’auteur prouve un théoréme de régularité holderienne d’ordre 5 — & si M est de
classe C3 et d’ordre 1/2% — & si M est de classe C2. On ignore actuellement com-
ment éviter la perte de régularité lorsque M est de classe C2, méme dans le cas des
hypersurfaces. Il est démontré par Fischer [9], lorsque M est une hypersurface.
Nous ne répétons pas ici la démonstration, qui est identique a celle donnée dans
[9] (voir aussi [3]).

Replagons maintenant ces résultats dans leur contexte historique. Les premieres
solutions fondamentales pour I’opérateur de Cauchy—Riemann tangentiel ont été
définies vers 1975, dans le cas ou M est le bord d’un domaine strictement stricte-
ment pseudoconvexe de C”, dans des travaux de Romanov [21], Henkin [12], et
Skoda [23]. Les noyaux construits indépendamment par Henkin et Skoda ont été
repris par Boggess dans son livre [7], ot il prouve des estimations C'. Ensuite Har-
vey et Polking ont considéré dans [11] le cas des hypersurfaces faiblement pseudo-
convexes possédant une fonction support biréguliere.

Lorsque M est une hypersurface dont la forme de Levi possede une signature
mixte, la condition naturelle sur M pour obtenir des résultats de résolubilité lo-
cale pour I’équation de Cauchy—Riemann tangentielle est la condition Y(g) de
Kohn. En 1985, Boggess et Shaw [BoSh] ont défini des noyaux permettant de ré-
soudre I’équation de Cauchy—Riemann tangentielle dans ce cadre pour une donnée
a support compact. En 1992, Fischer et Leiterer [10] ont prouvé une formule de
Bochner—Martinelli-Koppelman pour les hypersurfaces de classe C? dont la forme
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de Levi possede ¢ paires de valeurs propres de signes opposés, ainsi que des esti-
mations uniformes. Dans [4], le premier auteur a amélioré leurs résultats en prou-
vant des estimations C'/27¢, ¢ > 0, pour les mémes noyaux. Finalement Fischer
[9] a construit de nouveaux noyaux permettant d’obtenir les estimations optimales
C!*1/2 dans ce cadre. Notons également le travail [22] de Shaw qui étend les ré-
sultats de Henkin aux hypersurfaces satisfaisant la condition Y (g) et construit une
solution fondamentale pour I’opérateur de Cauchy—Riemann tangentiel sur M.

L’extension naturelle en codimension supérieure de la condition Y (g) est 1a no-
tion de variété CR g-concave. Les premiers résultats sur la résolution de 1I’équation
de Cauchy—Riemann tangentielle dans les variétés CR g-concaves sont annoncés
par Henkin dans [13], puis développés dans [1]. Dans sa these [3], le premier auteur
a étendu les résultats de son article [4] au cas des variété€s CR g-concaves, obtenant
ainsi des noyaux de type Bochner—Martinelli avec des estimations C'/>~¢ sur M.
Ces noyaux sont construits par itération de la résolution du 8 dans des domaines
a coins g-convexe attachés a la variété M. Une “presque” formule d’homotopie
(i.e., modulo un opérateur compact) avec estimations optimales est prouvée par
Polyakov dans [19] pour les espaces de Stein et dans [20] pour les espaces C*. Dans
ses articles Polyakov introduit la notion de variété régulierement g-concave et ob-
tient ses résultats sous cette hypothése a priori plus restrictive que la g-concavité.
Néanmoins il est prouvé dans [17] que si M est g-concave, il existe ¢’ > g tel que
M soit régulierement ¢’-concave et les résultats de Polyakov s’étendent donc au
cas des variétés g-concaves.

Notre travail répond a une question de Henkin, posée au début des années 90, sur
la possibilité de construire une solution fondamentale pour I’ opérateur de Cauchy—
Riemann tangentiel permettant d’obtenir un gain de régularité 1/2, ce qui est op-
timal dans ce cadre.

L article est organisé comme suit. Dans la Section 1, nous décrivons la situ-
ation géométrique et nous introduisons les principales notations. Dans la Sec-
tion 2, nous montrons que 1’existence d’une famille de noyaux satisfaisant une
équation aux dérivées partielles adéquate et de bonnes conditions d’intégrabilité
permet de prouver une formule de type Bochner—Martinelli-Koppelman dans M.
La Section 3 est consacrée a montrer que les noyaux introduits dans [16] satisfont
les propriétés exigées dans la Section 2 et permettent la construction d’une pre-
miere solution fondamentale By, pour I’opérateur de Cauchy—Riemann tangentiel.
Lorsque M est une hypersurface, ces noyaux coincident avec les noyaux définis
par Fischer dans [9] et satisfont donc des estimations C'*Y2, En codimension k >
1, les noyaux utilisés ont une dépendance non linéaire par rapport a un parametre
A et nous sommes amenés a utiliser des résultats prouvés dans [16], rappelés ici en
appendice (Section 6), pour montrer les conditions d’intégrabilité demandées. Par
ailleurs les noyaux By, satisfont seulement des estimations C I+1/2-¢ ¢ < (. Nous
utilisons ensuite, dans la Section 4, une idée de [6] pour construire de nouveaux
noyaux moins singuliers qui permettront d’obtenir les estimations optimales. La
Section 5 est dévolue a I’étude de la continuité des opérateurs intégraux associés
aux noyaux construits dans la Section 4.
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Cet article a été écrit pendant le séjour du second auteur a la Chalmers Uni-
versity a Goteborg puis a la Humboldt Universitit a Berlin. Il souhaite remercier
ses collegues Bo Berndtsson et Jiirgen Leiterer pour leur accueil et les excellentes
conditions de travail dont il a alors bénéficié.

1. Situation Géométrique et Notations

Soit M une sous-variété différentiable de classe C2 de C" de codimension réelle
k,1 < k < n, définie par

M={zew|pi(z) == pi(z) =0},

ol w est un ouvert de C” et py, ..., p des fonctions de classe C? sur w 2 valeurs
réelles qui vérifient dp1(z) A - -+ A dpr(z) # 0 pour tout z € M.
On note TZCM I’espace tangent complexe a M au point z € M. On a

Zaplﬁ(z)% =0, v=1,...,k}.

9z

T°M = {s eC”
=1

On suppose que M est Cauchy—Riemann (CR) générique, c’est-a-dire que
dimc T,°M =n — k
pour tout z € M, ce qui équivaut a

0p1(2) A+ A Bpi(2) #0
pout tout z € M.
On suppose également que M n’est pas totalement réelle (i.e., k < n) et que M

est g-concave, 1 < q < ";zk, c’est-a-dire que pour tout z € M et tout x € R¥ \ {0}

la forme hermitienne sur TZCM, Za,ﬁ %éaéﬂ, ol Py = X101+ -+ + Xk Prs
posséde au moins g valeurs propres strictement négatives.

Fixons z9 € M et U CC o un voisinage de zo dans C". Puisque M est g-
concave, d’apres le Lemme 3.1.1 de [1], il existe une constante C > 0 telle que,
pour j =1,...,k, les fonctions

posseédent la propriété suivante:

pour tout I € T et tout . € A; la forme de Levi de la fonction p; =
Aiy iy + - -+ Xiyy piyy, admet au moins q + k valeurs propres strictement
positives sur U,
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ol Z désigne ’ensemble des parties I C {Z£1,..., £k} telles que |i| # |j| pour
tous i, j € I telsque i # j, |I| le nombre d’éléments de I et A; le simplexe des
suites (A;);ez des nombres réels A; € [0,1] telsque A; = 0sij¢let) A; =1

Onnote Z(!), 1 <1 < k,’ensemble de tous les I € 7 tels que |I| = [. On or-
donne I € 7 par le module de ses éléments et on note Z'(/), 1 </ < k, I’ensemble
des multi-indices de longueur / tels que si I = (iy,...,i;) alors |i,| = v pour v =
1,...,0.Sile€eZetve{l,...,|I|},onpose I(V) = I\{i,}, oui, estle vieme
élément de [ apres avoir ordonné /.

Finalement on pose

/ 1 si le nombre d’éléments négatifs est pair,

sgnl =

g —1 sile nombre d’éléments négatifs est impair.

Soient I = (iy,...,i;) un multi-indice de Z(l), 1 < [ < k, et D un domaine

relativement compact dans U. On définit
Dy ={p; <0}N---N{p;, <0}ND,
Df ={p; >0}N---N{p;, >0}ND,
Si={py=0=---=p;;; =0}N D,
St =Dy pour j==l,..., %k,
S = Symy N D,y si IT€T et |I]>2,
Sr =8N {p41> 0N {po_qrn >0} si 1< || <k-—1L

Notons que

_ o+ +
St = S0 Y Sty Y St

et que S; = @si|I| =k — 1. Ces variétés sont orientées comme suit: D; et Dy
comme C" pour tout I € Z, S, comme Dy ; pour j = *1,...,4k, S; comme 95,
pourtout I €Z, S,+ comme S,(m) pourtout € Zsi|I| > 2et M N D comme S;
sil ={1,...,k}.

On étend les définitions précédentes au cas ou |/| = 0, c’est-a-dire I = (J, en
posant Sy = D et Sy =SsN{p; >0 N{p_ > 0}.

Si f est une fonction définie sur un ouvert Q2 de M, on définit la norme holde-
rienne d’ordre &, 0 < o < 1, de f par

1 f g = supl f(@)] + sup LD =SOL
zeQ z,;;Q |z = ¢l
2#¢

Si M est de classe C/, on note C!1(Q) I’espace de Fréchet des fonctions de classe
C! sur Q dont toutes les dérivées tangentielles d’ordre [ sont localement holderi-
enne d’ordre «. Pour tout compact K de €2, le maximum de la borne supérieure
sur K des dérivées tangentielles d’ordre inférieur a / et de la norme holderienne
d’ordre o des dérivées tangentielles d’ordre / définit une semi-norme sur C'T%(Q).
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Si f est une (n,r)-forme différentielle sur @ CC M, elle s’écrit

f=) frdzndz
J

avecdz =dzi A--- Ndz, etdzy =dzj A--- AdZ;,, car M est plongée dans C".
La norme de f est alors donnée par le maximum des normes des f;.

2. Formule de Bochner-Martinelli-Koppelman
pour les Variétés CR

L’objet de cette section est de montrer qu'une famille de noyaux satisfaisant
une équation aux dérivées partielles adéquate et possédant de bonnes propriétés
d’intégrabilité permet d’obtenir une formule de Bochner—Martinelli-Koppelman
dans les variétés CR de codimension quelconque.

Nous nous plagons dans la situation géométrique de la Section 1.

Pour I € 7, 01 désigne le multi-indice (0,iy,...,i7), ou I = (iy,..., i) est
ordonné en module croissant.

Onpose Cy(z,¢) = B(z,¢),0u B(z, ¢) désigne le noyau de Bochner—Martinelli—
Koppelman dans C”, ce qui correspond a un multi-indice / de longueur nulle.

On suppose que I’on sait associer a chaque multi-indice ordonné I € Z(1), 1 <
| < k, des formes différentielles C¢;(z,¢) de degré 2n — [I| — 1 et C;(z,¢) de
degré 2n — |I1, de classe C' pour z € Dy et ¢ € D,* tels que z # ¢, qui vérifient
I’équation aux dérivées partielles

3.Cor + 3:Cor = Cosry — Cr, (2.1)
ou Cosy = Zlvlz‘l(—l)wrlcoz(ﬁ)-

On suppose également que les noyaux C; satisfont les conditions d’annulation
suivantes:

[Ci(z,)]pr=0 siO<p<netn—k—g+1<r<n—k 22
3.[C1H(2, )] pntg=0 si 0<p<n, (2.3)

ol [C(z, )], désigne la partie de bidegré (p,r) en z de C;.

Pour alléger les écritures on pose By = Co; pour tout I € Z(I), 1 <1 < k.
L’équation (2.1) s’écrit alors

3.Br + 0:B; = Bsy — Ci. (2.4)

On suppose finalement que pour tout I € Z(1), 1 <[ < k, les noyaux Bj véri-
fient les conditions d’intégrabilité suivantes:
* pour toute forme différentielle f de classe C' sur U a support dans D,

F(@) A Bi(z,%)
CeS)

définit une forme différentielle continue sur Dy et de classe C* sur Dy;
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e soit j € {£1,...,xk} tel que I U {j} € Z, pour toute forme différentielle f de
classe C! sur U 2 support dans D, f;65+ f(©) A Bi(z,¢) définit une forme
()

différentielle continue sur D; et de classe C* sur Dy;

e pour/ =Joul =8(K)etJ = K(|/K\|) avec K eI(l—H),f{egj fe(OABi(z,0)
tend vers 0, quand ¢ tend vers O, si f, est une forme différentielle de classe C 1
sur U asupportdans DN {|p| < e}N---N{|px| < €} telle que 19f.]l = O1/e)

et [res, fe(§) A Bi(2.¢) = o(e). si de plus 3f; = 0.

DEFINITION 2.1.  On appellera famille de noyaux adaptés a la variété CR géné-
rique, g-concave M de codimension réelle k dans C”, toute famille de noyaux B;
etCy, I €Z(l),1 <1 <k, possédant les propriétés précédentes.

LEMME 2.2. Soit f une (n,r)-forme de classe C' a support compact dans D, 1 <
r < n — k. Pour tout multi-indice ordonné I € Z(l), 1 5_1 < k, et pour tout
n—k—q+1<r <n-—k,onaau sens des courants sur Dy

G £ A Bsy(z,0) + (=D / Af () A Bsy(z,¢)

+ +
es, Ces,

= (—D’*"(éz F(©) A Bi(z,6) + (—1)'”“/

CES]

If () A By(z, g)). 2.5)

LS

Démonstration. Chacune des intégrales qui apparaissent dans la formule (2.5)
étant continue sur D; et de classe C* sur Dy, il suffit de prouver (2.5) pour z €
D;. On applique la relation (2.4), puis la formule de Stokes, et on remarque que
les termes en C; disparaissent car seuls interviennent les parties de bidegré (n, r)
en z des différents éléments. U

Rappelons que si |/| = 0, on a posé B; = Cy = B, ou B désigne le noyau de
Bochner—Martinelli-Koppelman dans C".

LEMME 2.3.  Soit f une (n,r)-forme de classe C' a support compact dans D, 1 <
r<mn—k.Pourtoutr 0 <l <k —1,sirvérifien —k—qg+1<r <n-—k,ona
au sens des courants sur M

(o

=1 5SS

f@&) ABi(z,0) + (_1)\1\+1[

CeS)

Af () A Bi(z, c))

= (=D Y (a f@) A Bi(z,0)

[I|=l+1 ¢es:

+ (=D / ) Af () A B,(z,o) + ()2,
Cesy

avec
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()i (f)(2)
=Z<éz F@OABi(z,0) + (=D f ) éf(oABI(z,c))
¢

1=l LeS; [SAY;

1
+ED Y= Y (8 FQOABIz0)
v=1

JeT!(+1,) tess

+ (=D / ~ éf(;)Asz,o)
¢

€Sy

!
+ DD =Y Y (—D’*"“(éz / o JOABs (2.0
v=1 Q‘ESH

JeT'(I+1,D) J(T)
+ (=D / ~ éf(c)ABw)(z,;)),
(eSJ’:‘LlD

. al+1 P 7 . . . .
ou S,?rm) = S;imy Npi, < 0y avec J(II]) = (its-oesiv—tybvits-- - 01), pour

J=I0)et] = (iy,...,ips) €T'(I+ 1), sil > 1et

o)) =03, [ fQAB(z, )+ (=D / CAf () A B(z,0).
¢

LESy €Sy

Démonstration. On applique le Lemme 2.2 et 1a formule de Stokes en utilisant les
propriétés géométriques suivantes:

o i — I + < -
si[Il =1, ona S =Sy, YS_qinyYS

* a‘§_I(|7\|) N {pim < 0} = S;t)[v} U SITJ{—\)} U S[, sil GZ/(Z =+ ],l’)) J

Soit f une (n,r)-forme de classe C' a support compact dans D. La formule de
Bochner—Martinelli-Koppelman s’écrit

f(@) A B(z,0) —/ () A B(Z,C)>~

teD

f(2) = (—1)'+"<3z
ceD
Le second membre de la formule de Bochner—Martinelli-Koppelman correspond
au premier membre de la formule démontrée dans le Lemme 2.3 lorsque / = 0.
En posant By, = Z,Ez,(k) sgn(/)B;, en remarquant que le choix des orienta-
tions identifie M avec sgn(I)S; pour I € Z'(k) eten appliquant k fois le Lemme 2.3,
on obtient la proposition suivante:

PROPOSITION 2.4.  Soit f une (n,r)-forme de classe C' & support compact dans
D,n—k—q+1<r <n—k,alors on alaformule suivante au sens des courants
sur M
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f(2)
( 1)(k+1)(r+n)+ (5 f(;) A BM(Z,Q-)
teM
_ k—1
E / B A By ;)) +3 (@)
= 1=0

THEOREME 2.5. Soit f une (n,r)-forme de classe C' a support compact dans
DNM,n—k—q+1<r <n—k,alors on a la formule suivante au sens des
courants sur M

F(2) = (— D2 (ab £ A Bu(z,0)
LeM

+ (=DFH! / W f() A Bul(z, :)>.
eM

Démonstration. Soit f une extension de classe C' de f & un voisinage de M. On
considere une fonction x € C*(R) telle que x = 1 sur (—oo,1/2] et x = 0 sur
[1,400). On pose x.(z) = ]_[J 41, +x X(pj(2)/€) pour z € U ete > 0; il existe
alors une constante A > Otelle que ||dx.(z)|| < A/epourz € U ete > 0. On pose
fs = ¥ f Il résulte alors de la Proposition 2.4 et des propriétés d’intégrabilité
des noyaux B; que

lim fi(2) = (— <V lmg)<8 f@) A Bu(z,0)
ceM

+ (=D / 3fe(¢) A Bu(z, ;)).
teM

De plus, par définition de f; on a, pour tout & > 0,

felm = £,

ce qui termine la démonstration du théoréeme. O

Pour obtenir une formule de Bochner—Martinelli-Koppelman dans M, nous devons
préciser quelques propriétés du noyau Bjs. Pour alléger les notations, nous noter-
ons encore 9, ; = 9, + d; ’équation de Cauchy—Riemann tangentielle sur M x M.

LEMME 2.6. Le noyau By est une forme différentielle de classe C' sur
MNU)x MNU)\{(z,)eMNU) x (MNU) |z=1¢},
de degré 2n — k — 1, tel que pour 0 < p <netn—k—q+1<r<n-—k
9 [Bulp.r = —0:[Bulp,r-1,

ot [Bylp,,, désigne la composante de bidegré (p,r) en z de By (on pose
[BM]p,nfk =0).
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Démonstration. Rappelonsque By = Y. 71t $gn(1) By . Laformule (2.4) donne
alors immédiatement

5ZBM+5;BM= Z sgn(l)Bs) — Z sgn(1)Cy.

I1eT/(k) IeT'(k)

On sait, grice aux propriétés d’annulation des noyaux C; que [C((z,¢)],,, = 0si
O<p<netn—k—q+1<r <n—k,par conséquent

0:[Buylpr—1+ 0c[Bulpr = Y sen(D)[Bslp.r

IeT'(k)

De plus par définition de sgn(/) et (), on a Zld/(k) sgn(/)[Bsiylp,r = 0. En
effet pour un multi-indice donné J € Z(k — 1) et pour un entier v tel que +v ¢
J, il existe deux multi-indices I; et I, dans Z(k) tels que J = (D) = I,(V) qui
vérifient sgn(l;) = —sgn(/l,) car, d’un point de vue ensembliste, si I} = J U {v}
alors I, = J U {—v}. UJ

THEOREME 2.7.  Soit Q un domaine a bord C' relativement compact dans M N U
et f une (n,r)-forme de classe Cldans Q,n —k — qg+1<r<n—k,alorsona
la formule suivante au sens des courants sur M

k(k—1)

(— DT () = B, Qf(oABM(z,;)
e

+ (=D f () A Bu(z,0)
e

+ (=D* ) A Bu(z,0).

Led

Démonstration. Soit z € 2 fixé et x une fonction de classe C? a support compact
dans € telle que x = 1 dans un voisinage de z. D’apres le Lemme 2.6, comme f
est de bidegré (n,r) avecn —k—g+1<r <n—k,ona

de (1= x(©) £©) ABmlnr(2,0)) = 3 £() A Byl (2,0)
— 3 (X(O) F(©)) A [Bulnr(2,0)
— O, (1= x () F Q) A[Bulnr—1(2,0))

Puisque la fonction x est a support dans €2, donc nulle sur 92, on obtient par la
formule de Stokes

FEO A Bular (2:0) = / (1= () F©) A [Bulnr (2:0)

1194 €0

_ / (1= 1)) A Bl (2.0
e

et par conséquent
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f({) A [BM]n,r(Z»g) = / ébf(éﬂ) A [BM]n,r(Z’ ;)
e

€02

+enW@m ﬂDAwmmJL@

e

—/Q&u@ﬂmAwmmmo
ce

+ (_l)k(éh,zf 9 X(C)f(é‘) AN [BM]n,r—l(Zs C))
te

On applique alors le Théoreme 2.5 a x f et la formule est démontrée. UJ

3. Construction de Noyaux Adaptés a une Variété CR

Etant donnée une sous-variété CR générique, g-concave M de classe C3, de codi-
mension réelle k dans C" et un point z¢ de M, nous allons construire une famille
de noyaux adaptés a M au sens de la Définition 2.1 au voisinage de z.

Nous reprenons les notations de la Section 1.

DEFINITION 3.1.  Une section de Leray associée a M au voisinage de D est une
application ¥ qui associe a chaque multi-indice / € Z(I), 1 <[ < k, une applica-
tion a valeurs dans C"

Vi(2,6,0) = (W12, 60 U (2,8, 1))
définie et de classe C? pour z € Dy, ¢ € l_);“ tels que z # ¢ et L € Ay, telle que

(1//'[(Z, é")")7§ - Z) = 1’
et
Vil b, x Dy z=cixa; = Vil xpnz=cixa, 1T CJ.

On note )% une fonctlon de classe C*° de [0, 1] dans lui-méme qui vérifie )%()») =0
s1O<A<1/4etX(A)—1s11/2<x<1
SileZ(l),1 <l <k,pour A € Ay tel que Ay # 1, on note A le point de A;
défini par
o )\,

Ai, = o =1,...,0).
vy )

Soit ¢ une section de Leray associée a M au voisinage de D, on pose

Yor(z, 8. 4) = x(ho) ——— |§ | + (1= XGeo)Vi(z, £, 2) 3.D
pour tout / € Z(1),1 <1 <k, z € Dy, ¢ € D} tels que z # ¢ et A € Ag;. Notons
que Yo, est aussi de classe c2 B _

On peut alors définir les noyaux Ko;(z,¢,A), pour z € Dy, ¢ € D tels que z #
Cetihe Ay, par
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(_1)n(n71)/2

Koi(2,80) = ——=———(Y01,d( —2)) A{@z e +d)Vord(E —2))""", (3.2)
Qim)"
et les noyaux K;(z,¢, ) par
(_l)n(n—l)/Z _ |
Ki(z,¢8,0) = W(I/fl,d(é' — D) A{Be +d)VYr,d(& —2)". (3.3)

Les noyaux Ky, et K; sont des formes différentielles de classe Cletde degré2n—1
etona B
0z, +di)Kor(z,4,4) =0 3.4

d’apres la Proposition 3.9 de [14].
Pour finir on pose, pour z € Dy, ¢ € D* tels que z # ¢,

Cor(z, %) =/ Kor(z,¢,2),
rEAQ]

Ci(z,0) =/ Ki(z,¢,M).
reA]

PropoOSITION 3.2, Les noyaux Cy;(z,¢) et Ci(z, {) sont des formes différentielles
respectivement de degré 2n — |I| — 1 et de degré 2n — |1|, de classe C!' pour z €
Djet¢e D* tels que 7 # ¢, qui vérifient I’équation aux dérivées partielles

3,Cor + 3:Cor = Cosry — Cr1,
ot Coa(l) = Zlvlz‘l(—l)wrlconﬁ)-

Démonstration. En appliquant la formule de Stokes on a

/ KOI(Z3€3)") :/ dlKOI(Z’g,)")'
r€0AQ AeA(

Mais 0Ag; = Z {(=1)"Aor) + Ay, on a donc par définition des noyaux Coy,
Ci, et Cosary,

/ Koi(z,¢,2) = —Cosry + Cy.
r€0A0r
Comme (5174 + d;)Kp; = 0, on obtient

/ d, Koi(z,¢8,A) = —/ 32.cKor(z, £, 1) = —(0,Cor + 3:Cop),
AEAQr AEAQr
d’ou le résultat. O

3.1. Conditions d’Annulation

Les propriétés d’annulation des noyaux C; sont liées a des propriétés d’holo-
morphie de la section de Leray ¢ associée a M apartir de laquelle ils sont construits.

DEFINITION 3.3.  Une application f définie sur une variété analytique complexe
X a valeurs dans C" est dite m-holomorphe, si pour tout point £ € X, il existe
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des coordonnées holomorphes 41, ..., h, dans un voisinage de £ telles que f soit
holomorphe par rapport a hy, ..., hy,.

Nous dirons que la section de Leray ¢ associée a M est m-holomorphe par rap-
port a la variable z, si pour tout I € Z(I), 1 <[ < k, chacune des applications ;
est m-holomorphe par rapport a la variable z.

On prouve alors facilement le lemme suivant:

LEmMME 3.4. On suppose que la section de Leray r associée a M au voisinage
du domaine D est (q + k)-holomorphe par rapport & la variable z. Soit I € Z(1),
1 <1 < k; 5i [Ci(z,0)]p,» désigne la partie de bidegré (p,r) en z de Cy, alors
pour tout { € D}k fixé

[Ci(z,0)]pr,=0 si0<p=<netn—k—q+1=<r=<n-—k,
5Z[CI(Z, {)]p,n—k—q =0 si0 <p<=n,
surl_)I\{{}.

On se place dans la situation géométrique décrite dans la Section 1 et on note
G (n, p) la grassmannienne des sous espaces vectoriels de dimension p de C".
La variété M étant g-concave, d’apres [17], si ¢’ > g est I'ordre de concavité
maximale de M en z, ¢’est-a-dire M est g’-concave en z( mais n’est pas (¢’ +1)-
concave en z(, on peut choisir D assez petit pour qu’il existe une application de
classe C*

T: R\ {0} = G(n,q' +k)

telle que la forme de Levi au voisinage de D de la fonction

k k k
Px = inﬁi + C<Z|Xi|> (Z ﬁf)
i=1 i—1 =1

soit définie positive sur T'(x) pour tout x € R¥ \ {0}.
Soit (ey, ..., er) la base canonique de R* on posee_; = —ejpourtoutl < j <
k.Sil = (iy,...,ij) €Z(),1 <[ < k, on définit le simplexe géométrique AI par

1 l
A = {x e RF ‘ x=Y hje ki =0, 1<j <1 Y Ay =1}.

j=1 j=1

On identifie alors le simplex abstrait A; et le simplexe géométrique A; en posant
x(A) = Zj’:l Aisei; pour tout A € A;. On remarque qu’alors '5x9) = Pj.

En restreignant T a A; et apres I'identification de A; avec A; on obtient une
application

T;: A; — G(n,qg’ +k)

de classe C™ telle que la forme de Levi au voisinage de D de la fonction p; soit
définie positive sur 7;(A) pour tout A € A;. Si I et J sont deux €léments de 7 tels
que I C Jonaalors Tj|a, = T;.
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Comme dans [16], on peut alors construire pour les domaines D; des sections de
Leray possédant de bonnes propriétés d”holomorphie. Si M est de classe C3, ces
sections seront de classe C2. Rappelons les principales étapes de cette construction.

Pour A € A;, on note F;(-, ) le polyndome de Levi de p; au point ¢ € U. Pour
tel, zeCn,

n

3%p
Fi(z,0) = Z 7 OG- = Y S, — (O — 2) (G — 20).
J J

J k=1

On note P* la projection orthogonale de C" sur T; () et on pose Q* = Icn — P*,
ou I¢» désigne I’application identique de C”. La formule de Taylor implique que,
si le domaine D CC U est assez petit, il existe des constantes strictement posi-
tives « et A telles que

Re Fi(z,0) = pa(0) — pa(z) +alt — zI* — A|Q (¢ — o) (3.5)

pour ¢, z au voisinage de D.

Puisque p; est de classe au moins C 2 dans w, on peut trouver des fonctions a;\k,
Jj.k=1,...,n, de classe C* sur U, dépendant linéairement de X, telles que pdur
tout ¢ e U

a}(5) —

3.6
agag (()‘ (3.6)

Alors en posant

n

Fi(z,0) —22 T 2O —2) = Y aiO@ — )&k — 2,
J

k=1
on déduit de (3.5) et (3.6) que

Re Fi(z,¢) = pa(¢) — pa(z) + %I( —z* = AlQ ¢ - o) 3.7

pour £, z au voisinage de D.
On note (Q}k);szl les coefficients de la matrice Q*, et, pour (z,¢,A) €
C" x U x Ay, on pose

w,(z,;,m—z@(;) Z ap (O - zk)+AZQ ¢k — 26)»
J k=1

w(z,8,2) = (wi(z, &, k),...,wn(z,E,K)),
d)(z, {,)\4) = (U)(Z, é”)\')’g - Z)'
Comme Q* est une projection orthogonale, on a

D(z,5,0) = Fi(z,0) + AIQ*(¢ — )P
et on déduit de (3.7) que

Re ®(z2,£,0) = pa&) — pi(2) + %w e (3.8)

pour £, z au voisinage de D et A € A;.
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Remarquons que, pour ¢ fixé dans un voisinage de D et A € A, on peut choisir de

nouvelles coordonnées Ay, ..., h, dépendant linéairement des coordonnées com-
plexes initiales telles que
{zeC"| QM) =0} = (z€C" | hyrin1(2) = -+ = hy(2) = 0}
L application z — Q*(¢ — z) est alors indépendante de h, ..., hg 4, ce qui im-
plique que w(-, ¢, ) est une application C-lin€aire par rapport a Ay, ..., kg4 et
que ®(-, ¢, A) est un polyndme quadratique complexe en Ay, ..., g k.
Par conséquent en posant
w(z,$, 1)
7, LA = ——— 39
Vi(z,8,2) .0 (3.9)

pour (z,¢,4) € Dy x Dif x Ay, I € Z(1), 1 <1 < k, on obtient une section de

Leray v = (Yy) reU ) associée a M au voisinage du domaine D, qui est
1<i<k

(¢ + k)-holomorphe et donc (¢ + k)-holomorphe, puisque ¢’ > ¢, par rapport a

la variable z.

3.2. Conditions d’Intégrabilité

Dans un premier temps nous allons prouver que les noyaux By = Cor, I € Z(1),

1 <[ < k, construits a I’aide de la section de Leray ¢ = (WI)IEU ) associée
1<i<k

a M au voisinage du domaine D, définie dans le paragraphe précédent, vérifient
les conditions d’intégrabilité:

* pour toute forme différentielle f de classe C' sur U a support dans D,
f(;) A BI(Z’ é—)
CeS)

définit une forme différentielle continue sur D; et de classe C* sur D:
e soit j € {£1,...,xk} tel que I U {j} € Z, pour toute forme différentielle f de
classe C! sur U 2 support dans D, f;es+ (&) A Bi(z,¢) définit une forme
_ 10()
différentielle continue sur D; et de classe C* sur D;.

Nous devons donc considérer les formes différentielles

£ A Bi(z. ) = / £(©) A Kor(z. €.,
4=\ (&, 1)eSrx Aor
(3.10)
/ f(C)/\Bl(Z,C)=/ f@) N Koi(z,8,M).
zest (G, M)ES;T, A xAor

104} 104}

Remarquons que les formes v/ et (respectivement 1y;) sont définies pour z € Dy,
¢ € DI* tels que z # ¢ et A € A; (respectivement A € Ag;) et de classe C? en
¢ et C* en z sur leur domaine de définition. Par conséquent les noyaux B; sont
de classe C' en ¢ et C*® en z pour (z,¢) € D; x l_),*. Les formes différentielles
(3.10) sont donc définies et de classe C* sur D;. Nous allons prouver qu’elles se
prolongent en des formes différentielles continues sur D .
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On considere pour I = (iy,...,i;) € Z(l) les sous-variétés I = {¢ € D,* |
pi, = -+ = p;,} et on les oriente de telle sorte que I’orientation de dI7; coincide
avec celle de S;.

Si f est une (n, r)-forme différentielle de classe C Lsur U a support dans D, on
a alors pour z € Dy

F@OABi(z,0) = / £ A Kor(z, 6, 1)
4=\ (&, M)€eSIx Aor

2/ Af(0) A Kor(z, &, 1)
(&, M)elxAos

(= / £ A B Kor(z,6,3)
(&, M)elxAos
et

/ f(é)/\Bz(Z,C)=/ S N Kor(z,8,2)

gesfum (;,)\)esjrumon,

Af(0) A Kor(z, £, 1)

/(‘5’)»)€F1ﬂ{01>0}>< Aor
+(_1)n+)‘/ f(é')/\égKm(Z,Q)v)'
&, M)elN{pi=0}x Aos

Nous devons maintenant €tudier avec plus de précision la singularité des noy-
aux Ko; et ;Ko en z = ¢£. Introduisons tout d’abord quelques notations.

DEFINITION 3.5. Soit I € Z(l), 1 <[ < k, et s un entier.

Une forme de type Oy (ou de type Os(z, ¢, A)) sur Dy x D,* X Agy est, par déf-
inition, une forme différentielle continue f(z, ¢, ) définie pour tout (z,¢,A) €
D; x D,* X Aoy tel que z # ¢ vérifiant les conditions suivantes.

1. Les dérivées d’ordre nul en ¢, inférieur ou égal a 1 en z et arbitraire en A des
coefficients de f sont continues pour tout (z,¢,)) € Dy x D,* x Ay tel que
7 #¢.

2. Soit Vf, k = 0,1, un opérateur différentiel a coefficients constants d’ordre nul
en ¢, inférieur ou égal a 1 en z et arbitraire en A. Il existe une constante C > 0
telle que, pour chaque coefficient ¢(z, ¢, 1) de f(z,¢, M),

IVie(z,8,M)] = Cle — 2"

pour tout (z,¢,A) € Dy x l_)l* X Aoy tel que z # ¢.
3. 1l existe des voisinages Uy et U; dans Ao de_ Ay et Ay, respectivement, tels
que f(z,¢,A) =0 pour tout (z,¢,A) € Dy x Df x (Uy U Uy).

Les symboles O, et O;(z, ¢, L) sont utilisés de la maniere suivante:

f = Oy signifie f est une forme de type Os;
O; A f = Or A g + O, signifie pour toute forme & de type O; il existe une
forme u de type Oy et une forme v de type O,, tellesque h A f =u A g + v.
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L’équation
Ef(Z)=/ O05(z, 8, M) A f(z,8,2)
(&, M) eSIx Aor
signifie: il existe une forme E de type Oy telle que

Ef(z) = / Bt A f(2.60)
(&, M)eSrxAog

pour toute f.
Rappelons que

o r— Z ° o
V(6 = Moo = = JGow(ed)  G1D
pourtout / € Z(1),1 <1 < k,z€ Dy, { € D} telsque z # { et A € Agy.
On pose

W =W(z.0,0) = (w(z,,0),d¢) et
(¢ —z7,dt)
1 — z/?

pourzel_)l,gebl* telsque z # ¢ etA e Ay \ Ay, ol

M =M(z,¢) =

(W(Z,g,i),df) = ij(Z, gsi)dgj et

j=1
(€ —2.d0) =) (& — z)dy;.

j=1

Soit f une (n,r)-forme sur D, on pose
@) = f@dey A+ Ade,.

Par Définition 3.3 des noyaux Ko; on a

(_l)n(n—l)/Z ~

F) AN Koi(z,8,A) = —————f(&) A (Yo, dE)
Qim)"

A0z +d)Vor, de)" " Adzy A Adzy.
Alors, d’apres la relation (3.11), on a
o o W
Wor.de) = xM + (1= X)

- W o o= o (5, +d )W
((0z,; +dy) o1, de) = <5 - M) ANdx + x0, M+ (1 — X)%

o W -
+d- X)a(az,{ +d)®.
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Comme on doit intégrer f(¢) A Kos(z, ¢, A) sur Agy, qui est de dimension réelle
|1], seule la composante de degré |I| en A du noyau K,; donnera une contri-
bution. Mais les formes différentielles (5174 + d;)D et (éz,g + d;,)W sont les
images réciproques de formes différentielles sur D; x Dj x A; par Iapplication
(z,¢,A) — (z,¢,A); par conséquent, puisque A; est de dimension réelle 1| — 1,
pour tout s = 1,2,..., on a [((@,c + d)W) laegr=ir = 0 et [((3-¢ +d)W)* A
(0z,c + d3)Plaega=|r; = 0. On a donc

[(Yor,de) A {0z + di)Vor, dE)" Naegrmin)
o o W W o
= XM+(1—)()$> /\(n—l)(a —M) Ady

o= o (0,0 +d )W
/\I:(Xaz,g“M'F(l_X)%

o W - n—2
+(1—X)E(az,z +d)\)<1>> :| .
deg A=|T]—1

En développant 1’expression précédente et en remarquant que W A W = 0 et
M AM =0, car W et M sont des 1-formes, on obtient

MAW
)

() A Kor(2, & M degrmir] = af(©) Adx

o = o 5 W n_l_lll
A (xaz,;M +1=x Zg )

o dsw !
A ((1 - X)F) ,

ou a désigne une constante.

Par définition des formes différentielles de type O;, onad )? =0y, Oy AM =
O_1, Og A 817§M =0_etOg A 817(W = 0y, d’ou

O_ AW 10
LA@) A Kor(z & M laegroit] = ——t b A ( 0

n—1—|I|
i) [7]-1
ol 0., + @ ) A (d;W) .

Par ailleurs on a

00 AW =" 09 Adp;(0) + O,

jel
O AW =" 09 A dp;(§) + Oy,
jel
O AW AW = 3" Oy Adpi(©) A+ Adpi, (0),
0<m<|I
b

et par conséquent
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() A Koi(z, &, M) deg a=1]

. Z O\11=2n42011+s—m)+m+1
- D UlI+s—m+m

A 0Py (E) A -+ A Bp;, (8)-

0<s<n—1-|I|
0<m<|I|

En différentiant K; par rapport a £, on obtient

[£() A 3 Kor(z, & M aegimlr]

IMAW  MAIW MAW
ol ol DI+

3. W

=af(§)< /\E_);CD)/\d)?

_ . n—1—|1I| .
A(%MM+a—x> ) A= )W)t

W
+(n—1—|1|)af(§) A dx

o 0, W A0
+1- )T>

AG&&M+0—%

o= o a n-2 |1| o
A (Xaz,;M +d- ) A (A= x)d;, W)=t

+ 11 = Dafo XA g

cpm

n—1—|I|
A ()ch_%,;M +(1— X ) A= O dW A (W),

ce qui donne

[f©) A 3cKor (2,8, M) ]degreitj =A+B+C+D+E+F+G

avec
AZ%ﬁA@2+%ﬁH”AwAWWVH
B=g?A@4+%ylmA%Wﬂﬂ
D=%%A@4+%y21AWA%WWH

0., 00\ 2—|I] -
E= A (02 + E) AW A @WHT
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0., o n—2—11| _
F=oims A (0_2 + 3) AW A@GW)IAS D,
0_;

sz

0.\ 11 B
A (0_2 + f) AW A D dW A (d;W)T1=2,

On en déduit

Z O\11=2n42(11+5s—m)+m

A= O UT+s—m)+m N3Py (5) N -+ A p;, (£),
0<s<n—I—|I|
0=m=|I|
O\11-2n+2(1|+5—m)+
B= 2 c1>(r\lll+s—m)v+r’: = ABpi(§) A+ ABpi, (0,
0<s<n—1-|I|
O=m=|I|-1
O\11—2n+2(11+1+s—m)+
€= Z @(T”-!—H—s—m):—nr? = AP (E) A A DD, (0),
0<s<n—1-|I|
O0<m<|I]
O\l 2ni2011414s—mytm =
* Z <I>(,|ll|+1+s7m)s+;:1 = A 9piy N 9pi (§) A=+ A 3P, (§),
0<s<n—1-|1|
0<m=<|I+1
O\11=2n42(11+s—m)+
b= Z cI>(’IllI+X—m)S+nT = AP () A -+ A p;, (0,
0<s<n—2—|I|
0<m<|I|
O\ 1= 2n 420114145 —m) 4 m+1
E= Z q>n(|1|+1+s7r;)+mm T A0 (E) A A 3P, (),
0<s<n—2—|I|
0<m<|I|
0\1\72 +2(/1 |[42+s—m)+
F= Z q>(’|11|+2+s—m)s+n’11 2 A () A A3, (£),
0<s<n—2—|I|
0<m<|I|
O\l|=2n42(1|4245—m)+m =
+ Z (1)(l|11\+2+57m)3+rl:: = A Opiy A 0piy(E) A AP, (0),
0<s<n—2—|I|
O=m=|I]+1
O\11-2n42(111+s—m)+
¢= Z d)(’\ll|+5—m)s+:: A0 (D) A A DG, (D),

0<s<n—1-|I|
O<m<|I|-1

DEFINITION 3.6. Soientm € N, un entier,et I € Z(1),1 <[ < k, un multi-indice.
Un opérateur de type m est, par définition, une application

E: C,.(D) — CZ.(Dy)
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telle qu’il existe

e un entier k > 0, .
* une forme différentielle E(z, ¢, A) de type O|jj—2n424+m Sur Dy x Iy X Ag telle
que pour toute forme différentielle f € C, (D)

. E(z,L,M) A ®
Efo = [ foy n EEEH 00,
(&, M)elrx Agr Drtm(z, L, A)

ou f € Co,(D) est la forme différentielle définie par

f© = f@Qdei A -+ Adiy,

O=1,sim=0,et® = dp; ({) A---Adp;, () ou® = dp;; Adpi, (L) A--- A
9p;i, (), sim > 1, aveciy,..., i, € 1.

Les calculs précédents montrent alors immédiatement la proposition suivante:

PROPOSITION 3.7.  Les opérateurs intégraux

S f@) ABi(z,0) et

[4=NY

f= (@) A Bi(z,8)

.
£ES 1Ly

sont des sommes finies d’opérateurs de type m.

Il résulte alors de I’étude faite dans [16] que pour tout [ € Z(I), 1 < [ < k,
tout j € {£1,..., £k} tel que I U {j} € Z et toute forme différentielle f de
classe C' sur U & support dans D, les formes différentielles f ces f(@&) A Bi(z,8)
et fgesm”) f(&) A Bj(z,¢) sont de classe cl/2-e pour tout ¢ > 0 et donc continues

sur Dy et de classe C* sur Dj.
Soit x une fonction de classe C* sur R a valeurs dans [0, 1] telle que x(x) =1
si [x| <1/2et x(x) = 0si[x] > 1. On pose x.(z,¢) = x(I¢ — zl/e).

LeMME 3.8.  Pour tout 7 € S; et toute forme différentielle f de classe C' sur U a
support dans D, on a

f(;) A BI(Z»;‘) = l]l;% (1 - XS(Z5 {))f(g) N BI(Z5 {)

CeS) CeSs

Démonstration. Soit z € S;, comme 1 — x.(z,¢) = 0 au voisinage de z, il résulte
de la formule de Stokes que
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| 4= xons© a0
4=\
= / (1 = Xe(z2. D) f(D)) A Kor(z,8, 1)
&, Melx Aor
+(—1)"+r/ (= xe(2,0) f(©) A 9 Kor(z, £, 1)
(&, Melrx Agr
= / 0 f(©) A Kor(z,4,1)
&, Melx Aor
+ (=)™ / @) A3 Kor(z,4,2)
(&, Melx Aoy
—/ 3 (Xe(2. ) F(©)) A Kor(z,8, 1)
(&, M€l x Aoy
- (—1)"”/ Xe(2,0) f(&) A0 Kor(2,8,0).
(&, M)elx Agr

Mais d’apres I’étude précédente, f;es, f(&) A Bi(z,¢) est continue sur S; et

f(;)/\BI(ng):/ 5§f(é-)/\KOI(Z’§a)\)

ISV} (&, M)elx Agr

+(—1)"+r/ @) A3 Kor(z,8,2).
&, M)elx Aor

Nous devons donc prouver que, pour tout z € S; et toute forme différentielle f
de classe C! sur U 2 support dans D,

lim e (Xe(2,0) f(D)) A Kor(2, ¢, 1)

e=>0 S, melyx Ao

+ (=D / (22O (0 A B Kor (2,8, ) = 0.
€, Mellx Ao

Grace aux estimations des noyaux Ko, et 5; Ky, et par définition de ., il suffit
d’évaluer des intégrales du type suivant:
|=2n+264+m+1(2, §, A) A O(L)
®em(z,¢,5)
=2n+26c4+m(2, E, ) A ©O(L)
S EN N

b}

_ 0]
AL(f) = / 3Oz, 0 £ () A
&, MelTx Ao

0
cth = | X2 O ) A
(&, Melx Aor

On déduit des résultats des paragraphes 6 et 7 de [16] et de I’inégalité (3.8) qu’apres
intégration partielle en A, les intégrales précédentes sont contrdlées par des sommes
finies d’intégrales de la forme:
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1 lo A dpgl
Nie =~ 2 2n—|11-2"
& JeernBz,e) (prl + 18 — z19)1¢ -z
lo A dps|
M, =/ 2 211’
cernB(z,e) (prl + 1 — 2|91 —z|

et,pourl <s <|I|,

N 1 / o Adpr N\, dt|
Le = — s n—|Il—s=2"
& Jeeringe) (lprl +1¢ — 2P [T (] + 18 — 2P)g — 212
lo Adpr N,y dt|
M, = =T 2 2n—1|=s—1"
cerinBz.e) (o1l + 1 — 2D [Ty (o] + 18 = 21 — 2l :
ol p; est la fonction définie par p;(¢) = p;,(¢) = --- = p;, () pour ¢ € I7,

o un mondme en d¢y, ...,d¢,,dty, ...,d¢,, A, ..., A/l des points de A; qui for-
ment un systéme de vecteurs indépendants de R!, 1, = Im ®(z,¢,\") et dt, =
d: Im ®(z,¢,1).

La fonction p; peut étre utilisée comme coordonnée locale sur I'; ainsi que les
fonctions ¢, | < v <s, car M est générique, par conséquent

! ax
Nl,s 5 g XeR2n—I11+1 K 2 I il—s—2
S Tz (Xl + 1XID)1X]

< e+ g™

et
Y, < dX
e Jxerennst TE_ (1] + 1X )| X151
X1<0,|X|<e 1 Li=13<0
<e(l+ |Ing))*H!
et donc lim,_,o Ny, = lim,,o M;, = 0. U

Considérons a présent la derniere condition d’intégrabilité:

« pour] = Joul =38(K)etJ = K([K|)avec K € Z(I+1), [,.5, f-(O)AB1(2,0)
tend vers 0, quand ¢ tend vers 0, si f. est une forme différentielle continue sur
U asupport dans D N {|p1| < e} N---N{|px| < €} telle que ||df:]| = O1/¢)

et [ies, fe(O) A Bi(z,§) = o(e), si de plus 3f; = 0.
On note fj la partie de I'y, qui vérifie af, nsy; = S‘J. Par l_a formule de Stokes
et les résultats de continuité précédents, on obtient pour z € Dy

) fs(C)/\Bl(Z,C)=/ ) [ N0 Kor(z,8,2)
(&AMl x Aoy

LeSy
+ (—1)"“/ . 3f:(0) A Kor(z, 8, 1).
(&, M)elyx Aoy

Grace aux estimations que nous venons d’effectuer, pour évaluer chaque terme
du second membre de la relation précédente, nous sommes amenés a étudier des
intégrales du type suivant:
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0 n K+m )\. @
AL spe(2) =/ ) 0.(¢) =226t (2,8, 0) A (;)
(C,)L)EF/’SXAQJ cDK+m(Z é‘ )\')

ol f‘J,g =T, 0{lpil <elnN---N{lpxl < &} et g, désigne soit fg, SOt 3f.

Les résultats des paragraphes 6 et 7 de [16] nous disent qu’apres intégration
partielle en A les intégrales A; j¢.(z) sont controlées par des sommes finies
d’intégrales du type suivant:

Mjpe(z) =f l@ell ()0 Adpyl
) {Eﬁjyg (|p‘l|+d+|§‘_Z|2)|§—Z|2n—u|—l

et,pourl <s <|J|,

M;@e(2)

_/ lo:l1©)]o A dpy N, dt|

Jeers Qosl+d+ 12— 2P L (0l +d + 12 — 2P)lg — P
ol py est la fonction définie par p;(¢) = ;,(¢) = --- = p;,(§) pour { €Ty, d la
distance de z a Sy, 0 un mondme en d¢y, .. .,dg“,l,dgzl, .. .,dg:,l, AL A8 des points

de Ay, 1, =Im®P(z,¢,A") etdt, =d, ImP(z,8,1").

La fonction p; peut étre utilisée comme coordonnée locale sur I'; et f‘,}s peut
étre paramétré localement par {(X’, ps, X”) € R % x R x R*-VI| |X'| < C,
0<py<e X"=(,Y),Y <|X"”|*}. On en déduit en passant en coordonnées
cylindriques que

My9o(2) < llgelle®(1 + [Ineg))

et,pourl <s <|J|,

Mje(2) S lpelle® (1 + [Ine))'*.

Ce qui prouve la derniere condition d’intégrabilité.

4. Une Deuxieme Solution Fondamentale

On considere toujours une sous-variété CR générique, g-concave M de classe C?,
de codimension réelle k dans C" etun point zo de M. Il résulte du Théoreme 2.5 que
lenoyau By =), Tk sgn(1) By, obtenu a partir des noyaux B; construits dans
la Section 3, est une solution fondamentale de 1’opérateur de Cauchy—Riemann
tangentiel sur un voisinage U, de z¢ pour certains bidegrés, plus précisément c’est
une forme différentielle définie sur Uy, 20 \ AUz,), oit A(U,,) = {(z,8) €
U, x U, | z = ¢} désigne la dlagonale de .o X Uy, qui vérifie au sens des
courants

3:[Bulp,r—1 + 8c[Buly, = (=D V2 [AW,)], (4.1)

ou [Byl,,, désigne la composante de b1degre (p,r)enzde By,0 < p <net
n—k—q+1<r<n—ka, = =9, —H){ I’opérateur de Cauchy—Riemann tangen-
tiel sur M x M et [A(U,,)] le courant d’intégration sur la diagonale de U,, x U,,.
L’objet de cette section est de construire une nouvelle solution fondamentale de
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I’opérateur de Cauchy—Riemann tangentiel au voisinage de z( dont la singularité
sur la diagonale est d’ordre inférieur.

Pour tout I € Z'(k), on note Ix le multi-indice (i1, ..., ix, *),0ou I = (i,..., i),
et Z'(k, ) I’ensemble des multi-indices I, lorsque I décrit Z'(k). On pose Py =
Pr+ -+ pret oy =Ai i+ -+ A i + AP pOUr A = (A, .., Aj, Ay) €
AYPR

La variété M étant g-concave, il résulte de la définition des fonctions définis-
santes py, ..., pr qu’il existe un sous espace vectoriel E, de dimension g + k sur
lequel la forme de Levi de p, sur U est définie positive.

Comme dans la Section 3 on construit des fonctions w* et @, pour la fonction
Px. Soit

n

9704
F. _2§ -5 — 2 (& — 70).
(z,0) 3{, Zj) = 52,00k (O —z2)) &k — z1)

Si O* désigne la projection orthogonale sur le supplémentaire orthogonal du sous
espace E,, la formule de Taylor implique qu’il existe des constantes strictement
positives a* et B telles que

Re F.(2,8) > pu(Q) — pe(2) +alc — 2> — B|Q*(¢ — 2)?

pour £, z au voisinage de D.
On pose alors

wi(z,¢) =

- Z k(;)(g—aHBZQ @ =200,
;, k=1

w*(z,¢) = (wl(z,C),...,w;‘(z,ﬁ)),
dD*(z, {) = (w*(z, {),; - Z),

ou les fonctions a]’."k, J.k=1,...,n,sont de classe C* sur U et vérifient pour tout
tel
a5 (§) — % o (4)‘
Soit
Fy(£,2) =2 Z (;)(;, D= ) @@ — )& — 20,
k=1
alors

®.(2,¢) = Fi(£,2) + BIQ*(¢ — o)
et par conséquent
Re®.(2,0) = po(§) = pu(2) + -l¢ — 212

Sik = (Riys.--ships Ax) € Apy, est tel que L, # 1, on note A" le point de A,
défini par
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, A,
)\‘i = (V:L...,l).

N W

On considere une fonction y. de classe C* de [0, 1] dans lui-méme, identique-
ment nulle au voisinage de O et identiquement égale a 1 au voisinage de 1, qui
vérifie de plus | x.(¢) — t| < & pour tout ¢ € [0, 1].

Notons w! et ®; les fonctions construites dans la Section 3 pour le multi-indice
I. On pose alors pour A € Ay,

00y
P

I* _ _
w(z,¢,4) =1 M)( %,

@) =Y ah @ — m)
k=1

+ (1= X)) A Y QR (Ck — 26)

k=1
3P .

+ A*<2 p ) — Za}kk(f)@k - Zk))
9 k=1

+ XD B Y 05Tk — 20,

k=1
<I>1*(Z, é‘a )") = (wl*(z’ ;, )")7@‘ - Z)'
Notons que w'* = w! et ®;, = &y, si Ay = 0, et w'* = w* et &y, = d,, si
Ay = 1.
La fonction &y, s’écrit

®r.(z,8,0) = Fi(8,2) + (PM¢ —2),¢ — 7),

ol P* est I’opérateur défini par (1 — x.(1,))AQ* + x.(A,) BQ* et si ¢ est choisi
assez petitet y = % min (o, a™), oll & est la constante de (3.8), on a

Re ®7.(2.2, 1) = pi(8) — pi(2) + %w — 2 4.2)

On définit des sections de Leray (¥) jez/(x,») au voisinage de z en posant pour
J =1Ix
w'(z,¢,1)
CDI* (Z, ;9 )\') '
Remarquons que ¥y |v., xv.\aw.,)xa;, = Y1 A ces sections de Leray on associe
les noyaux Kos.(z, ¢, A) et K1 (2,¢, M), pour (2,8, 1) € Uy x Uy, \ A(Uz,)) X Ags,
définis par

Yy(z,8,4) =

(_1)n(n—l)/2 _ .
Kor«(2,8,0) = ——— Vo1, d(& — 2)) A {(0;,¢ +d)Vor,d(& —2))"
Qim)"
“4.3)
et par

(_l)n(n—l)/Z

Ki(2,5,0) = ————— (Y14, d(C —2)) A {(0z +d) Y1 d(E —2))" " (4.4)
2im)
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On pose également, pour (z,¢) € U, x U, \ A(U,,),

B1.(z,8) = Cor4(z,0) = / Kor (2,8, 1),

reAorx
C[*(Zsé‘):/ K[*(Zags)")s
rEA]L

et comme précédemment on a

02,¢Br = Bsx) — Crs. 4.5)

LEMME 4.1.  Pour (z,¢) € Uy x U\ A(U,,), on a la relation

5;;( > Sgn([)BI*)=(—1)k Y senBi— Y sen()Crh. (46)

I1eT'(k) 1eT'(k) 1eT'(k)

Démonstration. Grace a la relation (4.5) on a

k
3:¢Bre = (=1)'B; — Cr + Y _(=D)""'Byz)..

v=1

Comme on I’a déja remarqué dans la démonstration du Lemme 2.6

k
Y sen() > (=" 'By. =0,

1€T/(k) V=1
ce qui prouve la relation (4.6). UJ
THEOREME 4.2.  Le noyau Ry = ) ;.7 sgn(I)Cr. est une solution fonda-

mentale de I’opérateur de Cauchy—Riemann tangentiel au voisinage de zy. Plus
précisément, onapour 0 < p<netn—k—q+1<r<n-—k

O:[Rulp.r—1+ Oc[Rulpr = (=D [AW,)], “.7)
ot [Ry1,,, désigne la composante de bidegré (p,r) en z de Ry.

Démonstration. Puisque By =), 711 S8 (1) By satisfait larelation (4.1), il suf-
fit de prouver que

az,;< > Sgn(1)31*> = (—=)"By — Ry (4.8)
Iez'(k)
au sens des courants sur U, x U,,.

Soit x une fonction de classe C*° sur R a valeurs dans [0, 1] telle que x(x) =1
si|x|] <1/2et x(x) = 0si|x|] > 1. On pose x:(z,¢) = x(|¢ — z|/¢). Notons
pour simplifier les écritures Ey = Zld,(k) sgn(l)By,.

Puisque 1 — x, estidentiquement nulle au voisinage de la diagonale de U, x U,,,
il résulte du Lemme 4.1 que

32.0((0 = x)En) = 0,0(1 — xe) A Eyg + (1= x)((=1)*By — Ryp)

au sens des courants sur U, x U,,.
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Le Lemme 3.8 nous permet d’affirmer que (1 — x.) By, converge vers By, faible-
ment au sens des courants sur U, x U, quand ¢ tend vers 0. Il nous reste a montrer
que (1 — xe) Ry, (1 — xe)Ey, et E_)Z’;((l — X&) Ep) convergent respectivement vers
Ry, Ey et éz,;EM faiblement au sens des courants sur U,, x U,, quand ¢ tend
vers 0 et que 51,;(1 — Xe) A Ey converge faiblement vers 0.

Soit f une forme différentielle de classe C* a support compact dans U,,,. On a

(= xe(z, ) f(&) AN En(z,0)

teM

= > sen() [ (1= xe(2,0) f(©) A Bra(z,0)

1€T'(k) eM
= 2 sen(D) (1= Xe(2. D) F(©) A Kora(2.5, ).
I1eZ'(k) (&, 2)eM x Aoy

Par définition des noyaux K, des estimations analogues a celles effectuées dans
la Section 3 pour le noyau K(; nous donnent

LF() A Kore(2, 8 ) deg a=11111

_ Z O\ 11— 2n4+2(1|+14-s—m)+m+2
- DU H1+s—m)+m

A0 (&) A--- AP, (8).

0<s<n—2—|I|
0=m=|I|
En bornant m par |I| = k, nous avons tenu compte du fait que si I = (iy,...,ix) €

Z'(k)yonadp; () A---Adp; (§) Adps () = O car p, est une combinaison linéaire

de p1,..., pk-

Soient ¢ un mondme en d¢y, ..., d¢,,d¢, ..., d¢,, M, ..., A1 des points de Ay,
qui forment un systéme de vecteurs indépendants de R¥*!, z, = Im ®(z, ¢, 1Y) et
dt, =d; Im ®(z,¢,A"). Par définition de ®, on a

dn,(z,8) = i(p3 (§) — 9pw (§)) + O,
et par conséquent

| .
0020 (§) = 5dpin (O) + ’zdtv(z, &)+ 0.

Comme dp;v|y = 0 pour tout 1 < v < k + 1, il existe une constante C et des

mondmes o en dii,...,d¢,,dcy, ..., d¢, tels que pour tout iy, ..., i, € I*
(0 A dpi (@) A+ Adpi,)lul < C Y low Arer dlls — 2"
|LI<m

Il résulte alors du paragraphe 6 et du Lemme 7.4 de [16] et de I’inégalité (4.2)
qu’apres intégration partielle en A, |f§eM Xe(2,0) f(O) N Ey(z, §)| est contrdlé
par une somme finie d’intégrales de la forme:

M, = / |U‘Y /\SV=1 dtv|
¢

€MNB(z,¢) ni=1(|l‘v| +1c—zP)e - Z|2n—k—s—2

oul <s <k.
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Il nous reste a prouver que les fonctions de toute famille a k éléments extraite
de la famille (#,);<,<x+1 peuvent étre utilisée comme coordonnées locales. Pour
toutv,1 <v <k+1,onadppy = %dtl, + O, sur M, il suffit donc de montrer que
apm A -+ A dpm # 0, pour tout k-uplet (vy, ..., v;) extraitde (1,...,k 4+ 1).

Puisque p, dépend linéairement de A, ’indépendance linéaire des vecteurs

AL ..., F1 implique I’existence d’une matrice A inversible d’ordre k + 1 telle
que 0p;e = Adprs, Ol 9p;,. est le vecteur colonne dont les coordonnées sont les
dpp,v =1,...,k+1, et dp;. le vecteur colonne de coordonnées dp;,, .. ., 9pi, , 0Px,

sil = (i],...,ik).

Si px = p1+ -+ + pi, on a, par définition des p;;, |ij| = j, dpx = €10pi; +
-+ +&,0p;,, ot g; = i;/]ij|. On note L la matrice carrée d’ordre k + 1 dont les k
premieres lignes sont identiquement nulles et la k 4- lieme ligne vaut (g ... gy — 1)
et B la matrice rectangulaire k 4+ 1 x k, qui coincide avec la matrice A + ALy
privée de sa (k + 1)ieéme colonne identiquement nulle. On a dp;. = Bdp;. De
plus toute matrice carrée By d’ordre k extraite de B est inversible et donc

9 A - AN dpp = det(By)dpi, A -+ A dpi, # O,
car M est générique.

On peut maintenant intégrer en utilisant les coordonnées ¢, et on obtient

< e2(1+ |Inepk.

/ xe(2, ) () N Ey(z,8)
teM

Les mémes estimations, associées au fait que |5Z,;(1 — Xe)| < Cy/e, impliquent
que

< e(l+ |Inep*.

/ 3,01 = Xe(2, ) FO) A En(2,0)
teM

Nous avons donc prouvé que (1 — x.) Ej converge faiblement vers E), et que
E_)M(l — X&) N Ey converge faiblement vers 0 quand ¢ tend vers 0. De plus
I’ opérateur Z_)z,; étant faiblement continu, E_)z,;((l — xe)Ey) converge faiblement
vers 9, Ey.

Etudions maintenant la convergence de (1 — x.) Ry;. Soit f une forme différen-

N

tielle de classe C* a support compact dans U,,,. On a

/ (I = xe(z, N f(O) A Ru(z, %)
teM

= Y sen() | (1= xe(2. ) f(©) A Cra(z.0)

1eT'(k) ceM
= 2 sea(D) (1= (2. ) () A K128, 0).
I1eT'(k) (G AEMXAp

Par définition (cf. (4.4)), des noyaux K;, on a

(_l)n(n—l)/Z -

f(C) A KI*(Z, g, )\-) = —f(é‘) A <¢l*’ dé‘)
Qim)"

A(0z¢ + d)Vrsrd0)' ™ Adzi A Adzy.
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Comme on doit intégrer f({) A Kj.(z,¢, A) sur Ay, qui est de dimension réelle
|1], seule la composante de degré |I| en A du noyau K, donnera une contribution.
Par des calculs analogues a ceux de la Section 3, on obtient

O AW
£ A Kral2 & M gt = i A (@)

= > % A3 (E) A -+ A 3p;, (D).
0<m<|I|
i1y im€ 1%
Notons que comme dans le cas précédent m < |I| = k et remarquons que, puisque
la variété M n’est pas totalement réelle, on a n > k. Avec les notations ci-dessus,
apres intégration partielle en X, f{GM Xe(2, ) fF(O ARy (2,0) | est contrdlé, grace
a (4.2), par une somme finie d’intégrales de la forme:

N, =/ ’USAL:IdtV‘
’ ¢

emnBe [Ihoy (0] + [0 — 2|5 — 22!

oul <s <k.
En utilisant de nouveau les ¢, comme coordonnées locales, on obtient donc que

/ (20 F©) A Ru(z,0)| < 61 + Inet.
teM

Nous avons donc prouvé que (1 — x.) Ry converge faiblement vers R);. O

COROLLAIRE 4.3.  Soit Q un domaine a bord C' relativement compact dans M N
U,.

Si f estune (n,r)-forme de classe Cldans Q,n—k — q+1<r <n-—k,alors
on a la formule suivante au sens des courants sur M

() EDE SR ey 5 | f@) A Ru(z.0)
e

+ (=D / 30 f(O) A Rut(2.0)
e

+ (=D* () ARy (z,0).

€02

Si f est une (n,r)-forme de classe Cldans ,0 <r < q — 1, alorson ala
formule suivante au sens des courants sur M

(_1)(k+1)(r+n)+k(k;l)f(g) _ 5;,/ f(Z) A Ry, ;_)
7€Q
+ (=D f I f(2) A Ry(z,0)
7€Q

+ (= DF () A Ru(z,0).
z€0Q
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5. Estimations

On désigne toujours par M une sous-variété CR générique, g-concave, g > 1, de
codimension réelle k dans C" et par zo un point de M. Dans la Section 4 nous
avons défini une solution fondamentale R, de 1’opérateur de Cauchy—Riemann
tangentiel sur M dans un voisinage U, de z¢. Soit £ un domaine relativement
compact dans M N U,,. Pour toute (n,r)-forme f a coefficients dans L>°(£2),
on pose

Ryf(z) = FOARy(z,0) sin—k—g+1<r<n—k (51
e

Ry f(@) = f (@ ARu(z,8) st 0=r=gq. (5.2)
zeQ

Nous allons étudier les propriétés de régularité de I’opérateur R, en fonction de
la régularité de la variété M.

5.1. Estimations Holderiennes

On note Wf;""(Q) I’espace des (n,r)-formes différentielles a coefficients dans

L>®(Q) et C}/ rz(Q) I’espace des (n, r)-formes différentielles a coefficients holde-
riens d’ordre 1/2.

THEOREME 5.1.  Si M est de classe C’etn—k—q+1<r <n—k, opérateur
Ry est continu de W,B’r"o(Q) dans C/?_(Q).

n,r—1

Démonstration. Soient z; et z, des points de 2. On a

RMf(Zl)_RMf(ZZ)Z/ F@ A (Ru(z1,8) = Ru(z22,0)),

e
et par conséquent

|Ruf(z1) — Ruf(z2)| < / £ A (Ru(z1,8) — Ru(22,0))|

e
It —z11=2lz1— 22|12

req LF() A (Ru(z1,8) — Ru(z2, )|
¢ —z11=2|z1-22]/?
L’opérateur R, étant linéaire, on peut supposer sans perte de généralité que f
est de la forme f = fo, ot f est une fonction dans L®(2) et o un mondme en
dci,...,dc,,dcy, ..., dc,. On obtient alors

IRy f(z1) — Ruf(z2)]

<1f [ o A (R (21.0) = R (22.0))
¢ —21l<2lz1—22]?
FIfl [ o A (Ru(21.0) = Ru (22, ).

[t —z11>2lz1—22]?
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Nous devons donc estimer les intégrales

n= . o A (R (21.0) = R (2. ).
12

[¢—z11=2|z1— 22|

Jo = loo A (Rm(21,8) — Ry (22, 0)I-

T Jien
lg—z11>2lz1— 22|12

Nous supposerons que |z; — z2| < 1. Remarquons que

J s/{m |aARM<ZI,§)|+ﬁEQ o A Rug(22, 0.
lt—z11=2|z1— 22| "2 lt—z2|<3z21—22|/?

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que

o ARy(z,¢)

Z sgn(/) [0 A K14(2, &, A)]dega=11|

1€T'(k) AEAL

5 Z/ QU 3y €) A= A 01, ).
reA, Q)

iy, im€l* (53)

La variété M est supposée g-concave avec g > 1 et par conséquent n > k + 1.
L’intégration partielle par rapport a A permet de contrdler

o AR L0, j=12,

/@ o A Ru(z;, 0,
lt—zjl=<cjlzi—z2] /2

par une somme finie d’intégrales de la forme:

Az122) 2/ lo A 8pi(§) A -+ A 3pi, (O]
’ LeQ k+1|<D(Z, Z, )‘«U)H{ _ Z|2n—3k+m—3’

l¢—zl<cjlzi—z2|V? L 1V=1

ott Al,..., X+ sont des points de A, I € Z'(k), qui forment un systéme de
vecteurs indépendants de RF+1.

On pose toujours ¢, = Im ®(z,¢,1") et dt, = d; Im ®(z,¢,A"). 1l résulte de
la définition de p, et de I’étude faite dans la Section 4 que pour tout multi-indice
(vi,...,vp) extraitde (1,...,k+1),ona

0 Adpi (@ A=+ Adpi, | S Y low Arer dnllg — 2"
0<|L|<m
ouL = (I,...,/[1)) estun multi-indice de longueur |L| < k extraitde (vy, ..., vg).
Comme |L| < k,ilexiste vy € {l,...,k 4+ 1} \ L etd’apres (4.2)
k+1

H|¢‘(Z,§, )\’U)”é- _ Z|2n—3k+|L‘73

v=1

> [[I®G e M)l@(z, ¢, 2)llg — 241473,

leL
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Le terme de A(z1, z2) correspondant a un multi-indice L = (J est majoré par

A < dX
0@ 23S || s (xR
IX|<cjlzi—z2|"/?
1/2
<lz—z2l2

Si0 < |L| < k, les fonctions #;,, .. ., ty,,»ty, peuvent étre utilisées comme coor-
données locales ainsi que nous 1’avons remarqué dans la Section 4. Les termes de
A(z1, 22) correspondant a un multi-indice L de longueur strictement inférieure a
k sont donc contrdlés par:

dXx
AL(ZI,ZZ) 5 / .
XeR2n—k " HLL:‘TIUXU' 4 |X|2)|X|2nfk*\l‘|*3

X|=cjlzi—z2l

< |z1 — z2/(1 + |In|z; _Z2||)\L|+1.

Si|L|=k,ona
k+1
[TloG eieE o) =] ]Io 2.
leL v=1
En remarquant que
k+1 k
v : vin14+1/k
ch(z,c,x )| = vl,“.,u:é‘}f?.‘.,kg}g'q’(z’“’)' "

on peut majorer le terme de A(z;, z2) correspondant a L de longueur k de la maniere
suivante:

170.¢
Ap(z1,22) S f
XeRr2—k s 1—[/;:](|XU| + |X|2)1+1/k|X|2n—2k—3

[X|=cjlz1—z2l
1/2

S lz1 — 22|

On en déduit donc que J; < |z; — z2|"/2. Nous allons maintenant étudier J5.
Il résulte de la définition de J; et de (5.3) que

oy | M)

(&, )EQX ALy ®"(z1,8,))
LET(0) ™ |t — 71|12 2] 21— 22| /2

| Neaoh)

cD"(Z%C’)‘)

ol N(z, ¢, ) est une fonction de classe C*™ en z qui est un O41—p,.
On peut écrire

N(Zlaga)") _ N(ZZ,C,)L) — N(Zlaé")")_N(ZZ’C’)")
Q"(z1, 6,4 PM(z2,8,A) ®"(z1,8, 1)

1 1
+N(Zz,§,k)|: ]

‘|a A 0P (8 A+ A Dp;, (DI,

®(z1,8,%)  D'(z2,(,R)
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On obtient alors

7= /
(C,M)eQX Af4

It —z11>2lz1—22|"/2

< | [ 175.¢

<1 —22 E

~ XeR2n—k s+1 X X2 in k—s—2
0<s<k 2\11722\]/2§|X\§C 1_[ (l | + | | )| |

k+1
<z — z2l(L+ |Infzy — 22| D*F,

N(Zla é")") - N(Z29 é")")
®"(z1,8, 1)

car [N(z1,¢,4) — N(z2, 8, M| = |21 — 22| Ok
La fonction ®(z, ¢, 1) est de classe C* en z et par conséquent

1 — |21 — 22|
q>"(Zl,§7 )") (Dn(Z29§ )") an_p(Zla é" A‘)(D[H—I(ZZ’ ;, )\')

p=0

En remarquant que si |& — z1| > 2|z; — z2|Y?, alors 1/2 < [¢ — z1]/]¢ — z2] < 2,
apres intégration partielle en A nous obtenons

= N(z2.60) 1
2= Jeneaxar @ d>"<zl, LA ®(22,00)

[t —z11>2lz1—22|?

< | / dXx
=171 — 22 Z
XeR2n—k s 2\1+1/s 2n—k—s—1
I<s<k 2\117Z2\1/2S|X\SC Hvzl(lxvl + |X| ) |X|

| l/ dX

+1z1—2

: 2! Jxement (1X1] + 1X]?)| X |2 =kt
2lz1—z2V2<|X|=C

12
<zt —zalY

et par conséquent J, < |z; — 2|2

On en déduit donc qu’il existe une constante C telle que si z1, 2z, € 2

IRuf(z1) — Ruf(z2)| < Cll flloolz1 — 22| 2 (5.4)
OJ

Remarquons que si on se restreint a une courbe complexe tangente joignant z; a z,
la différentielle d,® s’annule a ’ordre 1 en z = ¢. Par des estimations analogues,
on en déduit que Ry, f est de classe C' ¢ sur toute courbe complexe tangente de M.

Dans le cas des petits degrés, les roles de z et { sont inversés; pour appliquer
les estimations ci-dessus nous avons donc besoin d’un noyau de classe C! en ¢.
Comme R, fait intervenir des dérivées d’ordre 2 en ¢ des fonctions définissantes
de M, nous devons supposer que M est de classe C>.

THEOREME 5.2.  Si M est de classe C? et 0 < r < g, ['opérateur ﬁM est continu
de W92°(Q2) dans CL/? 1(€2).

n,r n,r—



Solutions Fondamentales et Estimations Optimales 579

5.2. Estimations d’Ordre Supérieur
Nous allons utiliser des idées développées dans [18] et reprises par [9].

Onnote ®;(z, ¢) lafonction ®; pour J = (Ay,..., Ak, Ay) € Z'(kx)avec A ; = 1.
LEMME 5.3. Il existe des champs de vecteurs Y C, e Y,f tangents a M tels que
pourtout { €elU(zp)etl1 <i,j <k

Y 08, 0) = 8y,

ou §;; désigne le symbole de Kronecker.

Démonstration. Puisque M est générique, dp; A --- A dpr 7 O sur U(zq) et par
conséquent la matrice

(0p1(8),9p1()) ... (9pk(8), 3p1(8))
A= : : )
(001(8),9pk(8)) ... (9pk(8), Ipk())
ol
000y, 00,00 = Y B 0% )
e —~ oz, 0L
est inversible pour tout { € U(zg) et il existe vy,..., v € {1,...,n} tels que la
matrice
ap1 Ao
9, @ ... 2., )
B=| :
ap1 9Pk
9., @ ... 9%, )
est inversible pour tout ¢ € U(zg).
On pose

vf = 1ia~(c>i%(;)i - 1iﬂ-»<c)i
i 2 = ) —~ agv 3§v 2 = ij 8Euj

ou [a;;] = A et [Bij] = B~ L
On montre alors facilement que pour 1 < i, j <k
Y ®i(5.0) =8 et Yip =0 U
Puisque p, = p; + - - - 4+ px, on a par définition de P,
k
Or(2,8,0) = Y (hy + 1) P(2,0) + Os.
j=l1

Pour A € Ay, on définit le champs de vecteurs Y, par
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k

Aj o+
Yf:Z—”L* Ye,

=1 Zf:lo‘j +a07

Le champs de vecteur Yf est tangent a M et vérifie deJI*({, ¢,A) =1lpour¢ e
U(zo) et A € Ay,

DEFINITION 5.4.  Une forme différentielle définie sur U(z¢) x U(zg) X Ay, ap-
partient a la classe &; si elle peut s’écrire
Ea+k7m
(CDI* + 5)/3

oll E/ = 0y(¢ — z)7 et a et B sont des entiers tels que 2n — 1 — 28 + a > 0.
On dira qu’un noyau L; est dans la classe L si

Ls(z,%) =/ Es(z,8,M),
rEATL

0piy A -+ NPy,

ou E; appartient a &s.

Le noyau Ry, est une somme finie d’éléments de la classe £y. Remarquons que
si on remplace R, par un noyau de la classe L4, § > 0, 1’inégalité (5.4) reste vraie
avec une constante C qui ne dépend pas de §, car | P, +65| > %(Re @) +|Im &y ).

Si X? est un champs de vecteur tangent 2 M en la variable z, on note X¢ le
champs correspondant en la variable ¢.

LEMME 5.5. Fixons 8 > 0, pour tout noyau Es de classe C' appartenant a Es, il
existe ¢ > 0 tel que pour (z,¢) € U(zo) x U(zg) vérifiant |z —¢| < eona

X+ X
X°Es = —X°Es + QYfLa + Gj,
)\CDI*

ot G est une somme finie de noyaux de classe C'~" appartenant a Es.

Démonstration. On remarque que puisque chb,*(g, ¢, X)) =1pour ¢ € U(zp), il
existe ¢ > 0 et une constante C telle que deDI*(z, Z,A) > Csi|z—¢| <e. Par
ailleurs

(X +XE/ = EY,

(X*+ X9, =E,
YiE) = E/7L,
Le lemme résulte alors d’un calcul direct. O

On note Wnl:f’o(SZ) I’espace des (n, r)-formes différentielles de classe C! dont les
dérivées d’ordre [ des coefficients appartiennent a L*°(£2) et C,ll,tl/ 2(SZ) I’espace
des (n, r)-formes différentielles de classe C' dont les dérivées d’ordre [ des coef-

ficients sont holderiennes d’ordre 1/2.

THEOREME 5.6. Si M estde classe C'T2 etn —k — q+1<r <n-—k,lopérateur
Ry est continu de W,f:f’o(Q) dans C,l,ﬁ.lf%(Q).
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Démonstration. Fixons un point z; dans €2 et choisissons une fonction y a support
compact dans €2 telle que x(¢) = 1,51 |¢ —z1] < ¢/d,et x(¢) =0,s1 | — 71| >
&/2, 0l ¢ est donné par le Lemme 5.5. Onpose D(z;) = {z€Q | |z—z1]| < g/4}.
On écrit

Ruf(z) = / o XOFO ARz, )+ | (A= x@EN @) A Ru(z,5).
te

e

On note Ji(f) la premiere intégrale du second membre et J,(f) la seconde.
Puisque Ry (z,¢) est de classe C*™ en z pour z # ¢, I'intégrale J,(f) est de
classe C* sur D(z;).

LEmMME 5.7. Soient § > 0, Ls un noyau de classe C! appartenant a L et f une
(n,r)-forme dans W, >°(Q). Si

Lsf(z) = f KOS AL
e

et si X{,..., X; sont des champs de vecteurs tangents a M, j < [, alors X} ...
X ]-ZL,; f appartient a C,l/ 2(Q) et il existe une constante C; indépendante de § et de
f telle que

IX7 .. X;Ls flly2,0¢0) = Cill flloo-

Démonstration. Le Lemme 5.5 et une intégration par parties donnent
XLif@ = [ XK@ A L0+ [ x©5© A Pitz.0)
e e

ol X¢ estun champs de vecteurs tangent a M indépendant de § et Ps; une somme
finie de noyaux de classe C!~! appartenant a £ 5. En appliquant successivement les

champs de vecteurs X{, ..., X jz, on obtient donc
XiLsf(z) = Z Z / X5 @ FQ) A Q5(2,0),
v=0 j,e{l,...,,

ol Q5 est une somme finie de noyaux de classe C'~! appartenant 4 £5. On peut
estimer les intégrales du membre de droite comme dans la Section 5.1 avec des
constantes indépendantes de § ainsi que nous 1’avons remarqué apres la Défini-
tion 5.4. U

Terminons la démonstration du Théoréme 5.6. On note L; » le noyau obtenu en
remplagant ®;, par &;, + & dans Ry,. On peut montrer en utilisant les mémes ar-
guments que dans le Lemme 2.11 de [9] que L5 mfet X{. X L,; mf converge
uniformément vers R ufetXf. .. X JZR mf sur 2 lorsque 8 tend vers 0. Les con-
stantes C; du Lemme 5.7 étant indépendantes de 3, le théoreme est alors démontré.

O
Un travail similaire en inversant les roles de z et ¢ permet d’obtenir le théoréme
suivant:
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THEOREME 5.8. Si M est de classe C'*3 et 1 < r < q, l'opérateur ﬁM est con-
tinu de W, >(Q) dans C,},/1(Q).

Nous terminons en prouvant un lemme de Poincaré pour le 9, avec régularité
c2,

THEOREME 5.9. Soient M une variété CR générique q-concave, de codimension
réelle k, de classe C* plongée dans C" et 7o un point de M. Pour tout voisinage
ouvert U de zy dans M, il existe un voisinage ouvert V.C U de z et pour tout r
telquel <r <q—1loun—k—q+1<r <n—k,un opérateur

T Cor(U) = Cor (V)

possédant les propriétés suivantes:

(1) f|v_8;,Tf+T,+18;,fp0url<r<q 2etn —k—qg+1<r<n-—k;

Gi) flv =0T, f,sir=q —1letd,f =0;

(iii) si f € C WU)alors T, f € Cl+l/2(V) si M estde classe C't3 et 1 <r <
q—louszMestdeclasseCl”etn—k—q~|—1fr§n—k.

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que U est contenu dans
M N U,,. Soit B une petite boule centrée en z telle que 2 = B N M soit un do-
maine & bord C' relativement compact dans U. Si f est une (n, r)-forme continue
sur U, on définit les opérateurs P, par:

P f(§) = (=1)kFDertmrkrh/2 £ AR nn—k—r—1(2,7)
z€bQ2

sil<r<gqg-—1;

P f(z) = (=)kFDrmFkeD/2 . £ ARy (2,0)
rebQ

sin—k—g+1<r<n-—k.

Il résulte de la définition des noyaux Rj; que les opérateurs P, sont continus de
C,ll +(U) dans C’ +(82) si M est de classe C*3etl <r <qg—1ousi M estde
classe CH*2etn—k— g +1<r <n—k. Soit B’ une autre boule centrée en z
telle que B'N M CC Q. En utilisant le noyau de Henkin associ€ a 1a boule B, on
obtient un opérateur linéaire continu L, de CL,(B’) dans C,ljf_l(B/), 0<e<l,
tel que

Prle’ = éLr—IPrf+LréPrf'

On pose alors
T,f = (=)WFDCEDHEEDRR, f + (—DFL, (P, f.

La formule d’homotopie du (i) résulte alors du Corollaire 4.3 et du fait que,
grice a (4.7), 0P, = Pry10p,si0 <s<g—2etn—k—qg+1<r <n—k.

Le point (ii) se déduit aussi du Corollaire 4.3 en remarquant que 9P, f = 0, si
3y f = O0etr = g — 1. En appliquant la Proposition 3.2 et le Lemme 4.1 on obtient



Solutions Fondamentales et Estimations Optimales 583

3 cRy = (=D >~ sen(1)Cy.
IeT'(k)

Mais, d’apres le Lemme 3.4, E_)Z[Cl]n,,,,k,q = 0 et par des arguments analogues
a ceux développés dans [15, Lemme 5.4 et 5.5], pour tout I € Z'(k), on peut
approcher uniformément au voisinage de b2 les [C;], ,—x—4 par des formes 5Z—
fermées au voisinage de Q. Alors la formule de Stokes permet de prouver que
P, _1f =0,si 9, f = 0.

Finalement (iii) est une conséquence des Théoremes 5.6 et 5.8 et de la régular-
ité des opérateurs L. UJ

6. Appendice

Cet appendice reprend des résultats démontrés dans [16], utilisés pour estimer
I’intégration en A pour les différents noyaux.

Soient 4 > 2 un entier et K = (ky,...,k;) € P'(h), on pose digx = diy, A
-+ AdAy,. Soient de plus C,, § et & des constantes positives, ¢, ..., ¢, des nom-
bres complexes tels que

Rep; > +¢ (6.1)
Sii,je{l,...,h} aveci # j, Vji représente la dérivée partielle % en con-
* 1< N z > J
sidérant A; dans le systeéme de coordonnées (A, ...,A;,...,Ap) sur A ) eton
note o ) .
i...iy _ i i
le...j, - le er

pourt > 2, etl <i,,j, < h,aveci, # j, v=1,...,1).
Soient y et I' deux fonctions de classe C™ sur A, p) telles que

.....

&
Yl < 7. 6.2)

iy &
Vi iyl = 4, (6.3)
W) < C., (6.4)
Vi T < C, (6.5)

pourtout e A, p,1 <t <h+2,1<i,j, <h,aveci, # j, v=1,...,1).
Rappelons les estimations prouvées dans le Théoreme 6.1 de [16]:

THEOREME 6.1.  Si pour tout p €N, on note C, = (3p)! 277, alors:

1. pourtout peN,ona

/ C(G)dra,. w _ G
pm (20 gy +y )71 T G+
2. pour tout K € P'(h) et tout p > |K| + 1,

C,C,

/ C)durq,...n
h

< .
A(] _____ ) (Zj’:l )\.I(pj ‘I‘]/()\.))p H]el(|(pj|(8 +8)p_‘K|
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On définit maintenant la notion de famille de sommets admissibles correspondant
a la Définition 7.3 dans [16]:

DEFINITION 6.2.  Soit « la constante donnée par la relation (3.5). Une famille de

sommets admissibles est une famille ordonnée (A ..., ") de points de A y+1)
telle que:

(i) il existe K = (ky,...,k;) € P'(N + 1) tel que A e Ak, pour j =1,...,1;
(ii) Ag,...,A; sont des vecteurs linéairement indépendants dans R/

(ii1) pour tout (£,z,7) € C" x Uy x A, ... 1) la fonction y définie par

.....

l 1
y({,Z,T) = (p(é—’z’ th)‘]) - ZT/‘@(C,Z’M)

j=1 j=1
vérifie les relations suivantes:
o
¥ @20l = gle =2l (6.6)
i o
Vil gy @0l = g1t =2l (6.7)

pourtoutl <r <I[1+42,1<i,,j, <l aveci, # j, v =1,...,1).

Si (A, ..., ") est une famille de sommets admissibles, on note

1
AGL... W) = {erﬂ,rem ..... z}.

On dit alors qu’un simplexe A est admissible s’il existe une famille de sommets
admissibles, (A!,..., 1), telle que A = Ay .
On peut maintenant énoncer le lemme suivant, qui est démontré dans [16]:

LEMME 6.3. Ilexistes > Otel que, si K = (ky,...,k;)) e PP(N+1Det,.... N e
Ak sont des vecteurs linéairement indépendants avec

W =M <e (I<i,j<D)
alors (AL, ..., A est une famille de sommets admissibles.

D’apres le Lemme 6.3, on peut diviser A; en un nombre fini de simplexes admis-
sibles.
Si AL ..., A est une famille de sommets admissible fixée, on pose

AGL...0h = (hehg | Ae Al ... A

Les intégrales sur Ag; sont donc des sommes finies d’intégrales associées a des
simplexes admissibles.
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Pour majorer I’intégration en A, on remarque alors que

w:[O 1]><A1—>A,

>2
1 1
(1,9) —> (r, (1— t)Zl?jAj,...,(l— r)ZﬁjA;),
j=1

j=1

est un difféomorphisme et on peut alors utiliser le Théoreme 6.1.
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