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Solutions Fondamentales et Estimations Optimales
pour l’Opérateur de Cauchy–Riemann Tangentiel

Moulay Youssef Barkatou &
Christ ine Laurent-Thiébaut

Dans le cadre de l’étude de l’opérateur de Cauchy–Riemann tangentiel sur les
variétés Cauchy–Riemann (CR), il est particulièrement intéressant d’obtenir des
estimations optimales pour la résolution de l’équation ∂̄bu = f ainsi que des
théorèmes de régularité.

Dans cet article nous considérons le cas d’une variété CR générique q-concave
M de codimension réelle k, plongée dans C

n et nous construisons un noyau RM
surM, qui possède des propriétés analogues au noyau de Bochner-Martinelli dans
C
n. Le résultat principal est le théorème suivant:

Théorème 0.1. SoientM une variété CR générique q-concave, de codimension
réelle k, de classe C 3 plongée dans C

n et z0 un point deM. Il existe un voisinage
Uz0 de z0 dansM et un noyau RM tel que si 
 est un domaine à bord C1 relative-
ment compact dansM ∩ Uz0 alors

(i) Si f est une (n, r)-forme de classe C1 dans 
̄, n− k − q + 1 ≤ r ≤ n− k,
on a la formule suivante au sens des courants surM

(−1)(k+1)(r+n)+ k(k+1)
2 f(z) = ∂̄b

∫
ζ∈


f(ζ) ∧ RM(z, ζ)

+ (−1)k+1
∫
ζ∈


∂̄bf(ζ) ∧ RM(z, ζ)

+ (−1)k
∫
ζ∈∂


f(ζ) ∧ RM(z, ζ).

(ii) Si f est une (n, r)-forme de classe C1 dans 
̄, 0 ≤ r ≤ q − 1, on a la for-
mule suivante au sens des courants surM

(−1)(k+1)(r+n)+ k(k+1)
2 f(ζ) = ∂̄b

∫
z∈

f(z) ∧ RM(z, ζ)

+ (−1)k+1
∫
z∈

∂̄bf(z) ∧ RM(z, ζ)

+ (−1)k
∫
z∈∂


f(z) ∧ RM(z, ζ).
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(iii) Les opérateurs intégraux définis par le noyau RM sont continus de C ln,r (
̄)
dans C l+1/2

n,r−1(
), siM est de classe C l+2 et n− k− q +1 ≤ r ≤ n− k ou siM est
de classe C l+3 et 1 ≤ r ≤ q.
On en déduit un Lemme de Poincaré pour l’opérateur de Cauchy–Riemann tan-
gentiel avec régularité C l+1/2 (cf. Théorème 5.9).

Le Théorème 0.1 a déjà été annoncé dans [6] mais malheureusement une erreur
s’est glissée dans la construction des noyaux (ils ne possèdent pas les propriétés
d’holomorphie exigées). Ici nous utilisons les noyaux introduits dans [16] pour ré-
soudre l’équation de Cauchy–Riemann dans des domaines à coins q-convexes de
C
n. La démonstration reprend de nombreux arguments de [6]. Le Théorème 5.9

est prouvé dans [5] en s’appuyant sur les résultats de [6], nous en redonnons une
démonstration utilisant les noyaux construits ici et dont les grandes lignes suivent
celle de [5].

Un corollaire important est un résultat de régularité pour l’opérateur de Cauchy–
Riemann tangentiel dans un cas où l’équation de Cauchy–Riemann tangentielle
n’a pas de solution locale.

Corollaire 0.2. SoientM une sous-variété CR générique 1-concave, de classe
C l+3 d’une variété analytique complexe et T une distribution d’ordre l surM. Si
∂̄bT est une (0,1)-forme de classe C l sur M alors T est en fait une fonction de
classe C l+1/2 surM.

Le Corollaire 0.2 améliore un résultat de [3] (voir également [2, Thm. 1]) où
l’auteur prouve un théorème de régularité hölderienne d’ordre 1

2 − ε si M est de
classe C 3 et d’ordre 1/2k − ε siM est de classe C 2. On ignore actuellement com-
ment éviter la perte de régularité lorsqueM est de classe C 2, même dans le cas des
hypersurfaces. Il est démontré par Fischer [9], lorsque M est une hypersurface.
Nous ne répétons pas ici la démonstration, qui est identique à celle donnée dans
[9] (voir aussi [3]).

Replaçons maintenant ces résultats dans leur contexte historique. Les premières
solutions fondamentales pour l’opérateur de Cauchy–Riemann tangentiel ont été
définies vers 1975, dans le cas oùM est le bord d’un domaine strictement stricte-
ment pseudoconvexe de C

n, dans des travaux de Romanov [21], Henkin [12], et
Skoda [23]. Les noyaux construits indépendamment par Henkin et Skoda ont été
repris par Boggess dans son livre [7], où il prouve des estimations C l. Ensuite Har-
vey et Polking ont considéré dans [11] le cas des hypersurfaces faiblement pseudo-
convexes possédant une fonction support birégulière.

Lorsque M est une hypersurface dont la forme de Levi possède une signature
mixte, la condition naturelle sur M pour obtenir des résultats de résolubilité lo-
cale pour l’équation de Cauchy–Riemann tangentielle est la condition Y(q) de
Kohn. En 1985, Boggess et Shaw [BoSh] ont défini des noyaux permettant de ré-
soudre l’équation de Cauchy–Riemann tangentielle dans ce cadre pour une donnée
à support compact. En 1992, Fischer et Leiterer [10] ont prouvé une formule de
Bochner–Martinelli–Koppelman pour les hypersurfaces de classe C 2 dont la forme
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de Levi possède q paires de valeurs propres de signes opposés, ainsi que des esti-
mations uniformes. Dans [4], le premier auteur a amélioré leurs résultats en prou-
vant des estimations C1/2−ε, ε > 0, pour les mêmes noyaux. Finalement Fischer
[9] a construit de nouveaux noyaux permettant d’obtenir les estimations optimales
C l+1/2 dans ce cadre. Notons également le travail [22] de Shaw qui étend les ré-
sultats de Henkin aux hypersurfaces satisfaisant la condition Y(q) et construit une
solution fondamentale pour l’opérateur de Cauchy–Riemann tangentiel surM.

L’extension naturelle en codimension supérieure de la condition Y(q) est la no-
tion de variété CR q-concave. Les premiers résultats sur la résolution de l’équation
de Cauchy–Riemann tangentielle dans les variétés CR q-concaves sont annoncés
par Henkin dans [13], puis développés dans [1]. Dans sa thèse [3], le premier auteur
a étendu les résultats de son article [4] au cas des variétés CR q-concaves, obtenant
ainsi des noyaux de type Bochner–Martinelli avec des estimations C1/2−ε sur M.
Ces noyaux sont construits par itération de la résolution du ∂̄ dans des domaines
à coins q-convexe attachés à la variété M. Une “presque” formule d’homotopie
(i.e., modulo un opérateur compact) avec estimations optimales est prouvée par
Polyakov dans [19] pour les espaces de Stein et dans [20] pour les espaces C k. Dans
ses articles Polyakov introduit la notion de variété régulièrement q-concave et ob-
tient ses résultats sous cette hypothèse à priori plus restrictive que la q-concavité.
Néanmoins il est prouvé dans [17] que siM est q-concave, il existe q ′ ≥ q tel que
M soit régulièrement q ′-concave et les résultats de Polyakov s’étendent donc au
cas des variétés q-concaves.

Notre travail répond à une question de Henkin, posée au début des années 90, sur
la possibilité de construire une solution fondamentale pour l’opérateur de Cauchy–
Riemann tangentiel permettant d’obtenir un gain de régularité 1/2, ce qui est op-
timal dans ce cadre.

L’article est organisé comme suit. Dans la Section 1, nous décrivons la situ-
ation géométrique et nous introduisons les principales notations. Dans la Sec-
tion 2, nous montrons que l’existence d’une famille de noyaux satisfaisant une
équation aux dérivées partielles adéquate et de bonnes conditions d’intégrabilité
permet de prouver une formule de type Bochner–Martinelli–Koppelman dansM.
La Section 3 est consacrée à montrer que les noyaux introduits dans [16] satisfont
les propriétés exigées dans la Section 2 et permettent la construction d’une pre-
mière solution fondamentaleBM pour l’opérateur de Cauchy–Riemann tangentiel.
Lorsque M est une hypersurface, ces noyaux coïncident avec les noyaux définis
par Fischer dans [9] et satisfont donc des estimations C l+1/2. En codimension k >
1, les noyaux utilisés ont une dépendance non linéaire par rapport à un paramètre
λ et nous sommes amenés à utiliser des résultats prouvés dans [16], rappelés ici en
appendice (Section 6), pour montrer les conditions d’intégrabilité demandées. Par
ailleurs les noyaux BM satisfont seulement des estimations C l+1/2−ε, ε > 0. Nous
utilisons ensuite, dans la Section 4, une idée de [6] pour construire de nouveaux
noyaux moins singuliers qui permettront d’obtenir les estimations optimales. La
Section 5 est dévolue à l’étude de la continuité des opérateurs intégraux associés
aux noyaux construits dans la Section 4.



548 M. Y. Barkatou & C. Laurent-Thiébaut

Cet article a été écrit pendant le séjour du second auteur à la Chalmers Uni-
versity à Göteborg puis à la Humboldt Universität à Berlin. Il souhaite remercier
ses collègues Bo Berndtsson et Jürgen Leiterer pour leur accueil et les excellentes
conditions de travail dont il a alors bénéficié.

1. Situation Géométrique et Notations

Soit M une sous-variété différentiable de classe C 2 de C
n de codimension réelle

k, 1 ≤ k ≤ n, définie par

M = {z∈ω | ρ̂1(z) = · · · = ρ̂k(z) = 0},
où ω est un ouvert de C

n et ρ̂1, . . . , ρ̂k des fonctions de classe C 2 sur ω à valeurs
réelles qui vérifient dρ̂1(z) ∧ · · · ∧ dρ̂k(z) �= 0 pour tout z∈M.

On note T C

z M l’espace tangent complexe àM au point z∈M. On a

T C

z M =
{
ξ ∈C

n
∣∣∣ n∑
j=1

∂ρ̂ν

∂zj
(z)ξj = 0, ν = 1, . . . , k

}
.

On suppose queM est Cauchy–Riemann (CR) générique, c’est-à-dire que

dimC T
C

z M = n− k
pour tout z∈M, ce qui équivaut à

∂̄ρ̂1(z) ∧ · · · ∧ ∂̄ρ̂k(z) �= 0

pout tout z∈M.
On suppose également queM n’est pas totalement réelle (i.e., k < n) et queM

est q-concave, 1 ≤ q ≤ n−k
2 , c’est-à-dire que pour tout z∈M et tout x ∈R

k \ {0}
la forme hermitienne sur T C

z M,
∑

α,β

∂2ρ̂x

∂zα∂z̄β
ξα ξ̄β , où ρ̂x = x1ρ̂1 + · · · + xk ρ̂k ,

possède au moins q valeurs propres strictement négatives.
Fixons z0 ∈ M et U ⊂⊂ ω un voisinage de z0 dans C

n. Puisque M est q-
concave, d’après le Lemme 3.1.1 de [1], il existe une constante C > 0 telle que,
pour j = 1, . . . , k, les fonctions

ρj = ρ̂j + C
k∑
ν=1

ρ̂2
ν et

ρ−j = −ρ̂j + C
k∑
ν=1

ρ̂2
ν

possèdent la propriété suivante:

pour tout I ∈ I et tout λ ∈ &I la forme de Levi de la fonction ρλ =
λi1ρi1+· · ·+λi|I |ρi|I | admet au moins q+ k valeurs propres strictement
positives sur U,
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où I désigne l’ensemble des parties I ⊂ {±1, . . . , ±k} telles que |i| �= |j | pour
tous i, j ∈ I tels que i �= j, |I | le nombre d’éléments de I et &I le simplexe des
suites (λj )j∈Z des nombres réels λj ∈ [0,1] tels que λj = 0 si j /∈ I et

∑
λj = 1.

On note I(l ), 1 ≤ l ≤ k, l’ensemble de tous les I ∈ I tels que |I | = l. On or-
donne I ∈ I par le module de ses éléments et on note I ′(l ), 1 ≤ l ≤ k, l’ensemble
des multi-indices de longueur l tels que si I = (i1, . . . , il) alors |iν | = ν pour ν =
1, . . . , l. Si I ∈ I et ν ∈ {1, . . . , |I |}, on pose I(ν̂) = I \ {iν}, où iν est le νième
élément de I après avoir ordonné I.

Finalement on pose

sgn I =
{

1 si le nombre d’éléments négatifs est pair,

−1 si le nombre d’éléments négatifs est impair.

Soient I = (i1, . . . , il) un multi-indice de I(l ), 1 ≤ l ≤ k, et D un domaine
relativement compact dans U. On définit

DI = {ρi1 < 0} ∩ · · · ∩ {ρi|I | < 0} ∩D,

D∗
I = {ρi1 > 0} ∩ · · · ∩ {ρi|I | > 0} ∩D,

SI = {ρi1 = 0 = · · · = ρi|I | = 0} ∩D,

S+
{j} = D̄{j} pour j = ±1, . . . ,±k,
S+
I = SI( |̂I |) ∩ D̄{i|I |} si I ∈ I et |I | ≥ 2,

S̃I = SI ∩ {ρ|I |+1> 0} ∩ {ρ−(|I |+1) > 0} si 1 ≤ |I | ≤ k − 1.

Notons que

SI = S+
I(|I |+1) ∪ S+

I(−(|I |+1)) ∪ S̃I
et que S̃I = ∅ si |I | = k − 1. Ces variétés sont orientées comme suit: DI et D∗

I

comme C
n pour tout I ∈ I, S+

{j} commeD{j} pour j = ±1, . . . ,±k, SI comme ∂S+
I

pour tout I ∈ I, S+
I comme SI( |̂I |) pour tout I ∈ I si |I | ≥ 2 etM ∩D comme SI

si I = {1, . . . , k}.
On étend les définitions précédentes au cas où |I | = 0, c’est-à-dire I = ∅, en

posant S∅ = D et S̃∅ = S∅ ∩ {ρ1 > 0} ∩ {ρ−1 > 0}.
Si f est une fonction définie sur un ouvert 
 de M, on définit la norme hölde-

rienne d’ordre α, 0 < α < 1, de f par

‖f ‖α,
 = sup
z∈


|f(z)| + sup
z,ζ∈

z �=ζ

|f(z)− f(ζ)|
|z− ζ|α .

SiM est de classe C l, on note C l+α(
) l’espace de Fréchet des fonctions de classe
C l sur 
 dont toutes les dérivées tangentielles d’ordre l sont localement hölderi-
enne d’ordre α. Pour tout compact K de 
, le maximum de la borne supérieure
sur K des dérivées tangentielles d’ordre inférieur à l et de la norme hölderienne
d’ordre α des dérivées tangentielles d’ordre l définit une semi-norme sur C l+α(
).
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Si f est une (n, r)-forme différentielle sur 
 ⊂⊂ M, elle s’écrit

f =
∑
J

fJ dz ∧ dz̄J

avec dz = dz1 ∧ · · · ∧ dzn et dz̄J = dz̄j1 ∧ · · · ∧ dz̄jr , carM est plongée dans C
n.

La norme de f est alors donnée par le maximum des normes des fJ .

2. Formule de Bochner–Martinelli–Koppelman
pour les Variétés CR

L’objet de cette section est de montrer qu’une famille de noyaux satisfaisant
une équation aux dérivées partielles adéquate et possédant de bonnes propriétés
d’intégrabilité permet d’obtenir une formule de Bochner–Martinelli–Koppelman
dans les variétés CR de codimension quelconque.

Nous nous plaçons dans la situation géométrique de la Section 1.
Pour I ∈ I, 0I désigne le multi-indice (0, i1, . . . , i|I |), où I = (i1, . . . , i|I |) est

ordonné en module croissant.
On poseC0(z, ζ)=B(z, ζ), oùB(z, ζ)désigne le noyau de Bochner–Martinelli–

Koppelman dans C
n, ce qui correspond à un multi-indice I de longueur nulle.

On suppose que l’on sait associer à chaque multi-indice ordonné I ∈ I(l ), 1 ≤
l ≤ k, des formes différentielles C0I(z, ζ) de degré 2n − |I | − 1 et CI(z, ζ) de
degré 2n − |I |, de classe C1 pour z ∈ D̄I et ζ ∈ D̄∗

I tels que z �= ζ, qui vérifient
l’équation aux dérivées partielles

∂̄zC0I + ∂̄ζC0I = C0δ(I ) − CI , (2.1)

où C0δ(I ) = ∑|I |
ν=1(−1)ν+1C0I(ν̂).

On suppose également que les noyaux CI satisfont les conditions d’annulation
suivantes:

[CI(z, ζ)]p,r = 0 si 0 ≤ p ≤ n et n− k − q + 1 ≤ r ≤ n− k, (2.2)

∂̄z[CI(z, ζ)]p,n−k−q = 0 si 0 ≤ p ≤ n, (2.3)

où [CI(z, ζ)]p,r désigne la partie de bidegré (p, r) en z de CI .
Pour alléger les écritures on pose BI = C0I pour tout I ∈ I(l ), 1 ≤ l ≤ k.

L’équation (2.1) s’écrit alors

∂̄zBI + ∂̄ζBI = Bδ(I ) − CI . (2.4)

On suppose finalement que pour tout I ∈ I(l ), 1 ≤ l ≤ k, les noyaux BI véri-
fient les conditions d’intégrabilité suivantes:

• pour toute forme différentielle f de classe C1 sur U à support dans D,∫
ζ∈SI

f(ζ) ∧ BI(z, ζ)

définit une forme différentielle continue sur D̄I et de classe C∞ sur DI ;
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• soit j ∈ {±1, . . . ,±k} tel que I ∪ {j} ∈ I, pour toute forme différentielle f de
classe C1 sur U à support dans D,

∫
ζ∈S+

I∪{j}
f(ζ) ∧ BI(z, ζ) définit une forme

différentielle continue sur D̄I et de classe C∞ sur DI ;
• pour I = J ou I = δ(K) etJ = K( |̂K|) avecK ∈ I(l+1),

∫
ζ∈S̃J fε(ζ)∧BI(z, ζ)

tend vers 0, quand ε tend vers 0, si fε est une forme différentielle de classe C1

surU à support dansD∩{|ρ1| < ε}∩· · ·∩{|ρk| < ε} telle que ‖∂̄fε‖ = O(1/ε)
et

∫
ζ∈S̃J fε(ζ) ∧ BI(z, ζ) = o(ε), si de plus ∂̄fε = 0.

Définition 2.1. On appellera famille de noyaux adaptés à la variété CR géné-
rique, q-concaveM de codimension réelle k dans C

n, toute famille de noyaux BI
et CI , I ∈ I(l ), 1 ≤ l ≤ k, possédant les propriétés précédentes.

Lemme 2.2. Soit f une (n, r)-forme de classe C1 à support compact dansD, 1 ≤
r ≤ n − k. Pour tout multi-indice ordonné I ∈ I(l ), 1 ≤ l ≤ k, et pour tout
n− k − q + 1 ≤ r ≤ n− k, on a au sens des courants sur D̄I

∂̄z

∫
ζ∈S+

I

f (ζ) ∧ Bδ(I )(z, ζ)+ (−1)|I |
∫
ζ∈S+

I

∂̄f (ζ) ∧ Bδ(I )(z, ζ)

= (−1)r+n
(
∂̄z

∫
ζ∈SI

f(ζ) ∧ BI(z, ζ)+ (−1)|I |+1
∫
ζ∈SI

∂̄f(ζ) ∧ BI(z, ζ)
)
. (2.5)

Démonstration. Chacune des intégrales qui apparaissent dans la formule (2.5)
étant continue sur D̄I et de classe C∞ sur DI , il suffit de prouver (2.5) pour z ∈
DI . On applique la relation (2.4), puis la formule de Stokes, et on remarque que
les termes en CI disparaissent car seuls interviennent les parties de bidegré (n, r)
en z des différents éléments.

Rappelons que si |I | = 0, on a posé BI = C0 = B, où B désigne le noyau de
Bochner–Martinelli–Koppelman dans C

n.

Lemme 2.3. Soit f une (n, r)-forme de classe C1 à support compact dansD, 1 ≤
r ≤ n− k. Pour tout 0 ≤ l ≤ k − 1, si r vérifie n− k − q + 1 ≤ r ≤ n− k, on a
au sens des courants surM∑

|I |=l

(
∂̄z

∫
ζ∈SI

f(ζ) ∧ BI(z, ζ)+ (−1)|I |+1
∫
ζ∈SI

∂̄f(ζ) ∧ BI(z, ζ)
)

= (−1)l+r+n
∑

|I |=l+1

(
∂̄z

∫
ζ∈SI

f(ζ) ∧ BI(z, ζ)

+ (−1)|I |+1
∫
ζ∈SI

∂̄f(ζ) ∧ BI(z, ζ)
)
+ (∗)l(f )(z),

avec
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(∗)l(f )(z)

=
∑
|I |=l

(
∂̄z

∫
ζ∈S̃I

f (ζ)∧BI(z, ζ)+ (−1)l+1
∫
ζ∈S̃I

∂̄f (ζ)∧BI(z, ζ)
)

+ (−1)l
l∑
ν=1

(−1)ν+1
∑

J∈I ′(l+1,ν̂)

(
∂̄z

∫
ζ∈S̃J

f (ζ)∧BJ(z, ζ)

+ (−1)l+1
∫
ζ∈S̃J

∂̄f (ζ)∧BJ(z, ζ)
)

+ (−1)l
l∑
ν=1

(−1)ν
∑

J∈I ′(l+1,ν̂)

(−1)r+n+1

(
∂̄z

∫
ζ∈S̃ l+1

J( |̂I |)

f (ζ)∧Bδ(J )(z, ζ)

+ (−1)l+1
∫
ζ∈S̃ l+1

J( |̂I |)

∂̄f (ζ)∧Bδ(J )(z, ζ)
)

,

où S̃ l+1
J( |̂I |) = S̃J( |̂I |) ∩ {ρil+1 < 0} avec J( |̂I |) = (i1, . . . , iν−1, iν+1, . . . , il), pour

J = I(ν̂) et I = (i1, . . . , il+1)∈ I ′(l + 1), si l ≥ 1 et

(∗)0(f )(z) = ∂̄z
∫
ζ∈S̃∅

f(ζ) ∧ B(z, ζ)+ (−1)l+1
∫
ζ∈S̃∅

∂̄f (ζ) ∧ B(z, ζ).

Démonstration. On applique le Lemme 2.2 et la formule de Stokes en utilisant les
propriétés géométriques suivantes:

• si |I | = l, on a SI = S+
I(l+1) ∪ S+

I(−(l+1)) ∪ S̃I ;
• ∂S̃J( |̂I |) ∩ {ρi|I | < 0} = S+

I∪{ν} ∪ S+
I∪{−ν} ∪ S̃I , si I ∈ I ′(l + 1, ν̂).

Soit f une (n, r)-forme de classe C1 à support compact dans D. La formule de
Bochner–Martinelli–Koppelman s’écrit

f(z) = (−1)r+n
(
∂̄z

∫
ζ∈D

f(ζ) ∧ B(z, ζ)−
∫
ζ∈D

∂̄f(ζ) ∧ B(z, ζ)
)
.

Le second membre de la formule de Bochner–Martinelli–Koppelman correspond
au premier membre de la formule démontrée dans le Lemme 2.3 lorsque l = 0.

En posant BM = ∑
I∈I ′(k) sgn(I )BI , en remarquant que le choix des orienta-

tions identifieM avec sgn(I )SI pour I ∈ I ′(k) et en appliquant k fois le Lemme 2.3,
on obtient la proposition suivante:

Proposition 2.4. Soit f une (n, r)-forme de classe C1 à support compact dans
D, n− k−q+1 ≤ r ≤ n− k, alors on a la formule suivante au sens des courants
surM



Solutions Fondamentales et Estimations Optimales 553

f(z)

= (−1)(k+1)(r+n)+ k(k−1)
2

(
∂̄z

∫
ζ∈M

f(ζ) ∧ BM(z, ζ)

+ (−1)k+1
∫
ζ∈M

∂̄f(ζ) ∧ BM(z, ζ)
)
+

k−1∑
l=0

(∗)l(f )(z).

Théorème 2.5. Soit f une (n, r)-forme de classe C1 à support compact dans
D ∩M, n − k − q + 1 ≤ r ≤ n − k, alors on a la formule suivante au sens des
courants surM

f(z) = (−1)(k+1)(r+n)+ k(k−1)
2

(
∂̄b

∫
ζ∈M

f(ζ) ∧ BM(z, ζ)

+ (−1)k+1
∫
ζ∈M

∂̄bf(ζ) ∧ BM(z, ζ)
)
.

Démonstration. Soit f̃ une extension de classe C1 de f à un voisinage deM. On
considère une fonction χ ∈ C∞(R) telle que χ = 1 sur (−∞,1/2] et χ = 0 sur
[1,+∞). On pose χε(z) = ∏

j=±1,...,±k χ(ρj(z)/ε) pour z∈U et ε > 0; il existe
alors une constanteA > 0 telle que ‖dχε(z)‖ ≤ A/ε pour z∈U et ε > 0. On pose
f̃ε = γεf̃. Il résulte alors de la Proposition 2.4 et des propriétés d’intégrabilité
des noyaux BI que

lim
ε→0

f̃ε(z) = (−1)(k+1)(r+n)+ k(k−1)
2 lim

ε→0

(
∂̄z

∫
ζ∈M

f̃ε(ζ) ∧ BM(z, ζ)

+ (−1)k+1
∫
ζ∈M

∂̄f̃ε(ζ) ∧ BM(z, ζ)
)
.

De plus, par définition de f̃ε, on a, pour tout ε > 0,

f̃ε|M = f ,

ce qui termine la démonstration du théorème.

Pour obtenir une formule de Bochner–Martinelli–Koppelman dansM, nous devons
préciser quelques propriétés du noyau BM. Pour alléger les notations, nous noter-
ons encore ∂̄z,ζ = ∂̄z+ ∂̄ζ l’équation de Cauchy–Riemann tangentielle surM×M.
Lemme 2.6. Le noyau BM est une forme différentielle de classe C1 sur

(M ∩ U)× (M ∩ U) \ {(z, ζ)∈ (M ∩ U)× (M ∩ U) | z = ζ},
de degré 2n− k − 1, tel que pour 0 ≤ p ≤ n et n− k − q + 1 ≤ r ≤ n− k

∂̄ζ[BM ]p,r = −∂̄z[BM ]p,r−1,

où [BM ]p,r désigne la composante de bidegré (p, r) en z de BM (on pose
[BM ]p,n−k = 0).



554 M. Y. Barkatou & C. Laurent-Thiébaut

Démonstration. Rappelons queBM = ∑
I∈I ′(k) sgn(I )BI . La formule (2.4) donne

alors immédiatement

∂̄zBM + ∂̄ζBM =
∑
I∈I ′(k)

sgn(I )Bδ(I ) −
∑
I∈I ′(k)

sgn(I )CI .

On sait, grâce aux propriétés d’annulation des noyaux CI que [CI(z, ζ)]p,r = 0 si
0 ≤ p ≤ n et n− k − q + 1 ≤ r ≤ n− k, par conséquent

∂̄z[BM ]p,r−1 + ∂̄ζ[BM ]p,r =
∑
I∈I ′(k)

sgn(I )[Bδ(I )]p,r .

De plus par définition de sgn(I ) et δ(I ), on a
∑
I∈I ′(k) sgn(I )[Bδ(I )]p,r = 0. En

effet pour un multi-indice donné J ∈ I(k − 1) et pour un entier ν tel que ±ν /∈
J, il existe deux multi-indices I1 et I2 dans I(k) tels que J = I1(ν̂) = I2(ν̂) qui
vérifient sgn(I1) = −sgn(I2) car, d’un point de vue ensembliste, si I1 = J ∪ {ν}
alors I2 = J ∪ {−ν}.
Théorème 2.7. Soit 
 un domaine à bord C1 relativement compact dansM ∩U
et f une (n, r)-forme de classe C1 dans 
̄, n− k− q +1 ≤ r ≤ n− k, alors on a
la formule suivante au sens des courants surM

(−1)(k+1)(r+n)+ k(k−1)
2 f(z) = ∂̄b

∫
ζ∈


f(ζ) ∧ BM(z, ζ)

+ (−1)k+1
∫
ζ∈


∂̄bf(ζ) ∧ BM(z, ζ)

+ (−1)k
∫
ζ∈∂


f(ζ) ∧ BM(z, ζ).

Démonstration. Soit z∈
 fixé et χ une fonction de classe C 2 à support compact
dans 
 telle que χ ≡ 1 dans un voisinage de z. D’après le Lemme 2.6, comme f
est de bidegré (n, r) avec n− k − q + 1 ≤ r ≤ n− k, on a

dζ((1− χ(ζ))f(ζ) ∧ [BM ]n,r (z, ζ)) = ∂̄bf(ζ) ∧ [BM ]n,r (z, ζ)

− ∂̄b(χ(ζ)f(ζ)) ∧ [BM ]n,r (z, ζ)

− ∂̄b,z((1− χ(ζ))f(ζ) ∧ [BM ]n,r−1(z, ζ))

Puisque la fonction χ est à support dans 
, donc nulle sur ∂
, on obtient par la
formule de Stokes∫

ζ∈∂

f(ζ) ∧ [BM ]n,r (z, ζ) =

∫
ζ∈∂


(1− χ(ζ))f(ζ) ∧ [BM ]n,r (z, ζ)

=
∫
ζ∈


d((1− χ(ζ))f(ζ) ∧ [BM ]n,r (z, ζ))

et par conséquent
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ζ∈∂


f(ζ) ∧ [BM ]n,r (z, ζ) =
∫
ζ∈


∂̄bf(ζ) ∧ [BM ]n,r (z, ζ)

+ (−1)k+1

(
∂̄b,z

∫
ζ∈


f(ζ) ∧ [BM ]n,r−1(z, ζ)

)

−
∫
ζ∈


∂̄b(χ(ζ)f(ζ)) ∧ [BM ]n,r (z, ζ)

+ (−1)k
(
∂̄b,z

∫
ζ∈


χ(ζ)f(ζ) ∧ [BM ]n,r−1(z, ζ)

)
.

On applique alors le Théorème 2.5 à χf et la formule est démontrée.

3. Construction de Noyaux Adaptés à une Variété CR

Etant donnée une sous-variété CR générique, q-concaveM de classe C 3, de codi-
mension réelle k dans C

n et un point z0 de M, nous allons construire une famille
de noyaux adaptés àM au sens de la Définition 2.1 au voisinage de z0.

Nous reprenons les notations de la Section 1.

Définition 3.1. Une section de Leray associée à M au voisinage de D̄ est une
application ψ qui associe à chaque multi-indice I ∈ I(l ), 1 ≤ l ≤ k, une applica-
tion à valeurs dans C

n

ψI(z, ζ, λ) = (ψ1
I (z, ζ, λ), . . . ,ψ

n
I (z, ζ, λ))

définie et de classe C 2 pour z∈ D̄I , ζ ∈ D̄∗
I tels que z �= ζ et λ∈&I , telle que

〈ψI(z, ζ, λ), ζ − z〉 = 1,

et
ψI |(D̄J×D̄∗

J
)\{z=ζ}×&I = ψJ |(D̄J×D̄∗

J
)\{z=ζ}×&I si I ⊂ J.

On note
◦
χ une fonction de classe C∞ de [0,1] dans lui-même qui vérifie

◦
χ(λ) = 0

si 0 ≤ λ ≤ 1/4 et
◦
χ(λ) = 1 si 1/2 ≤ λ ≤ 1.

Si I ∈ I(l ), 1 ≤ l ≤ k, pour λ ∈&0I tel que λ0 �= 1, on note
◦
λ le point de &I

défini par
◦
λiν =

λiν

1− λ0
(ν = 1, . . . , l ).

Soit ψ une section de Leray associée àM au voisinage de D̄, on pose

ψ0I(z, ζ, λ) = ◦
χ(λ0)

ζ̄ − z̄
|ζ − z|2 + (1− ◦

χ(λ0))ψI(z, ζ,
◦
λ) (3.1)

pour tout I ∈ I(l ), 1 ≤ l ≤ k, z ∈ D̄I , ζ ∈ D̄∗
I tels que z �= ζ et λ ∈&0I . Notons

que ψ0I est aussi de classe C 2.

On peut alors définir les noyaux K0I(z, ζ, λ), pour z ∈ D̄I , ζ ∈ D̄∗
I tels que z �=

ζ et λ∈&0I , par
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K0I(z, ζ, λ) = (−1)n(n−1)/2

(2iπ)n
〈ψ0I , d(ζ−z)〉∧〈(∂̄z,ζ+dλ)ψ0I , d(ζ−z)〉n−1, (3.2)

et les noyaux KI(z, ζ, λ) par

KI(z, ζ, λ) = (−1)n(n−1)/2

(2iπ)n
〈ψI , d(ζ − z)〉 ∧ 〈(∂̄z,ζ + dλ)ψI , d(ζ − z)〉n−1. (3.3)

Les noyauxK0I etKI sont des formes différentielles de classe C1 et de degré 2n−1
et on a

(∂̄z,ζ + dλ)K0I(z, ζ, λ) = 0 (3.4)

d’après la Proposition 3.9 de [14].
Pour finir on pose, pour z∈ D̄I , ζ ∈ D̄∗

I tels que z �= ζ,

C0I(z, ζ) =
∫
λ∈&0I

K0I(z, ζ, λ),

CI(z, ζ) =
∫
λ∈&I

KI(z, ζ, λ).

Proposition 3.2. Les noyauxC0I(z, ζ) etCI(z, ζ) sont des formes différentielles
respectivement de degré 2n− |I | − 1 et de degré 2n− |I |, de classe C1 pour z ∈
D̄I et ζ ∈ D̄∗

I tels que z �= ζ, qui vérifient l’équation aux dérivées partielles

∂̄zC0I + ∂̄ζC0I = C0δ(I ) − CI ,
où C0δ(I ) = ∑|I |

ν=1(−1)ν+1C0I(ν̂).

Démonstration. En appliquant la formule de Stokes on a∫
λ∈∂&0I

K0I(z, ζ, λ) =
∫
λ∈&0I

dλK0I(z, ζ, λ).

Mais ∂&0I = ∑|I |
ν=1(−1)ν&0I(ν̂) + &I , on a donc par définition des noyaux C0I ,

CI , et C0δ(I ), ∫
λ∈∂&0I

K0I(z, ζ, λ) = −C0δ(I ) + CI .

Comme (∂̄z,ζ + dλ)K0I = 0, on obtient∫
λ∈&0I

dλK0I(z, ζ, λ) = −
∫
λ∈&0I

∂̄z,ζK0I(z, ζ, λ) = −(∂̄zC0I + ∂̄ζC0I ),

d’où le résultat.

3.1. Conditions d’Annulation

Les propriétés d’annulation des noyaux CI sont liées à des propriétés d’holo-
morphie de la section de Lerayψ associée àM à partir de laquelle ils sont construits.

Définition 3.3. Une application f définie sur une variété analytique complexe
X à valeurs dans C

n est dite m-holomorphe, si pour tout point ξ ∈ X, il existe
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des coordonnées holomorphes h1, . . . ,hn dans un voisinage de ξ telles que f soit
holomorphe par rapport à h1, . . . ,hm.

Nous dirons que la section de Leray ψ associée à M est m-holomorphe par rap-
port à la variable z, si pour tout I ∈ I(l ), 1 ≤ l ≤ k, chacune des applications ψI
est m-holomorphe par rapport à la variable z.

On prouve alors facilement le lemme suivant:

Lemme 3.4. On suppose que la section de Leray ψ associée à M au voisinage
du domaine D̄ est (q + k)-holomorphe par rapport à la variable z. Soit I ∈ I(l ),
1 ≤ l ≤ k; si [CI(z, ζ)]p,r désigne la partie de bidegré (p, r) en z de CI , alors
pour tout ζ ∈ D̄∗

I fixé

[CI(z, ζ)]p,r = 0 si 0 ≤ p ≤ n et n− k − q + 1 ≤ r ≤ n− k,
∂̄z[CI(z, ζ)]p,n−k−q = 0 si 0 ≤ p ≤ n,

sur D̄I \ {ζ}.
On se place dans la situation géométrique décrite dans la Section 1 et on note
G(n,p) la grassmannienne des sous espaces vectoriels de dimension p de C

n.

La variété M étant q-concave, d’après [17], si q ′ ≥ q est l’ordre de concavité
maximale deM en z0, c’est-à-direM est q ′-concave en z0 mais n’est pas (q ′ +1)-
concave en z0, on peut choisir D assez petit pour qu’il existe une application de
classe C∞

T : R
k \ {0} → G(n, q ′ + k)

telle que la forme de Levi au voisinage de D̄ de la fonction

ρ̃x =
k∑
i=1

xiρ̂i + C
( k∑
i=1

|xi |
)( k∑

ν=1

ρ̂2
ν

)

soit définie positive sur T(x) pour tout x ∈R
k \ {0}.

Soit (e1, . . . , ek) la base canonique de R
k, on pose e−j = −ej pour tout 1 ≤ j ≤

k. Si I = (i1, . . . , il)∈ I(l ), 1 ≤ l ≤ k, on définit le simplexe géométrique &̃I par

&̃I =
{
x ∈R

k
∣∣∣ x =

l∑
j=1

λij eij , λij ≥ 0, 1 ≤ j ≤ l,
l∑
j=1

λij = 1

}
.

On identifie alors le simplex abstrait &I et le simplexe géométrique &̃I en posant
x(λ) = ∑ l

j=1 λij eij pour tout λ∈&I . On remarque qu’alors ρ̃x(λ) = ρλ.
En restreignant T à &̃I et après l’identification de &I avec &̃I on obtient une

application
TI : &I → G(n, q ′ + k)

de classe C∞ telle que la forme de Levi au voisinage de D̄ de la fonction ρλ soit
définie positive sur TI(λ) pour tout λ∈&I . Si I et J sont deux éléments de I tels
que I ⊂ J on a alors TJ |&I = TI .
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Comme dans [16], on peut alors construire pour les domainesDI des sections de
Leray possédant de bonnes propriétés d’holomorphie. Si M est de classe C 3, ces
sections seront de classe C 2. Rappelons les principales étapes de cette construction.

Pour λ ∈&I , on note Fλ(·, ζ) le polynôme de Levi de ρλ au point ζ ∈U. Pour
ζ ∈U, z∈C

n,

Fλ(z, ζ) = 2
n∑
j=1

∂ρλ

∂ζj
(ζ)(ζj − zj )−

n∑
j,k=1

∂ 2ρλ

∂ζj∂ζk
(ζ)(ζj − zj )(ζk − zk).

On noteP λ la projection orthogonale de C
n sur TI(λ) et on poseQλ = ICn−P λ,

où ICn désigne l’application identique de C
n. La formule de Taylor implique que,

si le domaine D ⊂⊂ U est assez petit, il existe des constantes strictement posi-
tives α et A telles que

ReFλ(z, ζ) ≥ ρλ(ζ)− ρλ(z)+ α|ζ − z|2 − A|Qλ(ζ − z)|2 (3.5)

pour ζ, z au voisinage de D̄.
Puisque ρλ est de classe au moins C 2 dans ω, on peut trouver des fonctions aλjk ,

j, k = 1, . . . , n, de classe C∞ sur U, dépendant linéairement de λ, telles que pour
tout ζ ∈U ∣∣∣∣aλjk(ζ)− ∂ 2ρλ

∂ζj∂ζk
(ζ)

∣∣∣∣ < α

2n2
. (3.6)

Alors en posant

F̃λ(z, ζ) = 2
n∑
j=1

∂ρλ

∂ζj
(ζ)(ζj − zj )−

n∑
j,k=1

aλjk(ζ)(ζj − zj )(ζk − zk),

on déduit de (3.5) et (3.6) que

Re F̃λ(z, ζ) ≥ ρλ(ζ)− ρλ(z)+ α

2
|ζ − z|2 − A|Qλ(ζ − z)|2 (3.7)

pour ζ, z au voisinage de D̄.
On note (Qλ

jk)
n
j,k=1 les coefficients de la matrice Qλ, et, pour (z, ζ, λ) ∈

C
n × U ×&I , on pose

wj(z, ζ, λ) = 2
∂ρλ

∂ζj
(ζ)−

n∑
k=1

aλjk(ζ)(ζk − zk)+ A
n∑
k=1

Qλ
jk(ζk − zk),

w(z, ζ, λ) = (w1(z, ζ, λ), . . . ,wn(z, ζ, λ)),

?(z, ζ, λ) = 〈w(z, ζ, λ), ζ − z〉.
CommeQλ est une projection orthogonale, on a

?(z, ζ, λ) = F̃λ(z, ζ)+ A|Qλ(ζ − z)|2
et on déduit de (3.7) que

Re?(z, ζ, λ) ≥ ρλ(ζ)− ρλ(z)+ α

2
|ζ − z|2 (3.8)

pour ζ, z au voisinage de D̄ et λ∈&I .
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Remarquons que, pour ζ fixé dans un voisinage de D̄ etλ∈&I , on peut choisir de
nouvelles coordonnées h1, . . . ,hn dépendant linéairement des coordonnées com-
plexes initiales telles que

{z∈C
n | Qλ(z) = 0} = {z∈C

n | hq ′+k+1(z) = · · · = hn(z) = 0}.
L’application z !→ Qλ(ζ − z) est alors indépendante de h1, . . . ,hq ′+k , ce qui im-
plique que w(·, ζ, λ) est une application C-linéaire par rapport à h1, . . . ,hq ′+k et
que ?(·, ζ, λ) est un polynôme quadratique complexe en h1, . . . ,hq ′+k.

Par conséquent en posant

ψI(z, ζ, λ) = w(z, ζ, λ)

?(z, ζ, λ)
(3.9)

pour (z, ζ, λ) ∈ D̄I × D̄∗
I × &I , I ∈ I(l ), 1 ≤ l ≤ k, on obtient une section de

Leray ψ = (ψI)I∈⋃
1≤l≤k I(l ) associée à M au voisinage du domaine D̄, qui est

(q ′ + k)-holomorphe et donc (q + k)-holomorphe, puisque q ′ ≥ q, par rapport à
la variable z.

3.2. Conditions d’Intégrabilité

Dans un premier temps nous allons prouver que les noyaux BI = C0I , I ∈ I(l ),
1 ≤ l ≤ k, construits à l’aide de la section de Lerayψ = (ψI)I∈⋃

1≤l≤k I(l ) associée

à M au voisinage du domaine D̄, définie dans le paragraphe précédent, vérifient
les conditions d’intégrabilité:

• pour toute forme différentielle f de classe C1 sur U à support dans D,∫
ζ∈SI

f(ζ) ∧ BI(z, ζ)

définit une forme différentielle continue sur D̄I et de classe C∞ sur DI :
• soit j ∈ {±1, . . . ,±k} tel que I ∪ {j} ∈ I, pour toute forme différentielle f de

classe C1 sur U à support dans D,
∫
ζ∈S+

I∪{j}
f(ζ) ∧ BI(z, ζ) définit une forme

différentielle continue sur D̄I et de classe C∞ sur DI .

Nous devons donc considérer les formes différentielles∫
ζ∈SI

f(ζ) ∧ BI(z, ζ) =
∫
(ζ,λ)∈SI×&0I

f (ζ) ∧K0I(z, ζ, λ),∫
ζ∈S+

I∪{j}
f(ζ) ∧ BI(z, ζ) =

∫
(ζ,λ)∈S+

I∪{j}×&0I

f (ζ) ∧K0I(z, ζ, λ).
(3.10)

Remarquons que les formes ψI et (respectivement ψ0I ) sont définies pour z∈ D̄I ,
ζ ∈ D̄∗

I tels que z �= ζ et λ ∈ &I (respectivement λ ∈ &0I ) et de classe C 2 en
ζ et C∞ en z sur leur domaine de définition. Par conséquent les noyaux BI sont
de classe C1 en ζ et C∞ en z pour (z, ζ) ∈ DI × D̄∗

I . Les formes différentielles
(3.10) sont donc définies et de classe C∞ sur DI . Nous allons prouver qu’elles se
prolongent en des formes différentielles continues sur D̄I .
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On considère pour I = (i1, . . . , il) ∈ I(l ) les sous-variétés @I = {ζ ∈ D̄∗
I |

ρi1 = · · · = ρil } et on les oriente de telle sorte que l’orientation de ∂@I coïncide
avec celle de SI .

Si f est une (n, r)-forme différentielle de classe C1 sur U à support dans D, on
a alors pour z∈DI∫

ζ∈SI
f(ζ)∧BI(z, ζ) =

∫
(ζ,λ)∈SI×&0I

f (ζ)∧K0I(z, ζ, λ)

=
∫
(ζ,λ)∈@I×&0I

∂̄f (ζ)∧K0I(z, ζ, λ)

+ (−1)n+r
∫
(ζ,λ)∈@I×&0I

f (ζ)∧ ∂̄ζK0I(z, ζ, λ)

et∫
ζ∈S+

I∪{j}
f(ζ)∧BI(z, ζ) =

∫
(ζ,λ)∈S+

I∪{j}×&0I

f (ζ)∧K0I(z, ζ, λ)

=
∫
(ζ,λ)∈@I∩{ρl≥0}×&0I

∂̄f (ζ)∧K0I(z, ζ, λ)

+ (−1)n+r
∫
(ζ,λ)∈@I∩{ρl≥0}×&0I

f (ζ)∧ ∂̄ζK0I(z, ζ, λ).

Nous devons maintenant étudier avec plus de précision la singularité des noy-
aux K0I et ∂̄ζK0I en z = ζ. Introduisons tout d’abord quelques notations.

Définition 3.5. Soit I ∈ I(l ), 1 ≤ l ≤ k, et s un entier.
Une forme de typeOs (ou de typeOs(z, ζ, λ)) sur D̄I × D̄∗

I ×&0I est, par déf-
inition, une forme différentielle continue f(z, ζ, λ) définie pour tout (z, ζ, λ) ∈
D̄I × D̄∗

I ×&0I tel que z �= ζ vérifiant les conditions suivantes.

1. Les dérivées d’ordre nul en ζ, inférieur ou égal à 1 en z et arbitraire en λ des
coefficients de f sont continues pour tout (z, ζ, λ) ∈ D̄I × D̄∗

I × &0I tel que
z �= ζ.

2. Soit ∇ κ
z , κ = 0,1, un opérateur différentiel à coefficients constants d’ordre nul

en ζ, inférieur ou égal à 1 en z et arbitraire en λ. Il existe une constante C > 0
telle que, pour chaque coefficient ϕ(z, ζ, λ) de f(z, ζ, λ),

|∇ κ
z ϕ(z, ζ, λ)| ≤ C|ζ − z|s−κ

pour tout (z, ζ, λ)∈ D̄I × D̄∗
I ×&0I tel que z �= ζ.

3. Il existe des voisinages U0 et UI dans &0I de &0 et &I , respectivement, tels
que f(z, ζ, λ) = 0 pour tout (z, ζ, λ)∈ D̄I × D̄∗

I × (U0 ∪ UI).
Les symboles Os et Os(z, ζ, λ) sont utilisés de la manière suivante:

f = Os signifie f est une forme de type Os;
Os ∧ f = Ok ∧ g + Om signifie pour toute forme h de type Os il existe une

forme u de typeOk et une forme v de typeOm telles que h ∧ f = u ∧ g + v.
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L’équation

Ef(z) =
∫
(ζ,λ)∈SI×&0I

Os(z, ζ, λ) ∧ f(z, ζ, λ)

signifie: il existe une forme Ê de type Os telle que

Ef(z) =
∫
(ζ,λ)∈SI×&0I

Ê(z, ζ, λ) ∧ f(z, ζ, λ)
pour toute f.

Rappelons que

ψ0I(z, ζ, λ) = ◦
χ(λ0)

ζ̄ − z̄
|ζ − z|2 = (1− ◦

χ(λ0))ψI(z, ζ,
◦
λ) (3.11)

pour tout I ∈ I(l ), 1 ≤ l ≤ k, z∈ D̄I , ζ ∈ D̄∗
I tels que z �= ζ et λ∈&0I .

On pose

W = W(z, ζ, ◦
λ) = 〈w(z, ζ, ◦

λ), dζ〉 et

M = M(z, ζ) = 〈ζ̄ − z̄, dζ〉
|ζ − z|2

pour z∈ D̄I , ζ ∈ D̄∗
I tels que z �= ζ et λ∈&0I \&0, où

〈w(z, ζ, ◦
λ), dζ〉 =

n∑
j=1

wj(z, ζ,
◦
λ)dζj et

〈ζ̄ − z̄, dζ〉 =
n∑
j=1

(ζ̄j − z̄j )dζj .

Soit f une (n, r)-forme sur D̄, on pose

f(ζ) = f̃ (ζ)dζ1 ∧ · · · ∧ dζn.
Par Définition 3.3 des noyaux K0I on a

f(ζ) ∧K0I(z, ζ, λ) = (−1)n(n−1)/2

(2iπ)n
f̃ (ζ) ∧ 〈ψ0I , dζ〉

∧ 〈(∂̄z,ζ + dλ)ψ0I , dζ〉n−1 ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzn.
Alors, d’après la relation (3.11), on a

〈ψ0I , dζ〉 = ◦
χM + (1− ◦

χ)
W

?
,

〈(∂̄z,ζ + dλ)ψ0I , dζ〉 =
(
W

?
−M

)
∧ d ◦
χ + ◦

χ∂̄z,ζM + (1− ◦
χ)
(∂̄z,ζ + dλ)W

?

+ (1− ◦
χ)
W

?2
(∂̄z,ζ + dλ)?.



562 M. Y. Barkatou & C. Laurent-Thiébaut

Comme on doit intégrer f(ζ)∧K0I(z, ζ, λ) sur&0I , qui est de dimension réelle
|I |, seule la composante de degré |I | en λ du noyau K0I donnera une contri-
bution. Mais les formes différentielles (∂̄z,ζ + dλ)? et (∂̄z,ζ + dλ)W sont les
images réciproques de formes différentielles sur D̄I × D̄∗

I ×&I par l’application
(z, ζ, λ) !→ (z, ζ,

◦
λ); par conséquent, puisque &I est de dimension réelle |I | − 1,

pour tout s = 1, 2, . . . , on a [((∂̄z,ζ + dλ)W )s]deg λ=|I | = 0 et [((∂̄z,ζ + dλ)W )s ∧
(∂̄z,ζ + dλ)?]deg λ=|I | = 0. On a donc

[〈ψ0I , dζ〉 ∧ 〈(∂̄z,ζ + dλ)ψ0I , dζ〉n−1]deg λ=|I |

=
(

◦
χM + (1− ◦

χ)
W

?

)
∧ (n− 1)

(
W

?
−M

)
∧ d ◦
χ

∧
[(

◦
χ∂̄z,ζM + (1− ◦

χ)
(∂̄z,ζ + dλ)W

?

+ (1− ◦
χ)
W

?2
(∂̄z,ζ + dλ)?

)n−2 ]
deg λ=|I |−1

.

En développant l’expression précédente et en remarquant que W ∧W = 0 et
M ∧M = 0, carW etM sont des 1-formes, on obtient

[f(ζ) ∧K0I(z, ζ, λ)]deg λ=|I | = af̃ (ζ)M ∧W
?

∧ d ◦
χ

∧
(

◦
χ∂̄z,ζM + (1− ◦

χ)
∂̄z,ζW

?

)n−1−|I |

∧
(
(1− ◦

χ)
dλW

?

)|I |−1

,

où a désigne une constante.
Par définition des formes différentielles de type Os , on a d

◦
χ = O0, O0 ∧M =

O−1, O0 ∧ ∂̄z,ζM = O−2 et O0 ∧ ∂̄z,ζW = O0, d’où

[f(ζ) ∧K0I(z, ζ, λ)]deg λ=|I | = O−1 ∧W
?|I | ∧

(
O−2 + O0

?

)n−1−|I |
∧ (dλW )|I |−1.

Par ailleurs on a

O0 ∧W =
∑
j∈I
O0 ∧ ∂ρj(ζ)+O1,

O0 ∧ dλW =
∑
j∈I
O0 ∧ ∂ρj(ζ)+O1,

O0 ∧W ∧ (dλW )|I |−1 =
∑

0≤m≤|I |
i1,...,im∈I

O|I |−m ∧ ∂ρi1(ζ) ∧ · · · ∧ ∂ρim(ζ),

et par conséquent
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[f(ζ) ∧K0I(z, ζ, λ)]deg λ=|I |

=
∑

0≤s≤n−1−|I |
0≤m≤|I |

O|I |−2n+2(|I |+s−m)+m+1

?(|I |+s−m)+m
∧ ∂ρi1(ζ) ∧ · · · ∧ ∂ρim(ζ).

En différentiant K0I par rapport à ζ̄, on obtient

[f(ζ) ∧ ∂̄ζK0I(z, ζ, λ)]deg λ=|I |

= af̃ (ζ)
(
∂̄ζM ∧W
?|I | − M ∧ ∂̄ζW

?|I | + M ∧W
?|I |+1

∧ ∂̄ζ?
)
∧ d ◦
χ

∧
(

◦
χ∂̄z,ζM + (1− ◦

χ)
∂̄z,ζW

?

)n−1−|I |
∧ ((1− ◦

χ)dλW )
|I |−1

+ (n− 1− |I |)af̃ (ζ)M ∧W
?|I | ∧ d ◦

χ

∧
(

◦
χ∂̄ζ∂̄zM + (1− ◦

χ)
∂̄ζ ∂̄zW

?
+ (1− ◦

χ)
∂̄z,ζW ∧ ∂̄ζ?

?2

)

∧
(

◦
χ∂̄z,ζM + (1− ◦

χ)
∂̄z,ζW

?

)n−2−|I |
∧ ((1− ◦

χ)dλW )
|I |−1

+ (|I | − 1)af̃ (ζ)
M ∧W
?|I | ∧ d ◦

χ

∧
(

◦
χ∂̄z,ζM + (1− ◦

χ)
∂̄z,ζW

?

)n−1−|I |
∧ (1− ◦

χ)|I |−1∂̄ζ dλW ∧ (dλW )|I |−2,

ce qui donne

[f(ζ) ∧ ∂̄ζK0I(z, ζ, λ)]deg λ=|I | = A+ B + C +D + E + F +G
avec

A = O−2

?|I | ∧
(
O−2 + O0

?

)n−1−|I |
∧W ∧ (dλW )|I |−1,

B = O−1

?|I | ∧
(
O−2 + O0

?

)n−1−|I |
∧ (dλW )|I |−1,

C = O−1

?|I |+1
∧

(
O−2 + O0

?

)n−1−|I |
∧W ∧ (dλW )|I |−1 ∧ ∂̄ζ?,

D = O−4

?|I | ∧
(
O−2 + O0

?

)n−2−|I |
∧W ∧ (dλW )|I |−1,

E = O−1

?|I |+1
∧

(
O−2 + O0

?

)n−2−|I |
∧W ∧ (dλW )|I |−1,
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F = O−1

?|I |+2
∧

(
O−2 + O0

?

)n−2−|I |
∧W ∧ (dλW )|I |−1 ∧ ∂̄ζ?,

G = O−1

?|I | ∧
(
O−2 + O0

?

)n−1−|I |
∧W ∧ ∂̄ζ dλW ∧ (dλW )|I |−2.

On en déduit

A =
∑

0≤s≤n−1−|I |
0≤m≤|I |

O|I |−2n+2(|I |+s−m)+m
?(|I |+s−m)+m

∧ ∂ρi1(ζ) ∧ · · · ∧ ∂ρim(ζ),

B =
∑

0≤s≤n−1−|I |
0≤m≤|I |−1

O|I |−2n+2(|I |+s−m)+m
?(|I |+s−m)+m

∧ ∂ρi1(ζ) ∧ · · · ∧ ∂ρim(ζ),

C =
∑

0≤s≤n−1−|I |
0≤m≤|I |

O|I |−2n+2(|I |+1+s−m)+m
?(|I |+1+s−m)+m ∧ ∂ρi1(ζ) ∧ · · · ∧ ∂ρim(ζ),

+
∑

0≤s≤n−1−|I |
0≤m≤|I |+1

O|I |−2n+2(|I |+1+s−m)+m
?(|I |+1+s−m)+m ∧ ∂̄ρi1 ∧ ∂ρi2(ζ) ∧ · · · ∧ ∂ρim(ζ),

D =
∑

0≤s≤n−2−|I |
0≤m≤|I |

O|I |−2n+2(|I |+s−m)+m
?(|I |+s−m)+m

∧ ∂ρi1(ζ) ∧ · · · ∧ ∂ρim(ζ),

E =
∑

0≤s≤n−2−|I |
0≤m≤|I |

O|I |−2n+2(|I |+1+s−m)+m+1

?(|I |+1+s−m)+m ∧ ∂ρi1(ζ) ∧ · · · ∧ ∂ρim(ζ),

F =
∑

0≤s≤n−2−|I |
0≤m≤|I |

O|I |−2n+2(|I |+2+s−m)+m
?(|I |+2+s−m)+m ∧ ∂ρi1(ζ) ∧ · · · ∧ ∂ρim(ζ),

+
∑

0≤s≤n−2−|I |
0≤m≤|I |+1

O|I |−2n+2(|I |+2+s−m)+m
?(|I |+2+s−m)+m ∧ ∂̄ρi1 ∧ ∂ρi2(ζ) ∧ · · · ∧ ∂ρim(ζ),

G =
∑

0≤s≤n−1−|I |
0≤m≤|I |−1

O|I |−2n+2(|I |+s−m)+m
?(|I |+s−m)+m

∧ ∂ρi1(ζ) ∧ · · · ∧ ∂ρim(ζ),

Définition 3.6. Soientm∈N, un entier, et I ∈ I(l ), 1 ≤ l ≤ k, un multi-indice.
Un opérateur de type m est, par définition, une application

E : Cn,∗(D)→ C∞
n,∗(DI)
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telle qu’il existe

• un entier κ ≥ 0,
• une forme différentielle Ê(z, ζ, λ) de typeO|I |−2n+2κ+m surDI ×@I ×&0I telle

que pour toute forme différentielle f ∈ Cn,∗(D)

Ef(z) =
∫
(ζ,λ)∈@I×&0I

f̃ (ζ) ∧ Ê(z, ζ, λ) ∧H(ζ)
?κ+m(z, ζ,

◦
λ)

,

où f̃ ∈ C0,∗(D) est la forme différentielle définie par

f(ζ) = f̃ (ζ)dζ1 ∧ · · · ∧ dζn,
H = 1, sim = 0, etH = ∂ρi1(ζ)∧ · · · ∧ ∂ρim(ζ) ouH = ∂̄ρi1 ∧ ∂ρi2(ζ)∧ · · · ∧
∂ρim(ζ), si m ≥ 1, avec i1, . . . , im ∈ I.

Les calculs précédents montrent alors immédiatement la proposition suivante:

Proposition 3.7. Les opérateurs intégraux

f !→
∫
ζ∈SI

f(ζ) ∧ BI(z, ζ) et

f !→
∫
ζ∈S+

I∪{j}
f(ζ) ∧ BI(z, ζ)

sont des sommes finies d’opérateurs de type m.

Il résulte alors de l’étude faite dans [16] que pour tout I ∈ I(l ), 1 ≤ l ≤ k,
tout j ∈ {±1, . . . , ±k} tel que I ∪ {j} ∈ I et toute forme différentielle f de
classe C1 sur U à support dans D, les formes différentielles

∫
ζ∈SI f(ζ) ∧ BI(z, ζ)

et
∫
ζ∈S+

I∪{j}
f(ζ)∧BI(z, ζ) sont de classe C1/2−ε pour tout ε > 0 et donc continues

sur D̄I et de classe C∞ sur DI .
Soit χ une fonction de classe C∞ sur R à valeurs dans [0,1] telle que χ(x) = 1

si |x| ≤ 1/2 et χ(x) = 0 si |x| ≥ 1. On pose χε(z, ζ) = χ(|ζ − z|/ε).

Lemme 3.8. Pour tout z∈ SI et toute forme différentielle f de classe C1 sur U à
support dans D, on a∫

ζ∈SI
f(ζ) ∧ BI(z, ζ) = lim

ε→0

∫
ζ∈SI
(1− χε(z, ζ))f(ζ) ∧ BI(z, ζ).

Démonstration. Soit z∈ SI , comme 1− χε(z, ζ) = 0 au voisinage de z, il résulte
de la formule de Stokes que
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ζ∈SI
(1− χε(z, ζ))f(ζ) ∧ BI(z, ζ)

=
∫
(ζ,λ)∈@I×&0I

∂̄ζ((1− χε(z, ζ))f(ζ)) ∧K0I(z, ζ, λ)

+ (−1)n+r
∫
(ζ,λ)∈@I×&0I

(1− χε(z, ζ))f(ζ) ∧ ∂̄ζK0I(z, ζ, λ)

=
∫
(ζ,λ)∈@I×&0I

∂̄ζf(ζ) ∧K0I(z, ζ, λ)

+ (−1)n+r
∫
(ζ,λ)∈@I×&0I

f (ζ) ∧ ∂̄ζK0I(z, ζ, λ)

−
∫
(ζ,λ)∈@I×&0I

∂̄ζ(χε(z, ζ)f(ζ)) ∧K0I(z, ζ, λ)

− (−1)n+r
∫
(ζ,λ)∈@I×&0I

χε(z, ζ)f(ζ) ∧ ∂̄ζK0I(z, ζ, λ).

Mais d’après l’étude précédente,
∫
ζ∈SI f(ζ) ∧ BI(z, ζ) est continue sur SI et

∫
ζ∈SI

f(ζ) ∧ BI(z, ζ) =
∫
(ζ,λ)∈@I×&0I

∂̄ζf(ζ) ∧K0I(z, ζ, λ)

+ (−1)n+r
∫
(ζ,λ)∈@I×&0I

f (ζ) ∧ ∂̄ζK0I(z, ζ, λ).

Nous devons donc prouver que, pour tout z ∈ SI et toute forme différentielle f
de classe C1 sur U à support dans D,

lim
ε→0

∫
(ζ,λ)∈@I×&0I

∂̄ζ(χε(z, ζ)f(ζ)) ∧K0I(z, ζ, λ)

+ (−1)n+r
∫
(ζ,λ)∈@I×&0I

χε(z, ζ)f(ζ) ∧ ∂̄ζK0I(z, ζ, λ) = 0.

Grâce aux estimations des noyauxK0I et ∂̄ζK0I , et par définition de χε, il suffit
d’évaluer des intégrales du type suivant:

AI,ε(f ) =
∫
(ζ,λ)∈@I×&0I

∂̄ζ(χε(z, ζ)f(ζ)) ∧ O|I |−2n+2κ+m+1(z, ζ, λ) ∧H(ζ)
?κ+m(z, ζ,

◦
λ)

,

CI,ε(f ) =
∫
(ζ,λ)∈@I×&0I

χε(z, ζ)f(ζ) ∧ O|I |−2n+2κ+m(z, ζ, λ) ∧H(ζ)
?κ+m(z, ζ,

◦
λ)

.

On déduit des résultats des paragraphes 6 et 7 de [16] et de l’inégalité (3.8) qu’après
intégration partielle enλ, les intégrales précédentes sont contrôlées par des sommes
finies d’intégrales de la forme:
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NI,ε = 1

ε

∫
ζ∈@I∩B(z,ε)

|σ ∧ dρI |
(|ρI | + |ζ − z|2)|ζ − z|2n−|I |−2

,

MI,ε =
∫
ζ∈@I∩B(z,ε)

|σ ∧ dρI |
(|ρI | + |ζ − z|2)|ζ − z|2n−|I |−1

,

et, pour 1 ≤ s ≤ |I |,

NI,ε = 1

ε

∫
ζ∈@I∩B(z,ε)

∣∣σ ∧ dρI ∧s
ν=1 dtν

∣∣
(|ρI | + |ζ − z|2)∏s

ν=1(|tν | + |ζ − z|2)|ζ − z|2n−|I |−s−2
,

MI,ε =
∫
ζ∈@I∩B(z,ε)

∣∣σ ∧ dρI ∧s
ν=1 dtν

∣∣
(|ρI | + |ζ − z|2)∏s

ν=1(|tν | + |ζ − z|2)|ζ − z|2n−|I |−s−1
,

où ρI est la fonction définie par ρI(ζ) = ρi1(ζ) = · · · = ρi|I |(ζ) pour ζ ∈ @I ,
σ un monôme en dζ1, . . . , dζn, dζ̄1, . . . , dζ̄n, λ1, . . . , λ|I | des points de &I qui for-
ment un système de vecteurs indépendants de R

|I |, tν = Im?(z, ζ, λν) et dtν =
dζ Im?(z, ζ, λν).

La fonction ρI peut être utilisée comme coordonnée locale sur @I ainsi que les
fonctions tν , 1 ≤ ν ≤ s, carM est générique, par conséquent

NI,ε �
1

ε

∫
X∈R

2n−|I |+1

X1<0, |X|<ε

dX∏s
i=1(|Xi | + |X|2)|X|2n−|I |−s−2

� ε(1+ |ln ε|)s+1

et

MI,ε �
∫
X∈R

2n−|I |+1

X1<0, |X|<ε

dX∏s
i=1(|Xi | + |X|2)|X|2n−|I |−s−1

� ε(1+ |ln ε|)s+1

et donc limε→0NI,ε = limε→0MI,ε = 0.

Considérons à présent la dernière condition d’intégrabilité:

• pour I = J ou I = δ(K) etJ = K( |̂K|) avecK ∈ I(l+1),
∫
ζ∈S̃J fε(ζ)∧BI(z, ζ)

tend vers 0, quand ε tend vers 0, si fε est une forme différentielle continue sur
U à support dans D ∩ {|ρ1| < ε} ∩ · · · ∩ {|ρk| < ε} telle que ‖∂̄fε‖ = O(1/ε)
et

∫
ζ∈S̃J fε(ζ) ∧ BI(z, ζ) = o(ε), si de plus ∂̄fε = 0.

On note @̃J la partie de @J , qui vérifie ∂@̃J ∩ SJ = S̃J . Par la formule de Stokes
et les résultats de continuité précédents, on obtient pour z∈ D̄I∫

ζ∈S̃J
fε(ζ) ∧ BI(z, ζ) =

∫
(ζ,λ)∈@̃J×&0J

fε(ζ) ∧ ∂̄ζK0I(z, ζ, λ)

+ (−1)n+r
∫
(ζ,λ)∈@̃J×&0J

∂̄fε(ζ) ∧K0I(z, ζ, λ).

Grâce aux estimations que nous venons d’effectuer, pour évaluer chaque terme
du second membre de la relation précédente, nous sommes amenés à étudier des
intégrales du type suivant:
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AI,J ϕε(z) =
∫
(ζ,λ)∈@̃J,ε×&0J

ϕε(ζ)
O|I |−2n+2κ+m(z, ζ, λ) ∧H(ζ)

?κ+m(z, ζ,
◦
λ)

,

où @̃J,ε = @̃J ∩ {|ρ1| < ε} ∩ · · · ∩ {|ρk| < ε} et ϕε désigne soit f̃ε, soit ∂̄f̃ε.
Les résultats des paragraphes 6 et 7 de [16] nous disent qu’après intégration

partielle en λ les intégrales AI,J ϕε(z) sont contrôlées par des sommes finies
d’intégrales du type suivant:

MJϕε(z) =
∫
ζ∈@̃J,ε

‖ϕε‖(ζ)|σ ∧ dρJ |
(|ρJ | + d + |ζ − z|2)|ζ − z|2n−|J |−1

et, pour 1 ≤ s ≤ |J |,
MJϕε(z)

=
∫
ζ∈@̃J,ε

‖ϕε‖(ζ)
∣∣σ ∧ dρJ ∧s

ν=1 dtν
∣∣

(|ρJ | + d + |ζ − z|2)∏s
ν=1(|tν | + d + |ζ − z|2)|ζ − z|2n−|J |−s−1

,

où ρJ est la fonction définie par ρJ(ζ) = ρj1(ζ) = · · · = ρj|J |(ζ) pour ζ ∈@J , d la
distance de z à SJ , σ un monôme en dζ1, . . . , dζn, dζ̄1, . . . , dζ̄n, λ1, . . . , λs des points
de &J , tν = Im?(z, ζ, λν) et dtν = dζ Im?(z, ζ, λν).

La fonction ρJ peut être utilisée comme coordonnée locale sur @J et @̃J,ε peut
être paramétré localement par {(X ′, ρJ ,X ′′) ∈ R

2n−k × R × R
k−|J | | |X ′| ≤ C,

0 ≤ ρJ ≤ ε, X ′′ = (Y ′,Y ),Y < |X ′′|2}. On en déduit en passant en coordonnées
cylindriques que

MJϕε(z) � ‖ϕε‖ε2(1+ |ln ε|)
et, pour 1 ≤ s ≤ |J |,

M ′
J ϕε(z) � ‖ϕε‖ε2(1+ |ln ε|)1+s.

Ce qui prouve la dernière condition d’intégrabilité.

4. Une Deuxième Solution Fondamentale

On considère toujours une sous-variété CR générique, q-concaveM de classe C 3,
de codimension réelle k dans C

n et un point z0 deM. Il résulte du Théorème 2.5 que
le noyau BM = ∑

I∈I ′(k) sgn(I )BI , obtenu à partir des noyaux BI construits dans
la Section 3, est une solution fondamentale de l’opérateur de Cauchy–Riemann
tangentiel sur un voisinageUz0 de z0 pour certains bidegrés, plus précisément c’est
une forme différentielle définie sur Uz0 × Uz0 \ &(Uz0), où &(Uz0) = {(z, ζ) ∈
Uz0 × Uz0 | z = ζ} désigne la diagonale de Uz0 × Uz0 , qui vérifie au sens des
courants

∂̄z[BM ]p,r−1 + ∂̄ζ[BM ]p,r = (−1)k(k+1)/2 [&(Uz0)], (4.1)

où [BM ]p,r désigne la composante de bidegré (p, r) en z de BM , 0 ≤ p ≤ n et
n−k−q+1 ≤ r ≤ n−k, ∂̄z,ζ = ∂̄z+ ∂̄ζ l’opérateur de Cauchy–Riemann tangen-
tiel surM ×M et [&(Uz0)] le courant d’intégration sur la diagonale de Uz0 ×Uz0 .

L’objet de cette section est de construire une nouvelle solution fondamentale de
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l’opérateur de Cauchy–Riemann tangentiel au voisinage de z0 dont la singularité
sur la diagonale est d’ordre inférieur.

Pour tout I ∈ I ′(k), on note I∗ le multi-indice (i1, . . . , ik , ∗), où I = (i1, . . . , ik),
et I ′(k, ∗) l’ensemble des multi-indices I∗, lorsque I décrit I ′(k). On pose ρ∗ =
ρ1 + · · · + ρk et ρλ = λi1ρi1 + · · · + λikρik + λ∗ρ∗ pour λ = (λi1 , . . . , λik , λ∗) ∈
&I∗.

La variété M étant q-concave, il résulte de la définition des fonctions définis-
santes ρ1, . . . , ρk qu’il existe un sous espace vectoriel E∗ de dimension q + k sur
lequel la forme de Levi de ρ∗ sur U est définie positive.

Comme dans la Section 3 on construit des fonctions w∗ et ?∗ pour la fonction
ρ∗. Soit

F∗(z, ζ) = 2
n∑
j=1

∂ρ∗
∂ζj
(ζ)(ζj − zj )−

n∑
j,k=1

∂ 2ρ∗
∂ζj∂ζk

(ζ)(ζj − zj )(ζk − zk).

SiQ∗ désigne la projection orthogonale sur le supplémentaire orthogonal du sous
espace E∗, la formule de Taylor implique qu’il existe des constantes strictement
positives α∗ et B telles que

ReF∗(z, ζ) ≥ ρ∗(ζ)− ρ∗(z)+ α|ζ − z|2 − B|Q∗(ζ − z)|2
pour ζ, z au voisinage de D̄.

On pose alors

w∗
j (z, ζ) = 2

∂ρ∗
∂ζj
(ζ)−

n∑
k=1

a∗jk(ζ)(ζk − zk)+ B
n∑
k=1

Q∗
jk(ζk − zk),

w∗(z, ζ) = (w∗
1(z, ζ), . . . ,w

∗
n(z, ζ)),

?∗(z, ζ) = 〈w∗(z, ζ), ζ − z〉,
où les fonctions a∗jk , j, k = 1, . . . , n, sont de classe C∞ sur U et vérifient pour tout
ζ ∈U ∣∣∣∣a∗jk(ζ)− ∂ 2ρ∗

∂ζj∂ζk
(ζ)

∣∣∣∣ < α∗

2n2
.

Soit

F̃∗(ζ, z) = 2
n∑
j=1

∂ρ∗
∂ζj
(ζ)(ζj − zj )−

n∑
j,k=1

a∗jk(ζ)(ζj − zj )(ζk − zk),

alors
?∗(z, ζ) = F̃∗(ζ, z)+ B|Q∗(ζ − z)|2

et par conséquent

Re?∗(z, ζ) ≥ ρ∗(ζ)− ρ∗(z)+ α∗

2
|ζ − z|2.

Si λ = (λi1 , . . . , λik , λ∗) ∈ &I∗, est tel que λ∗ �= 1, on note λ′ le point de &I
défini par
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λ′iν =
λiν

1− λ∗ (ν = 1, . . . , l ).

On considère une fonction χε de classe C∞ de [0,1] dans lui-même, identique-
ment nulle au voisinage de 0 et identiquement égale à 1 au voisinage de 1, qui
vérifie de plus |χε(t)− t | < ε pour tout t ∈ [0,1].

NotonswI et?I les fonctions construites dans la Section 3 pour le multi-indice
I. On pose alors pour λ∈&I∗

wI∗(z, ζ, λ) = (1− λ∗)
(

2
∂ρλ′

∂ζj
(ζ)−

n∑
k=1

aλ
′
jk(ζ)(ζk − zk)

)

+ (1− χε(λ∗))A
n∑
k=1

Qλ′
jk(ζk − zk)

+ λ∗
(

2
∂ρ∗
∂ζj
(ζ)−

n∑
k=1

a∗jk(ζ)(ζk − zk)
)

+ χε(λ∗)B
n∑
k=1

Q∗
jk(ζk − zk),

?I∗(z, ζ, λ) = 〈wI∗(z, ζ, λ), ζ − z〉.
Notons que wI∗ = wI et ?I∗ = ?I , si λ∗ = 0, et wI∗ = w∗ et ?I∗ = ?∗, si
λ∗ = 1.

La fonction ?I∗ s’écrit

?I∗(z, ζ, λ) = F̃λ(ζ, z)+ 〈P λ(ζ − z), ζ̄ − z̄〉,
où P λ est l’opérateur défini par (1− χε(λ∗))AQλ′ + χε(λ∗)BQ∗ et si ε est choisi
assez petit et γ = 1

2 min(α,α∗), où α est la constante de (3.8), on a

Re?I∗(z, ζ, λ) ≥ ρλ(ζ)− ρλ(z)+ γ

2
|ζ − z|2. (4.2)

On définit des sections de Leray (ψJ )J∈I ′(k,∗) au voisinage de z0 en posant pour
J = I∗

ψJ(z, ζ, λ) = wI∗(z, ζ, λ)
?I∗(z, ζ, λ)

.

Remarquons que ψJ |Uz0×Uz0\&(Uz0 )×&I = ψI . A ces sections de Leray on associe
les noyauxK0I∗(z, ζ, λ) etKI∗(z, ζ, λ), pour (z, ζ, λ)∈Uz0 ×Uz0\&(Uz0)×&0I∗,
définis par

K0I∗(z, ζ, λ) = (−1)n(n−1)/2

(2iπ)n
〈ψ0I∗, d(ζ − z)〉 ∧ 〈(∂̄z,ζ + dλ)ψ0I∗, d(ζ − z)〉n−1

(4.3)
et par

KI∗(z, ζ, λ) = (−1)n(n−1)/2

(2iπ)n
〈ψI∗, d(ζ−z)〉∧〈(∂̄z,ζ +dλ)ψI∗, d(ζ−z)〉n−1. (4.4)
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On pose également, pour (z, ζ)∈Uz0 × Uz0 \&(Uz0),

BI∗(z, ζ) = C0I∗(z, ζ) =
∫
λ∈&0I∗

K0I∗(z, ζ, λ),

CI∗(z, ζ) =
∫
λ∈&I∗

KI∗(z, ζ, λ),

et comme précédemment on a

∂̄z,ζBI∗ = Bδ(I∗) − CI∗. (4.5)

Lemme 4.1. Pour (z, ζ)∈Uz0 × Uz0 \&(Uz0), on a la relation

∂̄z,ζ

( ∑
I∈I ′(k)

sgn(I )BI∗
)
= (−1)k

∑
I∈I ′(k)

sgn(I )BI −
∑
I∈I ′(k)

sgn(I )CI∗. (4.6)

Démonstration. Grâce à la relation (4.5) on a

∂̄z,ζBI∗ = (−1)kBI − CI∗ +
k∑
ν=1

(−1)ν+1BI(ν̂)∗.

Comme on l’a déjà remarqué dans la démonstration du Lemme 2.6

∑
I∈I ′(k)

sgn(I )
k∑
ν=1

(−1)ν+1BI(ν̂)∗ = 0,

ce qui prouve la relation (4.6).

Théorème 4.2. Le noyau RM = ∑
I∈I ′(k) sgn(I )CI∗ est une solution fonda-

mentale de l’opérateur de Cauchy–Riemann tangentiel au voisinage de z0. Plus
précisément, on a pour 0 ≤ p ≤ n et n− k − q + 1 ≤ r ≤ n− k

∂̄z[RM ]p,r−1 + ∂̄ζ[RM ]p,r = (−1)k(k+3)/2 [&(Uz0)], (4.7)

où [RM ]p,r désigne la composante de bidegré (p, r) en z de RM.

Démonstration. PuisqueBM = ∑
I∈I ′(k) sgn(I )BI satisfait la relation (4.1), il suf-

fit de prouver que

∂̄z,ζ

( ∑
I∈I ′(k)

sgn(I )BI∗
)
= (−1)kBM − RM (4.8)

au sens des courants sur Uz0 × Uz0 .

Soit χ une fonction de classe C∞ sur R à valeurs dans [0,1] telle que χ(x) = 1
si |x| ≤ 1/2 et χ(x) = 0 si |x| ≥ 1. On pose χε(z, ζ) = χ(|ζ − z|/ε). Notons
pour simplifier les écritures EM = ∑

I∈I ′(k) sgn(I )BI∗.
Puisque1−χε est identiquement nulle au voisinage de la diagonale deUz0 ×Uz0 ,

il résulte du Lemme 4.1 que

∂̄z,ζ((1− χε)EM) = ∂̄z,ζ(1− χε) ∧ EM + (1− χε)((−1)kBM − RM)
au sens des courants sur Uz0 × Uz0 .
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Le Lemme 3.8 nous permet d’affirmer que (1−χε)BM converge versBM faible-
ment au sens des courants surUz0 ×Uz0 quand ε tend vers 0. Il nous reste à montrer
que (1−χε)RM , (1−χε)EM , et ∂̄z,ζ((1−χε)EM) convergent respectivement vers
RM , EM et ∂̄z,ζEM faiblement au sens des courants sur Uz0 × Uz0 quand ε tend
vers 0 et que ∂̄z,ζ(1− χε) ∧ EM converge faiblement vers 0.

Soit f une forme différentielle de classe C∞ à support compact dans Uz0 . On a∫
ζ∈M
(1− χε(z, ζ))f(ζ) ∧ EM(z, ζ)

=
∑
I∈I ′(k)

sgn(I )
∫
ζ∈M
(1− χε(z, ζ))f(ζ) ∧ BI∗(z, ζ)

=
∑
I∈I ′(k)

sgn(I )
∫
(ζ,λ)∈M×&0I∗

(1− χε(z, ζ))f(ζ) ∧K0I∗(z, ζ, λ).

Par définition des noyauxK0I∗, des estimations analogues à celles effectuées dans
la Section 3 pour le noyau K0I nous donnent

[f(ζ) ∧K0I∗(z, ζ, λ)]deg λ=|I |+1

=
∑

0≤s≤n−2−|I |
0≤m≤|I |

O|I |−2n+2(|I |+1+s−m)+m+2

?(|I |+1+s−m)+m ∧ ∂ρi1(ζ) ∧ · · · ∧ ∂ρim(ζ).

En bornantm par |I | = k, nous avons tenu compte du fait que si I = (i1, . . . , ik)∈
I ′(k) on a ∂ρi1(ζ)∧· · ·∧∂ρik (ζ)∧∂ρ∗(ζ) = 0 car ρ∗ est une combinaison linéaire
de ρ1, . . . , ρk.

Soient σ un monôme en dζ1, . . . , dζn, dζ̄1, . . . , dζ̄n, λ1, . . . , λk+1 des points de&I∗
qui forment un système de vecteurs indépendants de R

k+1, tν = Im?(z, ζ, λν) et
dtν = dζ Im?(z, ζ, λν). Par définition de ?, on a

dtν(z, ζ) = i(∂̄ρλν (ζ)− ∂ρλν (ζ))+O1,

et par conséquent

∂ρλν (ζ) = 1

2
dρλν (ζ)+ i

2
dtν(z, ζ)+O1.

Comme dρλν |M = 0 pour tout 1 ≤ ν ≤ k + 1, il existe une constante C et des
monômes σL en dζ1, . . . , dζn, dζ̄1, . . . , dζ̄n tels que pour tout i1, . . . , im ∈ I∗

|(σ ∧ ∂ρi1(ζ) ∧ · · · ∧ ∂ρim)|M | ≤ C
∑
|L|≤m

|σL ∧l∈L dtl||ζ − z|m−|L|.

Il résulte alors du paragraphe 6 et du Lemme 7.4 de [16] et de l’inégalité (4.2)
qu’après intégration partielle en λ,

∣∣∫
ζ∈M χε(z, ζ)f(ζ) ∧ EM(z, ζ)

∣∣ est contrôlé
par une somme finie d’intégrales de la forme:

Ms,ε =
∫
ζ∈M∩B(z,ε)

∣∣σs ∧s
ν=1 dtν

∣∣∏s
ν=1(|tν | + |ζ − z|2)|ζ − z|2n−k−s−2

,

où 1 ≤ s ≤ k.
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Il nous reste à prouver que les fonctions de toute famille à k éléments extraite
de la famille (tν)1≤ν≤k+1 peuvent être utilisée comme coordonnées locales. Pour
tout ν, 1 ≤ ν ≤ k+1, on a ∂ρλν = i

2dtν +O1 surM, il suffit donc de montrer que
∂ρλν1 ∧ · · · ∧ ∂ρλνk �= 0, pour tout k-uplet (ν1, . . . , νk) extrait de (1, . . . , k + 1).

Puisque ρλ dépend linéairement de λ, l’indépendance linéaire des vecteurs
λ1, . . . , λk+1 implique l’existence d’une matrice A inversible d’ordre k + 1 telle
que ∂ρλ• = A∂ρI∗, où ∂ρλ• est le vecteur colonne dont les coordonnées sont les
∂ρλν , ν = 1, . . . , k+1, et ∂ρI∗ le vecteur colonne de coordonnées ∂ρi1 , . . . , ∂ρik , ∂ρ∗,
si I = (i1, . . . , ik).

Si ρ∗ = ρ1 + · · · + ρk , on a, par définition des ρij , |ij | = j, ∂ρ∗ = ε1∂ρi1 +
· · · + εk∂ρik , où εj = ij/|ij |. On note Lk la matrice carrée d’ordre k+1 dont les k
premières lignes sont identiquement nulles et la k+1ième ligne vaut (ε1 . . . εk−1)
et B la matrice rectangulaire k + 1 × k, qui coïncide avec la matrice A + ALk
privée de sa (k + 1)ième colonne identiquement nulle. On a ∂ρλ• = B∂ρI . De
plus toute matrice carrée Bk d’ordre k extraite de B est inversible et donc

∂ρλν1 ∧ · · · ∧ ∂ρλνk = det(Bk)∂ρi1 ∧ · · · ∧ ∂ρik �= 0,

carM est générique.
On peut maintenant intégrer en utilisant les coordonnées tν et on obtient∣∣∣∣

∫
ζ∈M

χε(z, ζ)f(ζ) ∧ EM(z, ζ)
∣∣∣∣ � ε2(1+ |ln ε|)k.

Les mêmes estimations, associées au fait que |∂̄z,ζ(1−χε)| ≤ C1/ε, impliquent
que ∣∣∣∣

∫
ζ∈M

∂̄z,ζ(1− χε(z, ζ))f(ζ) ∧ EM(z, ζ)
∣∣∣∣ � ε(1+ |ln ε|)k.

Nous avons donc prouvé que (1− χε)EM converge faiblement vers EM et que
∂̄z,ζ(1 − χε) ∧ EM converge faiblement vers 0 quand ε tend vers 0. De plus
l’opérateur ∂̄z,ζ étant faiblement continu, ∂̄z,ζ((1 − χε)EM) converge faiblement
vers ∂̄z,ζEM.

Etudions maintenant la convergence de (1−χε)RM. Soit f une forme différen-
tielle de classe C∞ à support compact dans Uz0 . On a∫

ζ∈M
(1− χε(z, ζ))f(ζ) ∧ RM(z, ζ)

=
∑
I∈I ′(k)

sgn(I )
∫
ζ∈M
(1− χε(z, ζ))f(ζ) ∧ CI∗(z, ζ)

=
∑
I∈I ′(k)

sgn(I )
∫
(ζ,λ)∈M×&I∗

(1− χε(z, ζ))f(ζ) ∧KI∗(z, ζ, λ).

Par définition (cf. (4.4)), des noyaux KI∗ on a

f(ζ) ∧KI∗(z, ζ, λ) = (−1)n(n−1)/2

(2iπ)n
f̃ (ζ) ∧ 〈ψI∗, dζ〉

∧ 〈(∂̄z,ζ + dλ)ψI∗, dζ〉n−1 ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzn.
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Comme on doit intégrer f(ζ) ∧ KI∗(z, ζ, λ) sur &I∗, qui est de dimension réelle
|I |, seule la composante de degré |I | en λ du noyauKI∗ donnera une contribution.
Par des calculs analogues à ceux de la Section 3, on obtient

[f(ζ) ∧KI∗(z, ζ, λ)]deg λ=|I | = O0 ∧W
?n

∧ (dλW )|I |

=
∑

0≤m≤|I |
i1,...,im∈I∗

O|I |+1−m
?n

∧ ∂ρi1(ζ) ∧ · · · ∧ ∂ρim(ζ).

Notons que comme dans le cas précédentm ≤ |I | = k et remarquons que, puisque
la variétéM n’est pas totalement réelle, on a n > k. Avec les notations ci-dessus,
après intégration partielle en λ,

∣∣∫
ζ∈M χε(z, ζ)f(ζ)∧RM(z, ζ)

∣∣ est contrôlé, grâce
à (4.2), par une somme finie d’intégrales de la forme:

Ns,ε =
∫
ζ∈M∩B(z,ε)

∣∣σs ∧s
ν=1 dtν

∣∣∏s
ν=1(|tν | + |ζ − z|2)|ζ − z|2n−k−s−1

,

où 1 ≤ s ≤ k.
En utilisant de nouveau les tν comme coordonnées locales, on obtient donc que∣∣∣∣

∫
ζ∈M

χε(z, ζ)f(ζ) ∧ RM(z, ζ)
∣∣∣∣ � ε(1+ |ln ε|)k.

Nous avons donc prouvé que (1− χε)RM converge faiblement vers RM.

Corollaire 4.3. Soit 
 un domaine à bord C1 relativement compact dansM ∩
Uz0 .

Si f est une (n, r)-forme de classe C1 dans 
̄, n− k− q+1 ≤ r ≤ n− k, alors
on a la formule suivante au sens des courants surM

(−1)(k+1)(r+n)+ k(k+1)
2 f(z) = ∂̄b

∫
ζ∈


f(ζ) ∧ RM(z, ζ)

+ (−1)k+1
∫
ζ∈


∂̄bf(ζ) ∧ RM(z, ζ)

+ (−1)k
∫
ζ∈∂


f(ζ) ∧ RM(z, ζ).

Si f est une (n, r)-forme de classe C1 dans 
̄, 0 ≤ r ≤ q − 1, alors on a la
formule suivante au sens des courants surM

(−1)(k+1)(r+n)+ k(k+1)
2 f(ζ) = ∂̄b

∫
z∈

f(z) ∧ RM(z, ζ)

+ (−1)k+1
∫
z∈

∂̄bf(z) ∧ RM(z, ζ)

+ (−1)k
∫
z∈∂


f(z) ∧ RM(z, ζ).
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5. Estimations

On désigne toujours par M une sous-variété CR générique, q-concave, q ≥ 1, de
codimension réelle k dans C

n et par z0 un point de M. Dans la Section 4 nous
avons défini une solution fondamentale RM de l’opérateur de Cauchy–Riemann
tangentiel sur M dans un voisinage Uz0 de z0. Soit 
 un domaine relativement
compact dans M ∩ Uz0 . Pour toute (n, r)-forme f à coefficients dans L∞(
),
on pose

R̃Mf(z) =
∫
ζ∈


f(ζ) ∧ RM(z, ζ) si n− k − q + 1 ≤ r ≤ n− k, (5.1)

R̃Mf(ζ) =
∫
z∈

f(z) ∧ RM(z, ζ) si 0 ≤ r ≤ q. (5.2)

Nous allons étudier les propriétés de régularité de l’opérateur R̃M en fonction de
la régularité de la variétéM.

5.1. Estimations Hölderiennes

On note W 0,∞
n,r (
) l’espace des (n, r)-formes différentielles à coefficients dans

L∞(
) et C1/2
n,r (
) l’espace des (n, r)-formes différentielles à coefficients hölde-

riens d’ordre 1/2.

Théorème 5.1. SiM est de classe C 2 et n− k− q +1 ≤ r ≤ n− k, l’opérateur
R̃M est continu deW 0,∞

n,r (
) dans C1/2
n,r−1(
).

Démonstration. Soient z1 et z2 des points de 
. On a

R̃Mf(z1)− R̃Mf(z2) =
∫
ζ∈


f(ζ) ∧ (RM(z1, ζ)− RM(z2 , ζ)),

et par conséquent

|R̃Mf(z1)− R̃Mf(z2)| ≤
∫
ζ∈

|ζ−z1|≤2|z1−z2|1/2

|f(ζ) ∧ (RM(z1, ζ)− RM(z2 , ζ))|

+
∫
ζ∈

|ζ−z1|≥2|z1−z2|1/2

|f(ζ) ∧ (RM(z1, ζ)− RM(z2 , ζ))|.

L’opérateur RM étant linéaire, on peut supposer sans perte de généralité que f
est de la forme f = f̃σ, où f̃ est une fonction dans L∞(
) et σ un monôme en
dζ1, . . . , dζn, dζ̄1, . . . , dζ̄n. On obtient alors

|R̃Mf(z1)− R̃Mf(z2)|
≤ ‖f ‖∞

∫
ζ∈

|ζ−z1|≤2|z1−z2|1/2

|σ ∧ (RM(z1, ζ)− RM(z2 , ζ))|

+ ‖f ‖∞
∫
ζ∈

|ζ−z1|≥2|z1−z2|1/2

|σ ∧ (RM(z1, ζ)− RM(z2 , ζ))|.
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Nous devons donc estimer les intégrales

J1 =
∫
ζ∈

|ζ−z1|≤2|z1−z2|1/2

|σ ∧ (RM(z1, ζ)− RM(z2 , ζ))|,

J2 =
∫
ζ∈

|ζ−z1|≥2|z1−z2|1/2

|σ ∧ (RM(z1, ζ)− RM(z2 , ζ))|.

Nous supposerons que |z1 − z2| ≤ 1. Remarquons que

J1 ≤
∫
ζ∈

|ζ−z1|≤2|z1−z2|1/2

|σ ∧ RM(z1, ζ)| +
∫
ζ∈

|ζ−z2|≤3|z1−z2|1/2

|σ ∧ RM(z2 , ζ)|.

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que

σ ∧ RM(z, ζ) =
∑
I∈I ′(k)

sgn(I )
∫
λ∈&I∗

[σ ∧KI∗(z, ζ, λ)]deg λ=|I |

=
∑
I∈I ′(k)

∑
0≤m≤k

i1,...,im∈I∗

∫
λ∈&I∗

O|I |+1−m
?n

∧ ∂ρi1(ζ) ∧ · · · ∧ ∂ρim(ζ).
(5.3)

La variété M est supposée q-concave avec q ≥ 1 et par conséquent n > k + 1.
L’intégration partielle par rapport à λ permet de contrôler∫

ζ∈

|ζ−zj |≤cj |z1−z2|1/2

|σ ∧ RM(zj , ζ)|, j = 1, 2,

par une somme finie d’intégrales de la forme:

A(z1, z2) =
∫
ζ∈

|ζ−z|≤cj |z1−z2|1/2

|σ ∧ ∂ρi1(ζ) ∧ · · · ∧ ∂ρim(ζ)|∏k+1
ν=1|?(z, ζ, λν)||ζ − z|2n−3k+m−3

,

où λ1, . . . , λk+1 sont des points de &I∗, I ∈ I ′(k), qui forment un système de
vecteurs indépendants de R

k+1.

On pose toujours tν = Im?(z, ζ, λν) et dtν = dζ Im?(z, ζ, λν). Il résulte de
la définition de ρ∗ et de l’étude faite dans la Section 4 que pour tout multi-indice
(ν1, . . . , νk) extrait de (1, . . . , k + 1), on a

|σ ∧ ∂ρi1(ζ) ∧ · · · ∧ ∂ρim | �
∑

0≤|L|≤m
|σL ∧l∈L dtl||ζ − z|m−|L|

oùL = (l1, . . . , l|L|) est un multi-indice de longueur |L| ≤ k extrait de (ν1, . . . , νk).
Comme |L| ≤ k, il existe νL ∈ {1, . . . , k + 1} \ L et d’après (4.2)

k+1∏
ν=1

|?(z, ζ, λν)||ζ − z|2n−3k+|L|−3

≥
∏
l∈L

|?(z, ζ, λl)||?(z, ζ, λνL)||ζ − z|2n−k−|L|−3.
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Le terme de A(z1, z2) correspondant à un multi-indice L = ∅ est majoré par

A0(z1, z2) �
∫
X∈R

2n−k
|X|≤cj |z1−z2|1/2

dX

|X|2n−k−1

� |z1 − z2|1/2.

Si 0 < |L| < k, les fonctions tl1, . . . , tl|L| , tνL peuvent être utilisées comme coor-
données locales ainsi que nous l’avons remarqué dans la Section 4. Les termes de
A(z1, z2) correspondant à un multi-indice L de longueur strictement inférieure à
k sont donc contrôlés par:

AL(z1, z2) �
∫
X∈R

2n−k
|X|≤cj |z1−z2|1/2

dX∏|L|+1
ν=1 (|Xν | + |X|2)|X|2n−k−|L|−3

� |z1 − z2|(1+ |ln|z1 − z2||)|L|+1.

Si |L| = k, on a

∏
l∈L

|?(z, ζ, λl)||?(z, ζ, λνL)| =
k+1∏
ν=1

|?(z, ζ, λν)|.

En remarquant que

k+1∏
ν=1

|?(z, ζ, λν)| ≥ min
ν1,...,νk∈{1,...,k+1}

k∏
j=1

|?(z, ζ, λνj )|1+1/k,

on peut majorer le terme deA(z1, z2) correspondant àL de longueur k de la manière
suivante:

AL(z1, z2) �
∫
X∈R

2n−k
|X|≤cj |z1−z2|1/2

dX∏k
ν=1(|Xν | + |X|2)1+1/k|X|2n−2k−3

� |z1 − z2|1/2.

On en déduit donc que J1 � |z1 − z2|1/2. Nous allons maintenant étudier J2.

Il résulte de la définition de J2 et de (5.3) que

J2 =
∑
I∈I ′(k)

∫
(ζ,λ)∈
×&I∗
|ζ−z1|≥2|z1−z2|1/2

∣∣∣∣ N(z1, ζ, λ)

?n(z1, ζ, λ)

− N(z2 , ζ, λ)

?n(z2 , ζ, λ)

∣∣∣∣|σ ∧ ∂ρi1(ζ) ∧ · · · ∧ ∂ρim(ζ)|,
où N(z, ζ, λ) est une fonction de classe C∞ en z qui est un Ok+1−m.

On peut écrire

N(z1, ζ, λ)

?n(z1, ζ, λ)
− N(z2 , ζ, λ)

?n(z2 , ζ, λ)
= N(z1, ζ, λ)−N(z2 , ζ, λ)

?n(z1, ζ, λ)

+N(z2 , ζ, λ)

[
1

?n(z1, ζ, λ)
− 1

?n(z2 , ζ, λ)

]
.
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On obtient alors

J ′
2 =

∫
(ζ,λ)∈
×&I∗
|ζ−z1|≥2|z1−z2|1/2

∣∣∣∣N(z1, ζ, λ)−N(z2 , ζ, λ)

?n(z1, ζ, λ)

∣∣∣∣
� |z1 − z2|

∑
0≤s≤k

∫
X∈R

2n−k
2|z1−z2|1/2≤|X|≤C

dX∏s+1
ν=1(|Xν | + |X|2)|X|2n−k−s−2

� |z1 − z2|(1+ |ln|z1 − z2||)k+1,

car |N(z1, ζ, λ)−N(z2 , ζ, λ)| ≤ |z1 − z2|Ok−m.
La fonction ?(z, ζ, λ) est de classe C∞ en z et par conséquent

1

?n(z1, ζ, λ)
− 1

?n(z2 , ζ, λ)
�

n−1∑
p=0

|z1 − z2|
?n−p(z1, ζ, λ)?p+1(z2 , ζ, λ)

.

En remarquant que si |ζ − z1| ≥ 2|z1 − z2|1/2, alors 1/2 ≤ |ζ − z1|/|ζ − z2| ≤ 2,
après intégration partielle en λ nous obtenons

J ′′
2 =

∫
(ζ,λ)∈
×&I∗
|ζ−z1|≥2|z1−z2|1/2

N(z2 , ζ, λ)

∣∣∣∣ 1

?n(z1, ζ, λ)
− 1

?n(z2 , ζ, λ)

∣∣∣∣
� |z1 − z2|

∑
1≤s≤k

∫
X∈R

2n−k
2|z1−z2|1/2≤|X|≤C

dX∏s
ν=1(|Xν | + |X|2)1+1/s |X|2n−k−s−1

+ |z1 − z2|
∫
X∈R

2n−k
2|z1−z2|1/2≤|X|≤C

dX

(|X1| + |X|2)|X|2n−k−1

� |z1 − z2|1/2

et par conséquent J2 � |z1 − z2|1/2.

On en déduit donc qu’il existe une constante C telle que si z1, z2 ∈

|R̃Mf(z1)− R̃Mf(z2)| ≤ C‖f ‖∞|z1 − z2|1/2. (5.4)

Remarquons que si on se restreint à une courbe complexe tangente joignant z1 à z2

la différentielle dz? s’annule à l’ordre 1 en z = ζ. Par des estimations analogues,
on en déduit que R̃Mf est de classe C1−ε sur toute courbe complexe tangente deM.

Dans le cas des petits degrés, les rôles de z et ζ sont inversés; pour appliquer
les estimations ci-dessus nous avons donc besoin d’un noyau de classe C1 en ζ.
Comme RM fait intervenir des dérivées d’ordre 2 en ζ des fonctions définissantes
deM, nous devons supposer queM est de classe C 3.

Théorème 5.2. SiM est de classe C 3 et 0 ≤ r ≤ q, l’opérateur R̃M est continu
deW 0,∞

n,r (
) dans C1/2
n,r−1(
).
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5.2. Estimations d’Ordre Supérieur

Nous allons utiliser des idées développées dans [18] et reprises par [9].
On note?j(z, ζ) la fonction?J pour J = (λ1, . . . , λk , λ∗)∈ I ′(k∗) avec λj = 1.

Lemme 5.3. Il existe des champs de vecteurs Y ζ1 , . . . ,Y ζk tangents à M tels que
pour tout ζ ∈U(z0) et 1 ≤ i, j ≤ k

Y
ζ

i ?j(ζ, ζ) = δij ,
où δij désigne le symbole de Kronecker.

Démonstration. Puisque M est générique, ∂ρ1 ∧ · · · ∧ ∂ρk �= 0 sur U(z0) et par
conséquent la matrice

A =

 〈∂ρ1(ζ), ∂ρ1(ζ)〉 . . . 〈∂ρk(ζ), ∂ρ1(ζ)〉

...
...

〈∂ρ1(ζ), ∂ρk(ζ)〉 . . . 〈∂ρk(ζ), ∂ρk(ζ)〉


,

où

〈∂ρi(ζ), ∂ρj(ζ)〉 =
n∑
ν=1

∂ρj

∂ζ̄ν
(ζ)
∂ρi

∂ζν
(ζ),

est inversible pour tout ζ ∈ U(z0) et il existe ν1, . . . , νk ∈ {1, . . . , n} tels que la
matrice

B =




∂ρ1

∂ζν1

(ζ) . . .
∂ρk

∂ζν1

(ζ)

...
...

∂ρ1

∂ζνk
(ζ) . . .

∂ρk

∂ζνk
(ζ)




est inversible pour tout ζ ∈U(z0).

On pose

Y
ζ

i = 1

2

k∑
j=1

αij(ζ)

n∑
ν=1

∂ρj

∂ζ̄ν
(ζ)

∂

∂ζν
− 1

2

k∑
j=1

βij(ζ)
∂

∂ζ̄νj

où [αij ] = A−1 et [βij ] = B−1.

On montre alors facilement que pour 1 ≤ i, j ≤ k
Y
ζ

i ?j(ζ, ζ) = δij et Y
ζ

i ρj = 0.

Puisque ρ∗ = ρ1 + · · · + ρk , on a par définition de ?I∗

?I∗(z, ζ, λ) =
k∑
j=1

(λJ + λ∗)?j(z, ζ)+O2.

Pour λ∈&I∗, on définit le champs de vecteurs Y ζλ par
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Y
ζ
λ =

k∑
j=1

λj + λ∗∑k
j=1(λj + λ∗)2

Y
ζ

j .

Le champs de vecteur Y ζλ est tangent à M et vérifie Y ζλ?I∗(ζ, ζ, λ) = 1 pour ζ ∈
U(z0) et λ∈&I∗.
Définition 5.4. Une forme différentielle définie sur U(z0)×U(z0)×&I∗ ap-
partient à la classe Eδ si elle peut s’écrire

Eα+k−m

(?I∗ + δ)β ∂ρi1 ∧ · · · ∧ ∂ρim ,

où Ej = O0(ζ − z)j et α et β sont des entiers tels que 2n− 1− 2β + α ≥ 0.
On dira qu’un noyau Lδ est dans la classe Lδ si

Lδ(z, ζ) =
∫
λ∈&I∗

Eδ(z, ζ, λ),

où Eδ appartient à Eδ.
Le noyau RM est une somme finie d’éléments de la classe L0. Remarquons que

si on remplaceRM par un noyau de la classe Lδ , δ > 0, l’inégalité (5.4) reste vraie
avec une constanteC qui ne dépend pas de δ, car |?I∗+δ| ≥ 1

2 (Re?I∗+|Im?I∗|).
Si Xz est un champs de vecteur tangent à M en la variable z, on note Xζ le

champs correspondant en la variable ζ.

Lemme 5.5. Fixons δ > 0, pour tout noyau Eδ de classe C l appartenant à Eδ , il
existe ε > 0 tel que pour (z, ζ)∈U(z0)× U(z0) vérifiant |z− ζ| < ε on a

XzEδ = −XζEδ + (Xz +Xζ )?I∗
Y
ζ
λ?I∗

Y
ζ
λLδ +Gδ ,

où Gδ est une somme finie de noyaux de classe C l−1 appartenant à Eδ.
Démonstration. On remarque que puisque Y ζλ?I∗(ζ, ζ, λ) = 1 pour ζ ∈ U(z0), il
existe ε > 0 et une constante C telle que Y ζλ?I∗(z, ζ, λ) > C si |z − ζ| < ε. Par
ailleurs

(Xz +Xζ )Ej = Ej,
(Xz +Xζ )?I∗ = E1,

Y
ζ
λE

j = Ej−1.

Le lemme résulte alors d’un calcul direct.

On note W l,∞
n,r (
) l’espace des (n, r)-formes différentielles de classe C l dont les

dérivées d’ordre l des coefficients appartiennent à L∞(
) et C l+1/2
n,r (
) l’espace

des (n, r)-formes différentielles de classe C l dont les dérivées d’ordre l des coef-
ficients sont hölderiennes d’ordre 1/2.

Théorème 5.6. SiM est de classe C l+2 et n−k−q+1 ≤ r ≤ n−k, l’opérateur
R̃M est continu deW l,∞

n,r (
) dans C l+1/2
n,r−1(
).
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Démonstration. Fixons un point z1 dans
 et choisissons une fonction χ à support
compact dans 
 telle que χ(ζ) = 1, si |ζ − z1| ≤ ε/4, et χ(ζ) = 0, si |ζ − z1| ≥
ε/2, où ε est donné par le Lemme 5.5. On poseD(z1) = {z∈
 | |z− z1| ≤ ε/4}.
On écrit

R̃Mf(z) =
∫
ζ∈


χ(ζ)f(ζ) ∧ RM(z, ζ)+
∫
ζ∈

(1− χ(ζ))f(ζ) ∧ RM(z, ζ).

On note J1(f ) la première intégrale du second membre et J2(f ) la seconde.
Puisque RM(z, ζ) est de classe C∞ en z pour z �= ζ, l’intégrale J2(f ) est de

classe C∞ sur D(z1).

Lemme 5.7. Soient δ > 0, Lδ un noyau de classe C l appartenant à Lδ et f une
(n, r)-forme dansW l,∞

n,r (
). Si

L̃δf(z) =
∫
ζ∈


χ(ζ)f(ζ) ∧ Lδ(z, ζ)

et si Xz1 , . . . ,Xzj sont des champs de vecteurs tangents à M, j ≤ l, alors Xz1 . . .
Xzj L̃δf appartient à C1/2

n,r (
) et il existe une constante Cj indépendante de δ et de
f telle que

‖Xz1 . . . Xzj L̃δf ‖1/2,D(z1) ≤ Cj‖f ‖∞.
Démonstration. Le Lemme 5.5 et une intégration par parties donnent

XzL̃δf(z) =
∫
ζ∈


X̃ζ(χ(ζ)f(ζ)) ∧ Lδ(z, ζ)+
∫
ζ∈


χ(ζ)f(ζ) ∧ Pδ(z, ζ),

où X̃ζ est un champs de vecteurs tangent àM indépendant de δ et Pδ une somme
finie de noyaux de classe C l−1 appartenant à Lδ. En appliquant successivement les
champs de vecteurs Xz1 , . . . ,Xzj , on obtient donc

Xz1 . . . X
z
j L̃δf(z) =

j∑
ν=0

∑
jν∈{1,...,j}

∫
ζ∈


X
ζ

j1
. . . X

ζ

jν
χ(ζ)f(ζ) ∧Qδ(z, ζ),

où Qδ est une somme finie de noyaux de classe C l−1 appartenant à Lδ. On peut
estimer les intégrales du membre de droite comme dans la Section 5.1 avec des
constantes indépendantes de δ ainsi que nous l’avons remarqué après la Défini-
tion 5.4.

Terminons la démonstration du Théorème 5.6. On note Lδ,M le noyau obtenu en
remplaçant?I∗ par?I∗ + δ dans RM. On peut montrer en utilisant les mêmes ar-
guments que dans le Lemme 2.11 de [9] que L̃δ,Mf et Xz1 . . . X

z
j L̃δ,Mf converge

uniformément vers R̃Mf et Xz1 . . . X
z
j R̃Mf sur 
 lorsque δ tend vers 0. Les con-

stantesCj du Lemme 5.7 étant indépendantes de δ, le théorème est alors démontré.

Un travail similaire en inversant les rôles de z et ζ permet d’obtenir le théorème
suivant:



582 M. Y. Barkatou & C. Laurent-Thiébaut

Théorème 5.8. Si M est de classe C l+3 et 1 ≤ r ≤ q, l’opérateur R̃M est con-
tinu deW l,∞

n,r (
) dans C l+1/2
n,r−1(
).

Nous terminons en prouvant un lemme de Poincaré pour le ∂̄b avec régularité
C l+1/2.

Théorème 5.9. SoientM une variété CR générique q-concave, de codimension
réelle k, de classe C 3 plongée dans C

n et z0 un point de M. Pour tout voisinage
ouvert U de z0 dans M, il existe un voisinage ouvert V ⊂ U de z0 et pour tout r
tel que 1 ≤ r ≤ q − 1 ou n− k − q + 1 ≤ r ≤ n− k, un opérateur

Tr : Cn,r (U)→ Cn,r (V )
possédant les propriétés suivantes:

(i) f |V = ∂̄bTrf +Tr+1∂̄bf , pour 1 ≤ r ≤ q−2 et n− k − q + 1 ≤ r ≤ n− k;
(ii) f |V = ∂̄bTrf , si r = q − 1 et ∂̄bf = 0;

(iii) si f ∈ C ln,r (U) alors Trf ∈ C l+1/2
n,r (V ) si M est de classe C l+3 et 1 ≤ r ≤

q − 1 ou siM est de classe C l+2 et n− k − q + 1 ≤ r ≤ n− k.
Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer queU est contenu dans
M ∩ Uz0 . Soit B une petite boule centrée en z0 telle que 
 = B ∩M soit un do-
maine à bord C1 relativement compact dans U. Si f est une (n, r)-forme continue
sur U, on définit les opérateurs Pr par:

Prf(ζ) = (−1)(k+1)(r+n)+k(k+1)/2
∫
z∈b


f(z) ∧ [RM ]n,n−k−r−1(z, ζ)

si 1 ≤ r ≤ q − 1;

Prf(z) = (−1)(k+1)(r+n)+k(k+1)/2
∫
ζ∈b


f(ζ) ∧ [RM ]n,r (z, ζ)

si n− k − q + 1 ≤ r ≤ n− k.
Il résulte de la définition des noyaux RM que les opérateurs Pr sont continus de
C ln,r (U) dans C ln,r (
) si M est de classe C l+3 et 1 ≤ r ≤ q − 1 ou si M est de
classe C l+2 et n− k − q + 1 ≤ r ≤ n− k. Soit B ′ une autre boule centrée en z0

telle que B ′ ∩M ⊂⊂ 
. En utilisant le noyau de Henkin associé à la boule B ′, on
obtient un opérateur linéaire continu Lr de C ln,r (B ′) dans C l+εn,r−1(B

′), 0 < ε < 1,
tel que

Prf |B ′ = ∂̄Lr−1Prf + Lr∂̄Prf.
On pose alors

Trf = (−1)(k+1)(r+n)+k(k+1)/2R̃Mf + (−1)kLr−1Prf.

La formule d’homotopie du (i) résulte alors du Corollaire 4.3 et du fait que,
grâce à (4.7), ∂̄Pr = Pr+1∂̄b, si 0 ≤ s ≤ q − 2 et n− k − q + 1 ≤ r ≤ n− k.

Le point (ii) se déduit aussi du Corollaire 4.3 en remarquant que ∂̄Prf = 0, si
∂̄bf = 0 et r = q−1. En appliquant la Proposition 3.2 et le Lemme 4.1 on obtient
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∂̄z,ζRM = (−1)k+1
∑
I∈I ′(k)

sgn(I )CI .

Mais, d’après le Lemme 3.4, ∂̄z[CI ]n,n−k−q = 0 et par des arguments analogues
à ceux développés dans [15, Lemme 5.4 et 5.5], pour tout I ∈ I ′(k), on peut
approcher uniformément au voisinage de b
 les [CI ]n,n−k−q par des formes ∂̄z-
fermées au voisinage de 
̄. Alors la formule de Stokes permet de prouver que
∂̄Pq−1f = 0, si ∂̄bf = 0.

Finalement (iii) est une conséquence des Théorèmes 5.6 et 5.8 et de la régular-
ité des opérateurs Lr.

6. Appendice

Cet appendice reprend des résultats démontrés dans [16], utilisés pour estimer
l’intégration en λ pour les différents noyaux.

Soient h ≥ 2 un entier et K = (k1, . . . , ks) ∈ P ′(h), on pose dλK = dλk2 ∧
· · · ∧ dλks . Soient de plus C∗, δ et ε des constantes positives, ϕ1, . . . ,ϕh des nom-
bres complexes tels que

Reϕj ≥ δ + ε (6.1)

Si i, j ∈ {1, . . . ,h} avec i �= j, ∇ i
j représente la dérivée partielle ∂

∂λj
en con-

sidérant λj dans le système de coordonnées (λ1, . . . , λ̂i, . . . , λh) sur &(1,...,h) et on
note

∇ i1 ... it
j1 ... jt

= ∇ i1
j1
. . .∇ it

jt

pour t ≥ 2, et 1 ≤ iν , jν ≤ h, avec iν �= jν (ν = 1, . . . , t).
Soient γ et @ deux fonctions de classe C∞ sur &(1,...,h) telles que

|γ (λ)| ≤ ε

4
, (6.2)

|∇ i1 ... it
j1 ... jt

γ (λ)| ≤ ε

4
, (6.3)

|@(λ)| ≤ C∗, (6.4)

|∇ i1 ... it
j1 ... jt

@(λ)| ≤ C∗, (6.5)

pour tout λ∈&(1,...,h), 1 ≤ t ≤ h+ 2, 1 ≤ iν , jν ≤ h, avec iν �= jν (ν = 1, . . . , t).
Rappelons les estimations prouvées dans le Théorème 6.1 de [16]:

Théorème 6.1. Si pour tout p ∈N, on note Cp = (3p)! 27p, alors:

1. pour tout p ∈N, on a∣∣∣∣
∫
&(1, . . .,h)

@(λ)dλ(1,...,h)(∑h
j=1 λjϕj + γ (λ)

)p
∣∣∣∣ ≤ CpC∗

(δ + ε)p ;

2. pour tout K ∈P ′(h) et tout p ≥ |K| + 1,∣∣∣∣
∫
&(1, . . .,h)

@(λ)dλ(1,...,h)(∑h
j=1 λjϕj + γ (λ)

)p
∣∣∣∣ ≤ CpC∗∏

j∈K |ϕj |(δ + ε)p−|K| .



584 M. Y. Barkatou & C. Laurent-Thiébaut

On définit maintenant la notion de famille de sommets admissibles correspondant
à la Définition 7.3 dans [16]:

Définition 6.2. Soit α la constante donnée par la relation (3.5). Une famille de
sommets admissibles est une famille ordonnée (λ1, . . . , λl) de points de&(1,...,N+1)

telle que:

(i) il existe K = (k1, . . . , kl)∈P ′(N + 1) tel que λj ∈&K , pour j = 1, . . . , l;
(ii) λ1, . . . , λl sont des vecteurs linéairement indépendants dans R

l;
(iii) pour tout (ζ, z, τ)∈C

n × UD̄ ×&(1,...,l ) la fonction γ définie par

γ (ζ, z, τ) = ϕ
(
ζ, z,

l∑
j=1

τjλ
j

)
−

l∑
j=1

τjϕ(ζ, z, λ
j )

vérifie les relations suivantes:

|γ (ζ, z, τ)| ≤ α

8
|ζ − z|2, (6.6)

|∇ i1 ... it
j1 ... jt

γ (ζ, z, τ)| ≤ α

8
|ζ − z|2, (6.7)

pour tout 1 ≤ t ≤ l + 2, 1 ≤ iν , jν ≤ l, avec iν �= jν (ν = 1, . . . , t).

Si (λ1, . . . , λl) est une famille de sommets admissibles, on note

&(λ1, . . . , λl) =
{ l∑
j=1

τjλ
j, τ ∈&1,...,l

}
.

On dit alors qu’un simplexe & est admissible s’il existe une famille de sommets
admissibles, (λ1, . . . , λl), telle que & = &λ1,...,λl .

On peut maintenant énoncer le lemme suivant, qui est démontré dans [16]:

Lemme 6.3. Il existe ε > 0 tel que, siK = (k1, . . . , kl)∈P ′(N+1) et λ1, . . . , λl ∈
&K sont des vecteurs linéairement indépendants avec

|λi − λj| < ε (1 ≤ i, j ≤ l )
alors (λ1, . . . , λl) est une famille de sommets admissibles.

D’après le Lemme 6.3, on peut diviser &I en un nombre fini de simplexes admis-
sibles.

Si λ1, . . . , λl est une famille de sommets admissible fixée, on pose

&̃(λ1, . . . , λl) = {λ∈ ◦
&0I | ◦

λ∈&(λ1, . . . , λl)}.
Les intégrales sur &0I sont donc des sommes finies d’intégrales associées à des
simplexes admissibles.
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Pour majorer l’intégration en λ, on remarque alors que

ψ :
[
0, 1

2

] ×&I −→ &̃,

(τ,ϑ) !−→
(
τ, (1− τ)

l∑
j=1

ϑjλ
j

1, . . . , (1− τ)
l∑
j=1

ϑjλ
j

l

)
,

est un difféomorphisme et on peut alors utiliser le Théorème 6.1.
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