Résolution de d sur des Portions de
Spheéres ou d’Anneaux

LILIANE BITAR

Il est bien connu (cf. en particulier [6]) que sur la sphére unité S, de C",
n>1, le d,-probleme est résoluble sauf pour le degré critique n—1.

Dans P’article [12] Rosay démontre que si g est une (0, g)-forme C% et
dp-fermée sur la partie de S, définie par |Z)|< 3, avec 1<g=<n-3, alors
il existe ¥ une (0, g—1)-forme C telle que d,u =g sur cette partie. Et il
donne un contre-exemple pour g = n—2. Il démontre aussi la résolubilité de
d, sur les parties de S, définies par |Z,|> %, pour g=1,...,n—2.

Dans ce travail, on s’intéresse & des ouverts X de S, définis par |Z|*+--- +
|Z,)* < 1, et on en déduira la résolubilité de P’équation 3 dans des portions
d’anneaux 6 définies par 1 <|Z|<2et |Z]*+---+|Z;|* < Javec 1<k =n—1.

On démontrera les théorémes suivant, pour n=4:

THEOREME 1. Soit g une (0, q)-forme C* et 3,-fermée sur T, ge{l, ...,
n—3}.
Sigéef{n—k—1, n—k, n—k+1}, alors il existe u une (0,q—1)-forme
C* telle que

0.1 dpyu=g sur X.

Si g =n—k+1, on peut résoudre (0.1) sur toute partie relativement
compacte de .
Si g =n—k —1, Péquation (0.1) n’est pas résoluble sur ¥%.

THEOREME 2. Soit g une (0, q)-forme C® et d-fermée dans 0, g€ {1, ...,
n—3}.
Sigée{n—k—1, n—k, n—k+1}, alors il existe u une (0, q—1)-forme
C® dans 0 telle que

0.2) du=g dans 0.

Si en plus g se prolonge C= sur les parties de la frontiere |Z|=1 ou 2,
alors il existe u une solution C* dans 0 de (0.2) qui se prolonge C*®
sur |Z|=1 ou 2.

Si g=n—k+1, on peut résoudre (0.2) dans toute partie relativement
compacte dans 0.

Si g=n—k—1, 'équation (0.2) n’est pas résoluble.
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Le cas g =n—k reste ouvert.
Dans toute la suite on note Z=(Z",Z") oW Z’'=(Zy, ..., Zy), Z" =(Z 11,
e Zy)etlsk=n—1.

I. Formules de Saut et d’Homotopie

1. REMARQUE PRELIMINAIRE. Soit Z'={|Z|=1, |Z'|*< ] —¢} ol € est
un réel positif.

Il suffit de prouver, pour tout e > 0, la résolubilité de g, sur I’, pour les de-
grésgefl,...,n—3}/{n—k—1, n—k} larésolubilité sur Ss’en déduit comme
dans [12] par un procédé de suite convergente.

2. Considérons @ un voisinage ouvert de X’ dans C”, coupé par X en deux
parties Q*={ZeQ:|Z|<1} et Q" ={ZeQ:|Z|>1]}, et tel que RQNL est la
partie £” définie par |Z’|*< 1 - . Soit S(¢§, Z) =(Si(, Z), ..., Su(§, Z)) une
section de fibré de Leray associée a (X, 2). Ce qui signifie: pour Ze Q\ E et
feX, 8¢, Z) est un n-uplet de fonctions continuement différentiables qui
vérifient I’hypothé¢se fondamentale

Re 3 (¢—Z)S;(5,2)>0 VZeQ\T et vieL.
j=1

A S(¢, Z) on associe le noyau

o S5, 2)
K ,Z — -1 Jj+1 J
s, 2) j§=:l( ) (X715 —2Z)Si(8, 2)])"

avec df=d§'1/\ "‘/\dfn et 5{,Z=a_;-+§z.
Supposons que S vérifie:

n .

N\ 0; zSpNdS
k=1
k#j

1. (o) Sest holomorphe en ¢ pour { a extérieur d’'un compact HC &,
ou

(*) (B) Sest holomorphe en Z pour { ¢ H.

2. S(5,Z)=¢—Z,pour ZeQ\Zet feL”.
Définissons g*(Z), pour Ze Q\ L, par
(n—1)! g¥(Z) si ZeQt,
im)" g (Z) si ZeQ.
Par (2), la formule locale de saut et les résultats de différentiabilité sont ap-
plicables (cf. [1], [3], et [4]). Et en tenant compte de (1), g* est d-fermée

dans Q% (cf. [12]). Ce qui signifie: g* (resp. g7) est -fermée dans Q7 (resp.
dans Q7) et s’étend C™ sur X”. En plus, sur £” on a: |

)y g (2D)=(=D?

[, sOnKss, Z)={

g=g"—g~ (mod dp)

p étant une fonction définissant X.
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Pour résoudre ’équation
1.2) pu=g sur L’
il suffit de résoudre
1.3) put=g* sur T’

car alors la fonction u =u*—u~ vérifie (1.2).

3. On sait d’aprés [9], que P’équation d, est résoluble sur la frontiere de
tout domaine strictement convexe, sauf pour le degré critique n—1.

Si g* est d,-fermée sur la frontiére d’un domaine strictement convexe 6
tel que 'C b=, alors la résolubilité de d,u*=g=* sur b6*, donc sur £'C
b0=, résulte de [9].

Sinon, on considere 6 (resp. 6 7) un domaine strictement convexe contenu
dans la boule unité B,, (resp. contenant B,,) et telle que b7 NS, =L’ (resp.
b8~NS,=X’). Sion sait résoudre du* = g* dans Q*, on prolonge u™ (resp.
u”) en une forme C® dans B, (resp. dans C”\B,). On obtient du* une
(0, q)-forme C* et d,-fermée sur b6*, égale a g* sur L’. D’apres [9], il existe
v* une (0, g —1)-forme C= telle que d,v* = du* sur b6* D L’, d’ol la résolu-
bilité de (1.3). 1l suffit donc de résoudre du* =g=* dans Q*.

4. RESOLUTION DE du* =g* DANS Q*. Si S’({, Z) est une autre section
de fibré de Leray associées a (X, 2), on peut appliquer la formule d’homo-
topie (cf. [3], [5], [10], et [11]):

J,. EONKs(5. D)= enKe(.2)=] BOAKS(ZN)

(br)x[0,1

+5(—S g(f)/\Ks"(f,Z,)\)> VZeQ\L
£x[0,1]

ou
S(t, Z,N)=(1=-N)S(§, Z)+NS'(5,2), Ne[0,1]
et
1 i S’(g-’Z’)\) 5
K&, Z, N =3 (—1)/*! J - 68, Nd
s(¢ ) j‘gl( ) [Z7=1(5—2Z)81" k/;},- ehdf

avec 6 =0;+0dz+d,.
On remarque que si les sections S et S’ sont telles que pour tout Z e 2+

(+%) J, ., 8OAKs(5,2)=0
et
(r%) Vymnion EOIAKS(E. Z,0) =0,

alors
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ut(Z) si Zeﬂ+,
u(Z) si Zefl-,

u™(2)=(=D 2im)" SEX[O,I]

8(EINKS(S, Z, )= {
vérifie du* =g* dans Q*.

Le probléme se réduit donc a construire des sections S(§, Z) et S'($, Z)
qui vérifient (x), (%x), et (¥*%),

II. Construction des Sections

1. Supposons que gef{l,...,n—k—2}, avec 1 <k <n-—3, et construisons
des sections convenables a la résolubilité dans ces degrés.

Considérons pour { e T et Ze C"\I avec |Z']*<1-%:

£-Z st <3 -3,
Q) S$,2)=1 (£,0) sil-§<[eP<d,
X(§)(E=Z)+[1—x(E)1-(£,0) si 35 <|¢'P<3-%,
ol x est une application € de C* dans [0,1] telle que x =1 dans un voisin-
age de {§'e CF:|{’|>< 1 -5} et x =0 dans un voisinage de {{'e C*: } - £ <
&P <3).

On vérifie que S est une section de fibré de Leray associée a (X, ), avec
Q={ZeC":|Z'|*<3—5). En plus, S({,Z)={—Z pour {eL"={|¢|=1,
|§/]*<1—%], et S est holomorphe en Z pour §—£ <|¢’|>< 1. Par consé-
quent, S({, Z) vérifie ().

D’autre part, la (0, g)-forme g™ définie par (1.1) est C* et d-fermée dans
O*={ZeQ:|Z|]<1}={|Z|<1,|Z’|*< L —%}. Or on peut trouver un domaine
strictement convexe 81 contenu dans Q et tel que X’C b8*. Donc la résolu-
bilité de d,u*=g* sur I’ résulte de [9].

Il nous reste & construire une section S’ associée a (X, Q7) avec

Q ={ZeC":|Z|>1et|Z'|*<3—5},

telle que (x*) et (*%*) soient vérifiées.
Considérons pour {eX et ZeQ:

-7 si [¢/]P< L=k,
S'(,2)=1 (',0) si 3-5<|¢7P<3,
et on recolle comme dans (2.1).

On vérifie que S’ est une section de fibré de Leray associée a (X, Q7).

Démontrons (¥x) et (x**):

dtii1,-..,dE, n’apparaissent pas dans K ($, Z). Par conséquent, gA Ky
est de degré au plus (n+k+¢q) en d¢, df. ¥ étant de dimension réelle 2n—1
donc (*%) est vérifiée pour gef{l, ..., n—k—2}. D’autre part, (**#) est triv-
iale car sur b on a S(¢, Z,\) = (1 — N)S(¢, Z) + \S’(¢, Z) = (£, 0) donc
Ks(5,Z,N)=0(k<n—-3<n-1).

Ainsi (¥), (%), et (+**) sont satisfaites pour tout gef{l,...,n—k—2}.
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2. Supposons a présent que ge{n—k+1,...,n—3} avec4 <k <n-—1. Soit
Q={ZeC"|Z"*>3+5) avec Z"=(Zyiy,-.os Zy).

On remarque que NS, ={|Z|=1, |Z'[*<i-§}=2"
Considérons pour {e XL et Ze 2\ X:

£-Z si [¢2<i-¢,
S(,2)=1 (0,-2") si 3 —§<I¢1P<7,
et on recolle comme dans (2.1).

S(¢, Z) est une section de fibré de Leray associée a (X, ), elle coincide avec
§—Z pour {eX” et S est holomorphe en { pour 1 —£<|¢’|*< 3, donc S
vérifie (*).

D’autre part, considérons pour { e L et ZeQt={|Z|<1, |Z"|*>1+5}):

S, Z)=¢.

C’est une section de fibré de Leray associée a (X, Q7).

Par considération de degré, on démontre comme précédemment (dans I1.1)
(*%) et (*xx). Il nous reste a construire une section S’ associée a (X,Q27),
Q” ={|Z]|>1, |Z"*> 1 + £}, telle que S et S7 vérifient (*x) et (¥**) sur
(X,Q7).

Définissons S”.({, Z) pour {eX et ZeQ™ par

S (¢,Z2)=—2.

C’est bien une section de fibré de Leray. Et on peut de méme vérifier (*#) et
(x*%) par considération de degré.
D’ol1 la résolubilité de I’équation d,u =g sur L’, pour tout

gell,...,n=3}\{n—k—-1, n—k}.

II. Non Résolubilité pour g=n—k—1

Pour compléter la démonstration du Théoréme 1, il reste a démontrer lorsque
k < n—1"existence d’'une (0, n—k —1)-forme g, C= et 9,-fermée sur I, telle
que I’équation d,u = g soit non résoluble sur .

Raisonnons par Pabsurde en supposant que ’équation d, est résoluble
sur X pour le degré n—k—1, et démontrons que cela implique la propriété
suivante:

Soit w,={Zek:Z,=---=2,_,=0},0=sp=sn—k-—2.

Alors, pour toute f € Cg ,(w,), 0<g=<n—p—k—2, telle que 3, f =0
dans w, (le d, est dans le sens de C"—P~1) il existe Fe Cy 4(X) telle
que 3, F=0sur X et F=f sur w,.

@)

Par récurrence sur p =0, ..., n—k—2:
Si p=0: soit f une (0, g)-forme C* et d,-fermée sur wyo=XN{Z, =0}
avec 0 =g =n—k—2. Considérons f; un prolongement C* de f sur X. On
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peut choisir f; tel que 8, f est plat sur wy. Posons F= fi+Z,v sur L, ol v
est a choisir convenablement. On a 3, F =0 sur L si et seulement si d,v =
~Z,;718, fy sur £. Or a = —Z,7'8, f; est une (0, g +1)-forme C* et g, fermée
sur ¥ avec 1 =g+1=<n—k—1. Par conséquent, I’existence de v se déduit du
raisonnement par ’absurde. Ainsi F est une (0, g)-forme C®, 9,-fermée sur
Y et F=fsur wy. Donc (®) est vraie pour p =0.

Supposons que la propriété (®) reste vraie jusqu’ a 'ordre p<n—k-2
et démontrons qu’elle est vraie pour Pordre p+1: Soit fe Cg 4(wp41) telle
que dpf=0avec0<g=n—-p—k-3etw, .  =EN{Z,=---=2Z,_, 1=0]}.
Considérons f; un prolongement C* de f sur X. Posons G = f1+Z,_,_;v
sur w, ol v est a choisir convenablement. On a

o= —Z,,"_lp_la—bfle Co g+1(wp) et dpa=0

avec 1 =g+1=<n—p—k—2. L’hypothése de récurrence implique I’existence
d’une (0, g+1)-forme B8, C® et d,-fermée sur I et telle que 8=« sur Gp-
D’apres Phypothese il existe v e Cq ,(X) telle que dpv =B sur L (1=g+1=<
n—p—k—2<n—k—1). Ainsi G est une (0, q)-forme C%, d,-fermée sur
w, et G=fsur w,,, avec g<n—p—k—3<n—p—k—2. A nouveau I’hy-
pothése de récurrence implique I’existence d’une (0, g)-forme F, C* et d,-
fermée sur T et telle que sur w,, F=G = f. Ainsi (®) est vraie pour tout
p=0,...,n—k-2.

En particulier, () vraie pour 'ordre n—k—2 implique que toute fonc-
tion d,-fermée sur w,_;_,={Ze€X:Z,=--- =Z;,,=0]} se prolonge en une
fonction d,-fermée sur I; ceci est impossible. En effet, la fonction 1/Z; ,,
est holomorphe, donc d,-fermée, sur w,_;_,. Mais elle ne se prolonge pas
en une fonction d,-fermée sur X, car sinon soit I" son prolongement. I" est
donc dp-fermée sur £, ={ZeX:Z,=---=Z;, =0} CXZ. Et L, peut-&tre con-
sidérée comme étant la sphére unité de C”~* avec n—k > 1. Donc I" admet
un prolongement holomorphe I' dans D, ={|Z”|? <1} (cf. [7]). Par consé-
quent, 1/Z; ,; admet un prolongement holomorphe sur

UZinP<B={Zksi P+ +|Z, <YN(Zgy2 =+ =Z,=0}CDy;

C’est impossible.
Ceci acheéve la démonstration du Théoréme 1. )

IV. Résolution du 0 dans des Portions d’Anneaux

Fixons un réel e €]0, 1[ et un entier j > 2. Considérons
L. ={ZeC"|Z|=1+eet|Z'|?< 1},
0.={ZeC":1+e<|Z|<2et|Z'|*< 3},
0:={ZeC":|Z|<l+eet|Z'|?< 1],

§=(ZeC":|Z|<2et|Z'|*<1}=6,UL U0,
et
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J={ZeC"1+e<|Z|<2et|Z'P<5—1).

1. Soit g une (0, g)-forme C® et §-fermée dans 6 = {1 < |Z|<2et | Z’'|* < 3
avecqefl,...,n=3}\{n—k—1,n—k}. Comme dans 1.1, il suffit de prouver
la résolubilité de du =g dans 0, ;; la résolubilité¢ dans 6 s’en déduit par un
procédé de suite convergente.

LEMME. Ilexistege Cy q(0) telle que 3¢ = 0 au sens des distributions dans
0, 5=gdans 6.UL, et g est C° dans 0,UL_ et /UL,.

Preuve. La restriction de g & I, est une (0, g)-forme €% et d,-fermée avec
g#n—k—1, n—k. D’apreés le Théoréme 1, il existe v une (0, g—1)-forme
C® sur L, telle que d,v=g sur Z,. C’est équivalent a: il existe v’, un pro-
longement de v, € dans /UL, telle que dv’' =g sur ..

Posons g’ =dv’ dans 0/UZ,. C’est une (0, g)-forme C* dans /UL, dg’=
Odans 0] et g’'=g sur X..

Considérons

. | & dans 6,UX,,
=1 ¢ dans 6.,

C’est une (0, g)-forme continue dans § (g=g’ sur L,) et C®° dans §. UL, et
6.V X,. En plus, en appliquant la formule de Stokes & g’A ¢ et gA ¢ dans 0,
et 6, resp., Vo€ C,_,_; & support compact dans g et en tenant compte de
orientation de X, on peut facilement vérifier que dg¢ =0 au sens des distri-
butions dans 4. O

PROPOSITION. Il existe u € Cg, ,_(0,, ;) telle que du =g dans 6, ;.

Démonstration. Soit U un ouvert strictement pseudo-convexe contenu dans
§ et contenant —{]Zl<2 |Z’|>< 3— ). Daprés [8], la (0, g~1)-forme
d*Ng est une solutlon de I'équation dv = g dans U;, olt N est 'opérateur de
Neumann et d* I’adjoint de 4.

En plus, si §=23 =4 &/dZ; alors Ng =3 /|- ,4a;dZ; avec

(*) Aa;=g;

dans U;, pour tout multi-indice 7 tel que |I|=g (cf. [13]).

Par conséquent, g étant C* dans 6/ et 6, ; C 6., Ng et par suite 9*Ng Pest
aussi. Par restriction de 8*Ng a 6, ;, on obtient la résolubilité de du = g dans
0, ;> avec uje Cq, ,_1(6,, ;). O
2. Supposons en plus, que g se prolonge €% sur Ly={|Z|=1, |Z’|*< .
Dans ce cas, le lemme et la proposition sont applicables pour e =0. Pour
avoir la régularité jusqu’au bord de la solution de Neumann donnée par la
proposition précédente, on est ramené, d’aprés (*), a démontrer la proposi-
tion suivante dont on peut trouver des références (par exemple [2]) et nous
en donnons une démonstration simple pour la commodité du lecteur.
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PROPOSITION.

Soit Q un domaine de R" et ¥ une hypersurface réelle C* séparant Q
en deux régions 1, et ),.

Considérons h; et h, deux fonctions C* dans Q, et Q, respectivement.

Soit h la fonction dont la restriction a Q; (resp. a Q,) est h; (resp. h,).
Et soit v une fonction telle que Av = h dans Q au sens des distribu-
tions.

Alors, la restriction de v a Q,; (resp. a Q,) se prolonge en une fonction
C*® sur Q, (resp. 2,).

Démonstration. Soit p une fonction C® 34 valeurs réelles telle que ¥ =
{XeR" p(X)=0} et Vp#0 sur X. Dans cette proposition, on s’intéresse
plut6t au prolongement C* de v sur X de chaque c6té. Donc il suffit de dém-
ontrer la proposition pour 2 assez petit pour avoir Vo(X) # 0, vX € Q. Pour
tout k € N*, il est facile de construire deux fonctions u; et ;€ C*(Q;), ou
i=1,2, telles que r; s’annule a 'ordre &k sur X et

{ Au;=h;+r; dans $;
u;/L=(8,u;)/L=0

ou »(x) est le vecteur unité normal 4 ¥ au point x de £. Considérons la fonc-
tion r e C¥~2(Q), pour k =2, définie par

_ | ri(X) dans Q,
r(X)_{rZ(X) dans Q,,

et soit w e C*~2(Q) une solution de Aw =r dans Q.

D’autre part, considérons u la fonction dont la restriction a €; est u;, pour
i=1,2. Alors, u est continue dans  (#;=u,=0 sur X) et on peut vérifier,
par la formule de Green, que Au = h+r au sens des distributions dans Q.

Par conséquent, Av = A(u —w) = h au sens des distributions dans 2. Alors,
il existe une fonction f harmonique, donc C* dans Q, telleque v=u—w+f
dans Q.

Ainsi, pour tout entier £ > 1, ils existent u, w, et f telles que u est € dans
Q, et Q,, we @ 2(Q), feC®(Q), et v =u—w++f au sens des distributions
dans €. ‘

Donc la restriction de v 4 Q; (resp. a ©,) se prolonge en une fonction C*
sur Q, (resp. Q,) et ceci pour tout entier .

Ceci achéve la démonstration de la proposition. (1

REMARQUE. De méme, si g se prolonge C® sur ;={ZeC":|Z|=2 et
|1Z'| < %}, on peut trouver une solution de du = g dans 6 qui se prolonge C®
sur X,.

V. Contre-exemple pour le Degré n—k—1
dans le Théoréeme 2

On peut démontrer, comme dans 111, que si ’équation d est résoluble dans
0 pour le degré n—k —2, alors toute fonction holomorphe dans
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ON{Z,=---=Z;,,=0]}
se prolonge holomorphiquement dans #; c’est impossible.

En effet, 1/Z; , est holomorphe dans 0N {Z, = -+ = Z; , , =0} mais ne se
prolonge pas en une fonction holomorphe dans 6. Car sinon, soit P son pro-
longement. P est donc holomorphe dans 0N{Z;=--- =Z;, =0} qui peut-
&tre considéré comme un anneau de C" %, n—k > 1. Par conséquent, P.se
prolonge holomorphiquement dans D={|Z|<2}N{Z,;=---=Z; =0} qui

contient {|Z;,|*<2}. Il résulte que 1/Z; ,; admet un prolongement holo-
morphe dans {|Z;,|* <1}; c’est impossible.
Ceci acheve la démonstration du Théoréeme 2. i
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