Les Domaines de Carleson

MICHEL ZINSMEISTER

1. Introduction

Si @ est un domaine simplement connexe du plan, soit A(Q2) 1’espace des
mesures de Carleson généralisées sur (, c’est a dire ’ensemble des mesures p
définies sur Q pour lesquelles

1
lul= sup —|u|(D(z,r)) <+
zed, r>0 T

ou D(z,r) est le disque fermé de centre z et de rayon r (dans la suite nous
noterons également D = D(0, 1)).
Un célebre théoreme de Carleson [1] affirme que si p € A(D), alors

[§ 1r@l lau)l = Clulisl

pour toute fonction f appartenant a ’espace de Hardy H'(D). L’objet de cet
article est ’analogue de ce théoréme dans des domaines de Jordan généraux.

Examinons tout d’abord le cas d’'un domaine de Jordan a bord rectifiable.
Soit Q un tel domaine et ¢: D — Q une représentation conforme. On définit
alors I’espace de Hardy

H Q) ={f:0-C; fopp’e H(D)).

11 est facile de voir que cette définition est indépendante de la représentation
conforme choisie et ’on peut poser

Ifli=1roeeli=| 17 ldz.

L’espace H'(Q), muni de cette norme, est un espace de Banach [3]. On dira
que Q est un domaine de Carleson s’il existe C > 0 telle que pour toute me-
sure u € A(12),

HQ /@) |dp@)| < Clullfl, feH'(®).

Le changement de variable z = ¢({) donne

S SQ /()| |dn(2)] =SSD|f°¢>(§)¢>’(s“)I |dv($)|
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oll » =|¢’| “lo*u, la mesure (image) o*u étant définie par ¢*u(A) = p(v(A4))
pour A CD. On en déduit immédiatement, grace au théoreme de Carleson
et a un argument de type “graphe fermé,” que Q est un domaine de Carleson
si et seulement si

(*)
3C>0; Ve A(Q), Vo: D — Qconforme, |v] <Clu|, ot »=|¢'|lo*u.

La propriété () étant indépendante de la rectifiabilité, c’est elle que nous
adopterons désormais comme définition d’'un domaine de Carleson pour les
domaines de Jordan généraux.

Avant d’énoncer le résultat principal et afin de le motiver, donnons quel-
ques exemples de propriétés des domaines de Carleson.

Suites d’interpolation. Rappelons que si Q est un domaine de C, une suite
(§;) de points de {2 est une suite d’interpolation pour H*(Q) (en abrégé suite
d’interpolation) si pour toute suite (a;) € /*, il existe une fonction f e H*({)
telle que pour tout j, f({;)=aj;.

PROPOSITION 1. Soit Q un domaine (simplement connexe) de Carleson
et (§;) une suite de points de ) vérifiant:

(l) 3&>0;Vj¢k, ‘g‘j—fkl Zadlst(fj, 69),
(i1) X ;-0 dist(S;, 69)6§jeA(Q) (6, est la masse de Dirac en 7).

Alors (§;) est une suite d’interpolation.

Preuve. Soit p =3 dist(¢;, 6&2)6; et ¢ une representatlon conforme de D sur

Q. Par le théoreme de Koebe, v=|o| Tl u=3 (- |2])8, o1 z; = e (&)
(p = v signifie: 3C >0, C ~'p < » < C»). On conclut alors en utilisant la carac-
térisation due a Carleson des suites d’interpolation du disque. L1

Ensembles de niveau des fonctions univalentes. Un ensemble £ du plan
est dit Ahlfors-régulier si, A! désignant la mesure de Hausdorff linéaire,

(x%) 31C>0; vzeC, vr>0, AYEND(z,r))<Cr.

Si Q est un domaine simplement connexe, ¢ : D —  sa représentation conforme
et ECQ un ensemble Ahlfors-régulier, alors v =|¢’| lo*u=dA!|p "|(E)
si u=dA'|E. Ce dernier fait, ajouté au théoréme de Koebe, implique im-
médiatement

PROPOSITION 2. Si 2 est un domaine de Carleson et si E C 2 est Ahlfors-
régulier, alors ¢ ~\(E) est également Ahlfors-régulier.

La dualité H'-BMO. Rappelons tout d’abord qu’une fonction : T —»C
est dite appartenir 3 BMO(T) si

bl =sup —— | 1b(t)=by|dt <+,

1
]
b; désignant la moyenne de b sur 7, le sup étant pris sur les intervalles de T.
On définit alors BMOA (D) comme l’espace des fonctions f, holomorphes
sur D, telles que
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Ifle= Suqllf(re"')ll* < +o.
r<

La transformation de Hilbert étant bornée sur BMO(T), une norme équiva-
lente est obtenue sur BMOA (D) en remplagant, dans la définition de | £,
f par Ref. Cette remarque nous servira au §2.

Si maintenant Q est un domaine simplement connexe et ¢: D — () une
représentation conforme, on définit

BMOA(Q) = {f: @ — C; fop € BMOA (D)].

L’espace BMOA (D) étant invariant par homographie, cette définition est
indépendante de ¢.

PROPOSITION 3. Soit Q un domaine de Carleson et f:Q — C une fonc-
tion holomorphe. Si dist(z, 89Q)|f"(z)|* dzdZ € A(Q), alors f € BMOA().

Preuve. Posons p=dist(z,3Q)|f ’(:«:)I2 dzdz. Alors, Q étant de Carleson,
v=(1—|¢))|frope’ |2 de dE € A(D) et le résultat découle de [4]. O

Le principal résultat de ce travail est une caractérisation des domaines de
Carleson en termes de représentation conforme:

THEOREME 1. Soit Q un domaine simplement connexe du plan et ¢ : D — Q
une représentation conforme. Alors Q est un domaine de Carleson si et
seulement si Log ¢’ BMOA (D).

Dans [11], il est démontré que Log ¢’€ BMOA (D) si 99 est Ahlfors-régulier.
Un tel domaine est donc de Carleson, et I’on retrouve un résultat de David
[2], et ceci de facon élémentaire, sans faire usage d’estimations sur I'intégrale
de Cauchy.

D’autre part, le Théoréme 1 montre que tout domaine étoilé, spiralé ou
presque convexe (voir [8]) est un domaine de Carleson. Enfin, le Théoréme 1
précise le contre-exemple de [5], car il permet de construire des domaines
rectifiables que ne sont pas de Carleson (par exemple, les domaines non-
Smirnov [3]).

La démonstration du Théoréme 1 occupera les paragraphes 2 et 3. Nous
terminons cette introduction par une derniére remarque concernant les do-
maines a bord Ahlfors-régulier.

PROPOSITION 4. Soit Q un domaine simplement connexe tel que 0% est
Abhlfors-régulier, ¢: D — Q une représentation conforme, et v € A(D). Alors
Punique mesure p sur Q telle que |¢’| ~lo*u = v appartient & A(Q).

Preuve. Soit z € C et r > 0. Par le théoréme de Hayman-Wu [7], les compo-
santes connexes de ¢ ~!(QND(z,r)) sont a bord Ahlfors-régulier avec une
constante uniforme. Soient D; ces composantes. Alors

Hnnp(z,r)'d'ul =2 SSDJ.I‘OII |dv| 5C§ Al(p(3D))) = C(A'(0QN D) +27r),

J
par le théoréme 1. 0
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COROLLAIRE. Pour un domaine Q a bord Ahlfors-régulier, les Proposi-
tions 1, 2, et 3 deviennent des équivalences.

En particulier, les images par la représentation conforme des cercles |z|=
r <1 sont uniformément Ahlfors-régulieres.

L’auteur tient a remercier chaleureusement le referee dont les remarques ont
permis de considérablement améliorer une premiére version de cet article.

2. Démonstration du Théoreme 1:
La Condition est Nécessaire

Soit ¢ une représentation conforme de D dans C telle que Log ¢’ n’appartient
pas a BMOA (D). Il suffit, pour montrer la nécessité de la condition, d’exhi-
ber une suite En d’ensembles uniformément Ahlfors-réguliers telle que la
constante de régularité de ¢ ~!(Ey) tende vers +oo avec N.

Avant de passer a la construction proprement dite, donnons quelques défi-
nitions qui nous serons utiles. Si 7, est un intervalle dyadique de la n° généra-
tion de 8D, posons:

J,=(1=|I|/2m)e"; te L},

z,=le centre de 7,

C,=f{re';tel,,1-|I|/2n<r<1}

R,={re";tel, 1-|I|/2n<r<1-—|I|/47),

R} =11/10R,, (c’est a dire le transformé de R,, par I’homothétie de centre

le centre de R, et de rapport 11/10).

Si z € dD est non-dyadique, il existe pour tout » =0 un unique intervalle
dyadique 7, de la n° génération qui contient z, et z est limite non-tangentielle
de la suite (z,) correspondante. Enfin, si f est une fonction définie sur D on
écrit, pour tout z € 3D non dyadique, f*(z) =sup,=o|f(z,)|-

Nous pouvons a présent commencer la construction des Ep: Puisque
Log ¢’ ¢ BMOA (D), il existe r € (0,1) tel que }|L0g|go’(rei')|||* > N. En
conséquence (voir [6]), il existe un automorphisme © du disque D(0, r) tel

que, si ’'on a posé y = ¢-0,
2m 1¥(0)]

Comme Log|y’| est harmonique,

2 |¥"(0)| _
I oo oy ) =

2 WO \_N
So Log (l\l/'(reit)l)z 2"

Posons maintenant ¥ (z) =y (rz), de sorte que ¥ est définie sur D. De plus,
la régularité étant une notion invariante par homothétie, on peut supposer
que |¥’(0)| =1. Pour n=0, posons alors

et on a encore
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F,={z€dD; (Log™ (1/|¥']))*(z) > n}.

Si z € F,,, il existe un plus petit entier k = k(z) tel que Log|¥’(z;)| < —n. Soit
I, lintervalle dyadique correspondant; F,, est alors réunion disjointe de tels
intervalles, soit F,, =U I,. Posons G,=U J,, G=U G,, et E=¥(G).

LEMME. AY(G)=cN, pour une constante c universelle.

En effet, le fait que Log ¥’ appartienne a la classe de Bloch avec une norme <
6 implique P’existence d’une constante M absolue telle que tout point { de D
appartienne a au plus M ensembles G, ce qui implique:

AI(G)Zcxanlch?Log‘“( >dt2cN. O

| ¥’ (e’)|
LEMME. E est Ahlfors-régulier avec une constante indépendante de N.

Soit D(z, r) un disque de C avec z € ¥(D) =Q (il est clair qu’il suffit de tester
la régularité sur ces disques).

Sir< %dist (z, 89Q), le fait que AY(END(z,r)) < Cr découle du théoréme
de Koebe.

Si r = 1 dist(z, 89Q), on envisage deux cas:

(1) ¥(0) e D(z, r): 1l existe alors une constante universelle ¢ > 0 telle que
r=c et il suffit de vérifier que Al(E) < +oo ce qui est immédiat car AY(E) <
2y e .

(2) ¥(0) ¢ D(z, r): Soient alors ; les composantes connexes de 2N D(z, r)
et, pour tout j, vv; Punique intervalle de dD(z, r) qui sépare ¥ (0) de ;. Posons
I;= \If"('yj) et soit D; la composante de D\ I'; qui ne contient pas 0: alors,

AENQ) < SGHD‘ [¥'| ds.
J

Soient R, les rectangles dyadiques maximaux qui rencontrent I'; (voir le
début de ce paragraphe pour la définition).

LEMME.
| ¥lds=Clr| ¥,

P

Soit k le plus petit entier tel que G,NC,#@. Alors, par définition des G,
[¥'(z,)| = e %, et on peut écrire, comme dans le premier cas,

SC (G145 =D] S e <Cllle™ < CIL| ¥/,

P
Du lemme on déduit immédiatement que

ANENQ) =C I\ [¥'(z,).
Mais || [¥(z,)| = CA'(¥(I';NR})) et, comme ¥ Ig; < 10, on déduit
ANENQ)) = CA\(y))
et, finalement, ANEND(z,r)) <CX A'(y;) <2xCr. O
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On peut maintenant conclure. Soit rG={rz;ze G} et H=06(rG). Alors
o(H)=FE et E est Ahlfors-régulier avec constante absolue tandis que c(H),
la constante de régularité de H, vérifie c(H) =cA(©~(H))=cN.

3. Démonstration du Théoreme 1:
La Condition est Suffisante

Soit  un domaine simplement dont la représentation conforme ¢ : D — §Q véri-
fie Log ¢’ € BMOA (D). Posons M =||Log ¢’| « et considérons u € A(2). Sil’on
pose ¢, (¢) = (rt) il est clair que », = |¢;| ~'o*n e A(D) et il suffit, grace a un
argument d’approximation, de montrer que |»,| est majoré indépendamment
de r pour prouver le résultat. En d’autres termes, on peut supposer a priori
que v =|¢’| lo*ne A(D) et il nous faut trouver une majoration de |»| ne
dépendant que de |u| et de M.

La démonstration commence par un lemme qui est certainement bien con-
nu. Rappelons qu’un c-domaine de Lavrentiev est un domaine de Jordan
Q dont le bord, rectifiable, vérifie

Vg‘ageags Al(’Y(f‘,E))SCli‘—El

ou y(¢, &) désigne le plus petit sous-arc de Q2 d’extrémités ¢, £.

LEMME. Si Q est un c-domaine de Lavrentiev alors, si p € A()), v =
le’| "'o’'ne A(D) et |v| = K(c)]ul.

Preuve. Soit fe H{(D) avec f(0)=0 et F=foyy’ (Y=¢ ). Alors Fe
HY(Q) et F(0)=0 (on a supposé 0 € Q, ¢(0) =0). Par un théoréme de Tukia

[10], il existe un homéomorphisme bi-Lipschitzien B de constante ne dépen-
dant que de ¢, de C sur lui-méme, tel que Q = B(D). Alors:

(] 171t = 1 =] 1

Soit 7 = B*u. Puisque B est bi-Lipschitzien, 7€ A(D), et |7| = K(c)|u|. Par le
théoréme de Carleson, si Mg désigne la fonction maximale non tangentielle,

[[ 1FoBlar<k(@ul | MF-B)|dzl <K(@)ul |, M(F) dz]

(pour la définition et les propriétés de la fonction maximale non-tangentielle
sur , voir [11]). Mais il est bien connu [11] que H'(Q) est caractérisé par
fonction maximale non tangentielle, et donc,

S Slel |dv| =K (c)|pl ST

On en déduit (voir [6]) que |v|(D(z,r)) < K(c)|u|r pour tout disque D(z, r)
tel que z € aD, et donc le lemme. [l
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Pour o > 0 on définit alors ¢, (z) = {§ ¢’(1)* du. Par [9], il existe e, k > 0 tels
que ¢, soit une représentation conforme sur un x-domaine de Lavrentiev si
a<e/(1+M).

La stratégie est alors la suivante: on fixe un aa=¢’/(1+ M) ol €’ <e sera
choisi plus tard, on considére la mesure g, sur ¢, (D) telle que |o4| o2 p,=
v et 'on montre que p, € A(p, (D)) avec |u,| = Clu|*|»|!~°. On applique
alors le lemme précédent pour obtenir |»| =< C|r|[*|r|'~%, ce qui implique
|v] < C|p|, linégalité désirée.

Soit 7 un intervalle de aD et C(I)={re"; tel et re (1—|I|/2m,1)}. Soit
également z; = (1—|I|/4m)e et {;=(1—|I|/7)e’®1, ou ©; désigne le centre
de 1.

LEMME.
1o d < o l—aI , oz.
HC(,,IwI |dv| < Clul*|»}' = |I]|¢’ (1)

Preuve du lemme. Une variante facile du lemme de Prawitz montre qu’il
existe p > 0 tel que pour toute représentation conforme ©: C(I) - C\ {0} et
pour tout g < p,

q q
Jyo 1017 ds = CylTIOGDI"

On pose alors a =¢€’/(1+ M) avec ¢’ < e assez petit pour que 2a/(1—a)<p
et on écrit:

SSCU)ISD l"‘ ld |—— |‘P’|a|¢’(§')_¢(S“1)|_za|¢(§)—<p(§',)|20 Idyl

SCU)
e

( lso’(i’)llsa(?)—so(fz)l_zldV|>
11—«
x(§ Joy PO =0/ |y |)

_ _ -2 *
=(1], ey 7= eI ]

l-«
x(ggcm|¢m-¢<s~,>|2a/<l—a> |dv|)

Pour majorer la premiére intégrale on utilise le fait que p e A(); si 'on
note d =dist(¢ (), dp(C(I))),

2—o(&)| "2 |dp| = H
SL(CU})I DI ldu] ,Eo 27d <|z—o($))| <27+ d

[a]
=C-—,

et Pon remarque que d =c|I||¢’(z;)|-

lz2—e (&) 72 |dul
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Pour majorer la deuxiéme intégrale on utilise tout d’abord le théoréme de
Carleson:

[ 1o I =GP/ v < Clol  le(0) = (/0= |dg |

< Clv||||e(z;) — o))/ 0=
< Cly| 1] (1]]e"(z))*/ =,

par le lemme de Prawitz. Le lemme en découle. O

On termine la preuve de la condition suffisante en remarquant que ¢, admet
une extension K-quasi-conforme a C tout entier, K étant une constante numé-
rique. Par des arguments standard, on montre alors que si ze€dQ et r >0, il
existe un intervalle 7 C dD tel que

QND(z,r) C o (CU)) et |I||eL(z;) <cdiam(e(CU))) < Cr.
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