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INTRODUCTION

Dans ce travail, je me suis proposé d’étudier certains aspects géométriques
des fibrés vectoriels. Souvent pour établir les propriétés des fibrés vectoriels,
on doit recourir aux fibrés principaux associés. Il serait plus logique et plus
intéressant de faire une étude directe des fibrés vectoriels, ce qui permettrait,
en l'occurence, d’élaborer des théories propres a ces derniers. D’autre part, les
connexions jouent un role important en géométrie différentielle. Les connexions
lindaires ne suffisent plus puisqu’'en géométrie finslérienne par exemple, on est
obligé de travailler avec des connexions qui ne sont ni linéaires, ni homogénes.
Pour cette raison, jai adopté, dans ce travail, une définition des connexions sous
sa forme la plus générale. Par ailleurs, I'étude des fibrés vectoriels permet de
mieux voir ce qui se passe dans le fibré tangent dont les innombrables propriétés
n'ont cessé d’8tre mises a jour par divers auteurs. Seulement, les méthodes
utilisées dans le fibré tangent ont la plupart du temps un caractére particulier,
en ce sens qu'elles s'étendent rarement aux fibrés vectoriels. De nouvelles
méthodes s’imposent donc. Le formalisme de A. Frolicher et A. Nijenhuis se
préte parfaitement 4 cette fin et le travail que j'avais entrepris a pu étre fait
grace a l'opérateur de différentielle extérieure des formes a valeurs dans un fibré
vectoriel de J. L. Koszul et aux diverses notions qui s’y rattachent.

Dans le chapitre I —chapitre préliminaire— aprés avoir rappelé les résultats
de A. Frolicher et de A. Nijenhuis sur les dérivations de l'algebre extérieure,
outils essentiels de ce travail, jétudie quelques G-structures dont j'aurai l'occasion
de montrer 'existence. Je commence par la structure définie par un tenseur K

de type (i) de rang constant et tel que K*=K; lorsque le range de K est égal

a la dimension de la variété sur laquelle K est défini, on obtient la structure
presque-produit. Utilisant le polyndme minimal de K, jétudie lintégrabilité de
cette structure, son tenseur de structure...K. Yano a étudié la structure définie
par un tenseur F de méme type que K et tel que F*+F=0. Les résultats sui-
vants sont a ajouter a ceux de K. Yano: le tenseur de structure de la structure
F est 'opposé de la torsion de Nijenhuis Nz de F*? et pour que cette structure
soit intégrable, il faut et il suffit que Ng2 soit nulle.
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Dans le chapitre II, jadopte le point de vue de J. Vilms qui définit une con-
nexion sur un fibré vectoriet (E, p, M) comme une scission & gauche de la suite
exacte :

0—VE—TE— EXTM —>0.

Ce formalisme est trés intéressant puisqu’il permet non seulement de retrouver,
dans le cas linéaire, des résultats classiques mais aussi d’en obtenir de nouveaux.
JPétablis d’abord l'existence d'une connexion sur un fibré vectoriel dont la base
est paracompacte. Je démontre ensuite des théorémes généraux sur des con-
nexions sur différents types de fibrés vectoriels. L’un de ces théorémes qui va
beaucoup servir dans la suite consiste & prouver l'existence de 'image réciproque
d’'une connexion par un morphisme de fibrés vectoriels qui est un isomorphisme
sur les fibrés.

Comme le fibré vertical VE est isomorphe au fibré induit E;; E, toute con-

nexion sur E induit une connexion sur VE d’aprés le théoréme précédent.
Néanmoins, c’est la connexion linéaire de Berwald mise en évidence par J. Vilms
que jutilise pour introduire dans le cas d’une connexion non-linéaire la notion de
différentielle absolue des formes différentielles sur I'espace total E 4 valeurs dans
VE et je démontre une formule importante de la différentielle absolue des formes
semi-basiques 4 valeurs dans le fibré vertical. Ainsi la forme de courbure va
apparaitre sous la forme d’un crochet de Nijenhuis et la formule précédente donne
immédiatement la 2° identité de Bianchi qui, dans le cas linéaire, n’est autre que
I'identité de Bianchi classique.

Lorsqu’on utilise les connexions a d’autres fins, souvent les connexions liné-
aires suffisent. Aussi une partie du chapitre est-elle consacrée aux connexions
linéaires. J'v établis, entre autres, une équivalence entre lois de dérivation et
connexions linéaires.

Dans le cas du fibré tangent, je trouve une forme canonique dont la différen-
tielle absolue donne la forme de torsion.

La donnéde d’'une connexion sur un fibré vectoriel dote celui-ci de riches struc-
tures comme le montrent les résultats du chapitre IIl. A chaque connexion est
canoniquement associée une structure presque-produit dont lintégrabilité est
équivalente a la nullité de la forme de courbure. C'est un fait bien connu dans
le cas du fibré tangent muni d’'une connexion linéaire. Je suppose de plus que
la base du fibré vectoriel soit munie d’une connexion, j'obtiens alors sur la somme
de Whitney TMGE une structure F*+4+F=0. Les mémes hypothéses conduisent
au méme résultat sur le fibré TM]>K< E. Enfine, je démontre que toute connexion

sur un fibré vectoriel donne naissance & une structure X°=K sur le fibré vertical,
structure qui est encore intégrable si et seulement si la forme de courbure de la
connexion est nulle.

Dans le chapitre 1V, je considére un fibré vectoriel sur lequel existe déja une
connexion et je définis divers types de relévements. D’abord, je munis le fibré
vectoriel et sa base des métriques riemanniennes £ et g; il en résulte une métri-
que riemannienne sur l'espace total du fibré, ce qui me conduit & examiner les
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objets mathématiques attachés a ces métriques: connexions riemanniennes,
géodésiques, champs de Killing...D’autre part, 'existence d’une connexion sur la
base du fibré vectoriel entraine celle d’'une connexion sur son espace total et
j’étudie la relation entre courbes autoparaliéles d’en haut et d’en bas. Si la base
est munie de G-structures définies par une 1-forme vectorielle, grice a un procédé
nouveau qui utilise surtout les propriétés des espaces fibrés, jobtiens sur l'espace
total des structures de méme nature.

Dans le chapitre V, jadopte un formalisme analogue pour étudier les fibrés
principaux. Soit (P,p, M, G) un fibré principal de groupe structural G. Une con-
nexion sur (P, p, M, G) sera une scission a gauche I" de la suite exacte:

0—>VP—>TP—> PxTM—0
M

et qui vérifie la condition d’équivariance I'oRZ=RZol", R, étant la translation a
droite définie par un élément a de G. Une connexion étant donnée sur un fibré
principal, je prouve l'existence d’une connexion linéaire sur son fibré vertical, ce
qui me permet d’introduire sur le fibré principal un autre opérateur différentiel
que jappelle différentielle absolue par analogie avec la différentielle absolue clas-
sique. Jobtiens ainsi de nouvelles équations de structure. Résultat important:
les nouvelles équations de structures déterminent, sur les fibrés vectoriels associés
munis des connexions induites, les équations de structure telles que je les ai
obtenues au chapitre II. Ici encore, la technique déja utilisée et les résultats du
chapitre IV permettent de relever, sur l'espace total d’un fibré principal, con-
nexions et G-structures existant sur sa base. Tous ces résultats s’appliquent
bien entendu au fibré des repéres. En voici deux principaux: toute connexion
sur le fibré des repéres R induit une connexion lindaire sur son espace total et
I'image de la forme de courbure par le morphisme canonique de V&R sur le fibré
associé R[gl(m, R)] est la courbure de la connexion induite sur le fibré tangent.
Dans le chapitre VI, japplique les résultats acquis dans les chapitres précé-
dents a des fibrés vectoriels d’un type spécial: les fibrés tangents d’ordre supé-
rieur. Une connexion d’ordre » sur une variété sera tout simplement une con-
nexion sur son fibré tangent d’ordre ». Je montre d’abord que sur chaque fibré
tangent d’ordre supérieur il existe une forme canonique dont j'étudie les prop-
riétés essentielles, et dont la différentielle absolute prise par rapport a une con-
nexion d’ordre supérieur donne ce que j'appellerai la forme de torsion de la con-
nexion d’ordre supérieur. Ensuite, je démontre que l'existence d’une métrique
riemannienne sur un fibré tangent d’ordre supérieur entraine celle d’une connexion
d’ordre supérieur et par suite celle d’'une métrique riemannienne sur 'espace total
du fibré tangent d’ordre supérieur d’aprés les résultats du chapitre 1II. Enfin,
j’introduis la notion de spray d’ordre supérieur et montre qu'a toute connexion
d’ordre supérieur est canoniquement associée un spray d’ordre supérieur.
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CHAPITRE 1. Péliminaires

Dans ce travail, toutes les variétés et toutes les applications différentiables
sont de classe C=,

1. Notations.
Soit M une variété différentiable. On désignera par:

F(M): le R-algébre des fonctions différentiables sur M.
2(M): le F(M)-module des champs de vecteurs sur M.
TM : le fibré tangent a M.

I : la transformation identique de TM.

X, Y,Z, - les éléments de TM ou de X(M).

Soit (E, p, M) un fibré vectoriel d’espace total E et de base M. On notera par:

E*: le dual de E. ‘

E :le F(M)-module des sections de FE.
Y,Z, - les éléments de E ou de E.

A, B, C, -+ les éléments de TE ou de X(E).

Soit f une application différentiable d’'une variété N dans M. L’image
réciproque de E par f sera notée par NE;E ou f*(E) et l'application linéaire

tangente & f par f7.

2. Rappel sur les dérivations de P’algébre extérieure.
Dans ce paragraphe, on désignera par A=A, lalgébre extérieure des
=0

formes différentielles sur une variété M, B:té.éBl le F(M)-module gradué des
=0

formes vectorielles sur M.
Soient L& B, et w=A, ou wsB,. A.Frolicher et A. Nijenhuis définissent la

contraction w AL=1;,0 de w par L de la facon suivante:
wKL(Xh Ty Xl+q—1)

:—l—ﬁ!—§(8ig YO L(Xayy - s Xe)y Xagars = Xal+q—1)
VX]) Tty Xl+q—lEx(A4) .

Une dérivation D de degré r de lalgébre extérieure A est un R-endomor-
phisme de A tel que:

1°) DA,C Ay,

2°) DlwAmy=Dorr+(—1)"wADr, Yo A, et Vred.

Soient D, et D, deux dérivations de degré » et s. Alors le crochet:



354 TONG VAN DUC
[Dh Dz]:DlDz—(_l)”Dle

est une dérivation de degré r+s.
Une dérivation D est dite de type ix si elle opére trivialement sur A,.

PROPOSITION 1. Il ¥ a une correspondance biunivoque entre B,,, et Pensemble
des dérivations D de degré r de type ix, cette corvespondance étant donnée par:

L <—> D=1, .

Une dérivation D est dite de type dx« si elle commute avec la différentielle
extérieure d au sens de l'algébre gradude, i.e. si:

Dd=(—-1)"dD .

PROPOSITION 2. Il ¥ a une correspondance biuniwoque entwe B, et I'ensemble
des dérivations D de degré v de type dy, cette correspondance étant donnée par:

L <«— D= dL:[iLy d:] .

Pour L=X&B,, dy est tout simplement la dérivée de Lie fy par rapport au
champ de vecteurs X.

PROPOSITION 3. Toute dérivation de Ualgebre extérieure se décompose d'une
facon unique en une somme de deux dérivations, 'une de type 1y, Uautre de type dx.

Soient LB, et M=B,. Comme le crochet de deux dérivations préserve le
type de celles-ci, il existe une forme vectorielle de degré [+m, notée par [L, M]
et telle que:

Ldz, dul=dir
Ce crochet munit B d’une structure de R-algébre de Lie gradude, i.e.:
ey [M, L]1=(=1)"™*"[L, M].
@) (—D"LL, [M, NJI+(—1™[M, [N, L1+(=D"[N, [L, M11=0.

Voici quelques propriétés importantes du crochet de deux formes vectorielles
dont on se servira dans la suite.

3 [l, M]=0.
@ CLAN, M]J+(—1D)!*"P[L, MAN]—[L, MTAN
=(—1)"¢DLALN, M1+(—1)"""MA[LN, L].
Pour L=M=N=I'B,, la formule (2) implique:
(5 L0, 00, I'ijj=o.
Si dans la formule (4) on prend /=1 et N=Xe&B,, on obtient
6 ix[L, M1=[iyL, M1—[L, 1xM]—15 sy L—19, . M.
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Enfine, pour L, MeB, et X, Y<=B,, on a:
(7 [L, M)X, V)=[LX, MY]+[MX, LY+ ML[X, YI+LM[X, Y]
—LIMX, Y1-L[X, MY]—M[LX, Y1-M[X, LY ].
On en déduit, en faisant L=M=F.

%[F, FIX, Y)=[FX, FY [+ F[X,Y]-F[FX, Y]-F[X, FY].

Le crochet NF:—%—[F, F7] s’appelle la torsion de Nijenhuis de F. Soit U le

domaine d’'une carte locale de la variété M muni de coordonnées locales (x*) Ny
a pour expression locale:

oo
ou

; o OF,  O0F} oF} oF;
® W= Fi( gpi — gy ) E G —FL o

3. Etude d’une structure K telle que K*=K.

Soit sur une variété différentiable M de dimension m une l-forme vectorielle
K de rang constant 7 et telle que K*=K.
On remarque tout d’abord que si le rang de K est égal @ m on a une struc-
ture presque produit.
Soit p(A) le polynéme minimal de K:
PA=22—D(+1).

Soient T,=Ker K,, T,=Ker(K—1),, Ty=Ker(K+1I), pour x€M. On sait
qu’il existe des polynbmes A (X) (,7,--- =1,2,3) tels qu’en posant P;=h,(K) on
obtienne un systéme de projecteurs supplémentaires et que:

T:=P(T,M),
ToM=T, BT BT, .
On trouve:
Pe=I-K*, P=—g(K+K%), P=i(~K+K?.

Soient 9,, 9, et D, les distributions définies par K.
a) Intégrabilité.

DEFINITION. La structure K sera dite intégrable si les distributions 9D, et
D,+9D, sont intégrables.

Chaque distribution 9, est intégrable ainsi que son supplémentaire si et
seulement si [P,, P,1=0. Donc si K est intégrable, on a:
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[__.Plv Pl:]:[Kz, K2]:0 ’

[P, P=— K, K1+-5-0K, K+ TK°, K*1=0.

[Py, Pl=—(K, K1——5-[K, K+ K% K1=0.

On en déduit: Ng=0.
Réciproquement, si Ny=0, on obtient, d’aprés la formule (4):
[K, K*]=1x Ny +2KNx=0,
[K?, K*]=—2Ng+4K*Ng+3ig Ny +igtgNg=0
ie.: [P, P,]=0, Vie{1,2,3}; dou le:

THEOREME 1. Pour que la structure K telle que K*=K soit intégrable, il faut
et il suffit que la torsion de Nijenhuis de K soit nulle.

Dans le cas ol 7=m, on a deux distributions 9, et 9, définies par les pro-
jecteurs:
Q=4 (+P),  Qu=—y(I—P)

et le théoréeme 1 permet de retrouver la condition d'intégrabilité de la structure

presque produit.
On revient au cas général r+m. Soient p=dim T,, ¢=dim T;; on a p-+qg=r.

Une base (e;, ¢, -, e,) de T,M sera dite adaptée 2 la structure K si les m—r
premiers vecteurs appartiennent a 7,, les p suivants a 7, et les ¢ derniers a T,.
Soit (6% --+,0™ la base duale de (e, :-,e,). Dans ce qui suit, on adopte les

conventions suivantes:
L] =12, m
a,b,c =123,
Ty Ty By o =1,2, - im—1,
1y, Jo, Roy - =m—7-+1, -, m—r-+p,
15, Jay Bsy o0 =m—rp+1, -, m,

1. (resp. 1, i,) désigne le complément de 1, (resp. i, i) dans I'ensemble
{1y 2: Tty m}~

Les composantes de K par rapport a une base adaptée sont:

i o __ 19 st
KI-‘O: Kaz_ ’ KJ2_5.72’
B __ 3 ___ §%
KJ3—' ' st—‘ 5]3-

Donc K est représentée par une matrice de la forme
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0o 0 0
9 0 L, 0
o 0 —I,

L’ensemble des repéres adaptés déterminent sur M une G-structure qu’on
désigne encore par K et dont les éléments du groupe structural G=GIl(m—r7, p, Q)

sont de la forme:
[r’lm_r 0 0 ‘l
(10) 0 A, o0

L )

les matrices A étant réguliéres.
Comme les matrices (9) commutent avec tous les éléments de Gl(m—r, p,q),
K est représenté dans n’importe quel repére adapté par la matrice (9).

b) K-connexion.

DEFINITION. Une K-connexion est une connexion sur le fibré principal des
reperes adaptés.

Toute K-connexion peut étre prolongée en une connexion linéaire sur le fibré
principal R de tous les repéres de M. Soit un recouvrement ouvert de M muni
de sections locales du fibré des repéres adaptés. Ces sections sont également
des sections de R. Une K-connexion est déterminée dans chaque ouvert U du
recouvrement par une forme o a valeurs dans l'algébre de Lie de Gi(m—7,2,9)
[16] w peut étre représentée par une matrice de la forme:

wl 0 0
0 w2 0 J .
l_ 0 0 w3

On considére maintenant une connexion sur R et soit (w}) la matrice de
connexion relative a un recouvrement de M par des ouverts munis de repéres
adaptés. Les composantes de la différentielle absolue VK de K sont:

1 1 21 (5 71
VKJl_Ov VKJz—wjzr VKjé_——wlé’

13 9 T s
VKji=wy, VK;3=0, VK3 =—2wj,

VKi=owi, VKj=2wj;, VK3=0.
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Si la connexion sur R est le prolongement d’'une K-connexion VK=0.
Réciproquement, si VK=0, la forme de connexion est a valeurs dans l'algébre
de Lie de Gl(m—r, p, q).

THEOREME 2. Pour quw'une connexion sur R soit le prolongement d'une K-
connexion, i1l faut et il suffit que la différentielle absolue de K soit nulle.

¢) Groupe d’holonomie d’une K-connexion.

On suppose que le fibré des repéres adaptés soit muni d'une K-connexion.
Le groupe d’holonomie ¢ de cette connexion est un sous-groupe de Gi(m—r,D,q).
Il en est de méme du groupe d’holonomie du prolongement de la K-connexion.
Réciproquement, si le fibré des repéres est muni d’'une connexion telle qu’en un
point x de M il existe un repére adapté (e,);e; pour lequel le groupe d’holonomie
¢ soit un sous-groupe de Gl(m—r7, D, q), les éléments de ¢ qui sont de la forme

(10) laissent invariant le tenseur K de type (}) représenté dans le repére (&)e;

par la matrice (9). On en déduit par transport paralléle, un champ de tenseur
K sur M dont la différentielle absolue est nulle et telle que K*=K [16]. Comme
VK=0 caractérise les connexions qui sont les prolongements d’'une K-connexion,
on a:

THEOREME 3. Pour qu'une connexion sur le fibré des reperes R soit le pro-
longement d'une K-connexion, il faut et il suffi que son groupe d’holonomie soit
un sous-groupe de Glilm—rv, p, q).

d) Tenseur de structure.

Soit T la torsion de la connexion linéaire sur M induite par le prolongement
d’'une K-connexion [cf. 10°), chap. II]. Soit ¢ la projection canonique de A*T*M
QTM sur AT*MOTM/I(T*MRR(g) ou R(g) est l'espace fibré de fibre type g
(algébre de Lie de Gl(im—r, p, q)) associé au fibré des repéres R et o l'opérateur
d’antisymétrisation. Par définition, le tenseur de la G-structure définie par K est
S=¢(T) [15].

Si 'on pose:

wp =7ub’

L ci60 A"

dg*= )

alors
1 .
T=—5-(rjs—rk—Cin’ N0 @,
et 7?‘%:0 car @ est 4 valeurs dans g.

Comme d’autre part, 0“/\8ka®ela constituent une base du module des sections
de (T*MQR(g)), par passage au quotient, on peut écrire:
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S=——L-Cl% g nGRoQe,, .

2 aka
Ainsi S est 'opposé du tenseur de torsion ¢ de Lichnerowicz, tenseur défini
par:
=0 NG,
avec 3, =Ci%, et ;=0 pour tous les autres indices.
De plus, on voit que S ne dépend pas de la K-connexion.
On se propose d’établir la formule suivante:

(11) hr50=4K dp—21,dKo+i KdKo+4dK 2 o—21,0d K 2o+ KdK®
¢ @ ¢

ol ¢ est une 1-forme quelconque.
On rappelle que si = est une p-forme, Ax est encore une p-forme définie par:

Kﬂ(Xlr Sty Xp):n(Kle Tty KX})) Vle ) XPE:X:(M) .
Une forme ¢ est dite de type ([, m,n) si:
Xy, - Xiwman)=0

pour toute suite de vecteurs X, -+, X;1m4+n contenant plus de [ vecteurs de T},
ou plus de m vecteurs de T, ou plus de n vecteurs de T..
Soit @"**=¢, 6" une 1l-forme de type (1,0,0). On a:

de"**=de, N0+, d6"™ .
dp'™® est la somme des formes des 6 types suivants:
2,0,00, (0,2,0), (0,0,2),
1,10, (@0o1, (0,1,1).

En remplacant dans (11) ¢ par ¢“*°, on trouve que les coefficients des formes

des types en question qui figurent aux deux membres de (11) sont égaux a
0, 20,5, 204, 0,0, —,,. On vérifie facilement que la formule (11) est encore vraie
si I'on remplace ¢ par une forme de type (0,1,0) ou (0,0, 1).

Enfin, la formule (11) implique :

5:—%(4[K2, K¥1—3KY{K®* K¥]+K* K, K]+2K[K, K*])
soit
1

S=—-43 P[P, P.].
1=1

4. Etude d’une structure F telle que [*+F=0.

Toujours sur la variété différentiable M, on considére maintenant une 1-forme
vectorielle F de rang constant r telle que F*+F=0. On en déduit que r est pair
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et que si r=m, F se réduit & une structure presque-complexe. Dans la suite, on
supposera ¥#m,
Soit p(2) le polynéme minimal de F:

PA=A(A+1).

Les polyndmes 1 et A*--1 étant premiers entre eux et irréductibles sur les réels,
il existe deux polyndmes uniques g; et g, en 4 tels que:

Ag,+(A2+1Dg.=1.

Il est évident que g,=—1 et g,=1.
Si I'on pose:

h(D=2g, et MA=A+1)g.
alors:
P=h(FY=—F?* et P,=h(F)=F*+1
forment un systéme de projecteurs supplémentaires. Soient 9; et @, les distri-

butions définies par P, et P,.

DEFINITION. La structure F telle que F*+F=0 sera dite intégrable si les
distributions 9, et D, sont intégrables.

La distribution 9, est intégrable si et seulement si:
(F*4+D[—F*X, —F*Y =0 VX, Yex(M)
i.e. si et seulement si:
[F*X, F*Y J=—F¥[F*X, F*Y ).
La distribution 9, est intégrable si et seulement si:
FY[(F*+ DX, (F*+ 1Y =0
i.e. st et seulement si:
FIX, YIHFLFX YI+FLX, FPY]=—F[F*X, F?Y]
et puisque F'=—F* on a:

THEOREME 4. Pour que les distributions D, et D, soient intégrables, il faut
et il suffit que la torsion de Nijenhuis Ng» de F* soit nulle.

Une base (e, -, ¢e,) de T, M sera dite adaptée a F si les r premiers vecteurs
appartiennent 4 9, et les m—r derniers 4 9,. L’ensemble des repéres adaptés
forme une G-structure qui n’est autre qu'une structure presque-produit définie par
le tenseur F et 'intégrabilité de cette structure presque-produit est équivalente,
d’aprés le théoréme 4, 3 la nullité de Np..
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Soit S le tenseur de structure de la structure presque-produit définie par F.
En appliquant la méme méthode que précédemment, on trouve:

1sp=d*¢+1p2dF2p—F3dgp
ol ¢ est une l-forme quelconque. On en déduit:

S:_sz .

CHAPITRE 1I. Connexions sur les fibrés vectoriels

1. Définitions. Soit (F, p, M) un fibré vectoriel de dimension 7, sa base M

ayant pour dimension .
Comme Jaak Vilms, on adoptera la définition suivante [16]:

DEFINITIONS. Une connexion C sur (E,p, M) est une scission & gauche I' de
la suite exacte

1
1) 0—> VE—> TE —> EXTM —>0.

Une connexion sur (T'M, p, M) sera appelée connexion sur M.
Soient iyz lisomorphisme canonique de VE sur EXE et p, la deuxiéme
M

projection de E;(E sur E. Si une connexion est donnée sur (F, p, M) on obtient
un morphisme D=p,oi,zol" de TEsur E. D sera appelé application de connexion
de €. On sait d’autre part que (TM, 7, TM) est aussi un fibré vectoriel. Par sa
définition, D est linéaire sur les fibres de (TE, pg, E) mais ne l'est pas sur celles
de (TE, p*, TM). Si D est linéaire ou homogéne de degré 1 sur les fibres de ce
dernier, la connexion sera dite linéawre ou homogene.

Remarque. Lorsqu’il s'agit de connexions homogénes, on suppose toujours
que celles-ci soient définies sur le fibré E,=F—{0}.

2. Caractérisation d’une connexion [18]. Soit U le domaine d’une carte
locale de M tel que p~Y(U) soit trivial au-dessus de U. On appellera carte vectori-
elle de E, le couple (U, ) ou ¢ est un difféomorphisme de p~%U) sur UXR". La
restriction de la suite (1) @ p~%U) donne:

@ O UXEXOXR — UXEPXRXR > UXRIXE" 0,

00— (xy Z, Oy t) —_ (xy 2,0, t) - (xy Zyy) —>0.

Si I'on se donne une connexion C sur (E, p, M) d’application de connexion D,
alors

D(x, 2,0, )=(x, 1)

car ['ot=idyg, 1 étant l'injection canonique de VE dans TE.
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Comme D est linéaire sur les fibrés, il existe une application différentiable
w: UXR"—.L(R™ R") telle que:

D(x, z, 9, Oy=(x, w(x, 2)¥)

® sera appelée composante locale de la connexion dans la carte vectorielle (U, ¢).
Donc, localement, on a:

3) D(x, z, 3, H=(x, t-+w(x, 2)y).

THEOREME 1. Pour qu'une application D de TE dans E soit lapplication de
connexion d'une connexion sur E il faut et il suffit que D soit définie par la
Sformule (3) o w: UXR"—_L(R™, R") est différentiable.

Preuve: La condition est nécessaire d’aprés ce qui précéde.

Réciproquement, si D est donnée par la formule (3) ol @ est différentiable,
alors D préserve les fibrés. De plus D est différentiable et linéaire sur les fibrés
de (TE, pg, E). Donc, c’est un merphisme de fibrés vectoriels et par suite D se
factorise en D=p,0l" ot I" est un morphisme de TE dans VE défini par:

I(x, z,y, H)=(x, 2,0, t+w(x, 2)y).

Pour y=0, on trouve [ oi=idy,z Donc I est une scission a gauche de la suite (1).

La connexion C est linéaire ou homogéne si et seulement si sa composante
locale w(x, z) est linéaire ou homogéne de degré 1 en z. On verra dans la suite
d’autres caractérisations des connexions lindaires et homogénes.

3. Existence. S’i]l existe une connexion sur (E,p, M) en posant HE=Ker D
(=Ker I'), on obtient, en chaque point Z de F, la décomposition suivante:

(4 TsE=VE;spHE;.

Réciproquement, si on a (4), on peut définir un morphisme I” de TE sur
VE en prenant pour I' la deuxiéme projection de T:E sur VE; et on a bien
Toi=idyg.

Les éléments de V E; seront appelés vecteurs verticaux, ceux de HEy vecteurs
horizontaux.

L’ensemble des vecteurs horizontaux forme un fibré vectoriel HE de base E
qu'on appellera fibré horizontal. D’aprés la décomposition (4), la restriction de
p" & HE est un morphisme de HE dans TM qui est un isomorphisme sur les
fibrés. Par suite, a chaque section X de TM correspond une section X* de HE
appelée relevement horizontal de X et telle que pT(X™=X.

THEOREME 2. Il existe une connexion sur tout fibvé vectoriel dont la base
est paracompacte.
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Si la base d’un fibré vectoriel (E, p, M) est paracompacte, I'espace total E est
paracompact. Il existe donc sur la variété E une métrique riemannienne G. Soit
HE3;={AT3E tel que G(4, B)=0 VB VE;}. Alors T3:E=VE;PHE; et on a
une connexion sur FE.

4. Théorémes généraux.

PROPOSITION 1. Soient (E,, p,, M,) et (E,, p,, M,) deux fibrés vectoriels munis
de connexions Cy, et C,. Alors, il existe une connexion C sur le produit fibré
(EyX E,, DyX Dy, MiX M,) de méme nature que C, et C,, i.e. C est linéaire ou homo-
gene s1 et seulement s1 il en est ainsi de C, et C,.

On a les suites exactes suivantes (a=1,2)

la
(5) O—>VEa—>TEa—»E,13{<TA/[a—>O.

Comme T(N;xXN,) est isomorphe a TN, X TN, quelles que soient les variétés
N, et N,, on a aussi la suite exacte:

1, X1
0 — V(E, X E,) 1—_>2T(E1><E2) - (E1><E2)M XM TM X My) — 0.
1XMy

Soient ,I” et ,I" les scissions a gauche des suites (5). Sil'on pose I'=,1"x,I,
alors Fo(ilxiz):idV(EleZ).

PROPOSITION 2. Soit (u, f) un morphisme d’'un fibvé vectoriel (E,p, M) dans
un autre fibré vectoriel (F,q, N) tel que la restriction de u a chaque fibre de
(E, p, M) sout un 1somorphisme sur les fibves, Alors:

1°) L’espace vertical en un point X de E est isomorphe a lespace vertical au
pont Y=u(X) de F.

2°) Toute connexion C sur (F,q, N) induit une connexion C sur (E,p, M) de
méme nature que C. De plus, si u est surjectif:

u'(HE9)=HF; et Kerui=(VT,M)%

o x:p(X) et (VT M)% est le relevement horizontal des vecteurs XeT,M tel que
FHX)=0.

Preuve -

1°) Est évident puisque les vecteurs verticaux sont des vecteurs tangents
aux fibres.

2°) On a le diagramme commutatif suivant:

0 VE TE Ei;TM———>0
luTIVE luT l(quT>
0 VF TF F>I§TN—>O
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On obtient une connexion sur (E, p, M) en posant:
6) ' A=\ VE) *oI'cu"(A), VAsTE.

La linéarité (resp. 'homogénéité) de I’/ découle de celle de I" en appliquant
une autre caractérisation de cette dernic¢re [cf. 8°)].

Soit A=T3E tel que I'"(A)=0, alors I'(u"A)=0 et par conséquent u"(HEy)
C EF;. D’autre part, si u est surjectif, soit Be€TFp. Alors il existe AcTsE tel
que u7(A)=B. Or uT(A)=uf(HA)+u"(VA) ol H et V sont les projecteurs associés
3 la décomposition T3sE=VEsPHEz;. D’aprés ce qui précéde, u"(HA) est hori-
zontal et uT(VA) est vertical, donc uf(VA)=0, ce qui implique VA=0 et on a
uT(HE)DHFg.

Enfin soit Ae(KeruT)g. Alors pT(A)eVTiM et A—(pT(A)" est vertical.
Comme uT(A)=u(VA)4-uT(HA)=0, on a VA=0 et A est horizontal. Dot A=
(pTA)*. Réciproquement, si Ae(VT,M)%, uF(A) est horizontal. De plus, A est
vertical car si A=X", ¢"(uT(A)=,T(X)=0.

DEFINITION. La connexion C’' sera appelée image véciproque de C par le
morphisme (u, f) et sera notée par u*(C).

COROLLAIRE 1. Toute connexion sur (E,p, M) induit une connexion de méme
nature sur le fibré vertical VE. Réciproguement, toute connexion non-homogene
sur le fibré vertical induit une connexion de méme natuve sur (E,p, M).

Preuve- La restriction de D a VE est un isomorphisme sur les fibres. Par
ailleurs, la section nulle S, de (E, p, M) détermine un morphisme V, de E dans
E;; E. En composant V, avec (iyz)™!, on obtient un morphisme u, de VE dans

F qui est un isomorphisme sur les fibres.

COROLLAIRE 2. Soient (u,f) un morphisme de (E,p, M) dans (F,q,N) et
(v, q) un morphisme de (F,q, N) dans (G,r, P) tels que les resitrictions de u et de
v aux fibres soient des isomorphismes, Pour toute connexion C sur (G,r, P), on a:

(wou)*(O)=u*(w*(C)) .

PROPOSITION 3. Soit (u, f) un morphisme d'un fibré vectoriel (E,p, M) dans
un autre fibré (F,q, N) tel que u soit surjectif et que sa restriction aux fibres soit
un isomorphisme. Pour qu'une connexion sur (E,p, M) soit limage réciproque
d'une connexion sur (F,q, N), il faut et il suffit que:

1°) WN(HE)=u"(HEz) VX, X'€E tels que u(X)=u(X").
2°) u(VT.M)3=0 on x=p(X).

S'il en est ainsi, les connexions sur les deux fibrés vectoriels sont de méme
nature.

Preuve: La condition est nécessaire d’aprés la proposition 2. Réciproquement,
soit C une connexion sur (E, p, M) qui satisfait aux conditions 1°) et 2°). Soient
XeFE et Y=u(X). Silon pose HFy=uT(HEy), alors HF; ne dépend pas de X
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tel que u(X)Z? en vertu de 1°). D’autre part, soient BET3F et A=T3E tel que
u"(A)y=B, Comme A=HA+VA, on a: B=uT(VA)+uT(HA). u"(A) est vertical
d’aprés la proposition 2 et uT(HA)eHFy. Donc TyF=VFy+HFp, Enfin, soit
BeHFs;n\VF;. 1l existe A€HEy tel que B=u"(A). Common B est vertical
FEPT(A)=¢"(B)=0, donc p"(A)eVT.M et A=(VT,M)% puisque B est horizontal.
Donc B=0 et ToF=VFsPEHFs.

PROPOSITION 4. Sowent (E;, p,, M) et (E,, p,, M) deux fibvés vectoriels de méme
base M munis de connexions C, et C,. Alors il existe sur la somme de Whitney
(E\BE,, b, M) une connexion C de méme nature que C, et C,. Réciproquement,
toute counexion C sur (E,BE,, p, M) induit une connexion Cy{a=1,2) sur (Eq p, M)
de méme nature que C.

Preuve: On a la suite exacte:
00— V(E,DE,) — T(EBE,) — El@Efol T™M — 0,
0 —>(x, 2,42, 0, t41,) —> (x, 2,42, ¥, i+t — (%, 21+ 2, ) —> 0.
Soient ,D et ,D les applications de connexion de C; et C,. Si 'on pose:
¢ D(x, 2,42, ¥, t,-+t,)=1D(x, 2, ¥, t)+.D(x, z,, ¥, ,)
en tenant compte du fait que:
D(x, 21, 9, t)=(x, t;+10(x, 2,)7),
D(x, 22, 3, t)=(x, ty+,0(x, 2,)7)
on obtient:
D(x, z,+ 2, ¥, t+t)={(x, t,+t,+ w(x, z)y+.0(x, z,)¥).

En posant o(x, z,+z,)y=,0(x, z,)y+,0(x, z,)y, on voit que @ est une application
différentiable de Ux R™*"t dans .L(R™ R"™*"), La nature de D découle facile-
ment de 'expression de w.

Réciproquement, soient j, l'injection canonique de E, dans E\DE, et 7, la
projection canonique de E,PE, sur E, S'il existe une connexion C sur (E,PE,
p, M) d’application de connexion D, en peut écrire:

D(x, 2142, 3, bh+t)=(x, ti+ 1+ 0(x, 21+ 2)9,0(x, 2,+2,)9)

ou w,: UXR™*"— L(R™ R"%) est différentiable.
On obtient un morphisme D de TE, dans E, en prenant:
D=mD7
ie. Dix, z, ¥, t)={(x, t;+.,w(x, 2,)y),
D(x, 25, ¥, t)=(x, t,+,0(x, z,)¥).

En identifiant BR™X0 et 0X R™ avec R™ et R™, on obtient deux applications
différentiables de UxX R™ dans -L(R™ R™) et de UXR"™ dans .L{R™ R").
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Remarque. Soient (E,, p,, M) et (E,, p,, M) deux fibrés vectoriels de méme
base M. On a un morphisme canonique (g, 0) de (E. DL, p,, M) dans (E,XE,,
Dy X Py, MX M) défini par w(Z.DZ,)=(Z,, Z,), 0 étant application diagonale de M
dans Mx M. Comme u est un isomorphisme sur les fibres, la premiére partie de
la proposition 4 peut 8tre obtenue directement a partir des propositions 1 et 2.

PROPOSITION 5. Toute connexion [linéaire C sur un fibré vectoriel (E,p, M)
indurt une connexion linéaiae C* sur son dual (E¥*, p*, M).

Preuve: En considérant la restriction de E* & un ouvert de M qui le
trivialise, on a la suite exacte:

00— UXR"XOXR”™ — UXR"XR"XR"™ — UXR"XR™ —>(,
® 0—> (x2%0,t%) — (x5 —> (x,2%)) —0.
Puisque C est linéaire, on a une scission a gauche I’ de la suite exacte (2):
I'(x, 2,5, )=(x, t+o(x, 2)¥)=(x, t+6(x)(2)(3))

oti on a posé a(x, 2)=a(x)(z) de telle sorte que @ est une application différenti-
able de U dans L(R", L(R™ R")=R"QR™XR". Soit g lisomorphisme cano-
nique de R"QR™XR" sur R"QR™RR™ et soit ‘@=god; ce qui permet de
définir une scission a droite 0* de la suite (8):

0% (x, 2%, y) —> (x, 2%, 3, '@()(z*¥)(¥))
et par suite une application D* de TE* dans E*:
© D*: (x, 2%, 3, t¥) —> (x, t*—"@(x)(z*)(¥)) .
On vérifie aisément que D* ainsi défini ne dépend pas des cartes vectorielles
utilisées.

PROPOSITION 6. Si deux fibrés vectoriels (E,, p,, M) et (E,, p,, M) sont munis
chacun d'une connexion linéaire, il en est de méme de leur produit tensoriel.

Preuve- On définit une scission a gauche I” de la suite exacte:
00— UXR"@R" XX R"MPR" — UXRMQR"™ X R™"X R"QR™
> UXR"®R™XR™ —> 0,
0— (x, 22Q2, 0, Zt:QL) —> (x, Z2.Qz, ¥, 2HR1)

— (5 Xa®z,5) —0
de la fagon suivante:

(10) r(xy 221®Z21 yr 2t1®t2):(xy EZI®ZZ) O; Etl®t2+a_)<x)(221®22)(y))
ou on a posé:

D (02 2R2,)(¥)=ZL@()(2:)(0)Q 2, + 2, Q@ (x)(2,)(¥)]
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0 et ,@ étant les composantes locales des connexions sur (Ey, p;, M) et (E,, ps,
M). Dol lexistence d’une connexion sur leur produit tensoriel, I'application
@ : 0~ L(RQR™, £L(R™ R™ X R™) étant différentiable.

5. Dérivée covariante. Soit (£, p, M) un fibré vectoriel muni d’'une connexion
C d’application de connexion D.

Soient Xex(M) et Y=E. La dérwée covanante de ¥ par rapport au champ
de vecteurs X est une section DyY de E définie par:

D ¥(x)=D(¥"Xy).

Soit (U, ¢) une carte vectorielle de (E, p, M) et soient (x*) (1,7, --- =1,2,---,m)
les coordonnées locales de M dans U. On prendra (x°, ¥*=dx*) comme coordon-
nées locales dans TM. Pour chaque x=U, soit E(x)=¢ %(x, ¢,) ot (es) (&, B,
=1,2,---,n) est la base canonique de R”. On obtient ainsi # sections lindairement
indépendantes de E au-dessus de U.

Soit ¥ une section quelconque de E au-dessus de U; on peut écrire:

V() =Y 0E(0)=2%T)ELx) VYxeU.

Les (x% z%) seront choisis comme coordonnées locales de E dans la carte
vectorielle (U, ¢). Dans la suite, sauf mention contraire, les expressions locales
des objets mathématiques qu’on étudie seront données en fonction des coordonnédes
locales q’on vient d’expliciter.

Enfin on pose w(x, 2)(e;)=1%x, 2)e, et dans le cas d’une connexion linéaire
I'#(x, 2)=I'%(x)zf. Aux fonctions I'Y on donnera le nom de coefficients de la
connexion C.

Soit A un champ de vecteurs sur 'espace total E, A=A4" a?c’ —}—A“aa7 alors

on a.
(12) DA=(A"+T'* AVE, .

Soient (U’, ¢’) une autre carte vectorielle de (£, p, M) telle que UNU’'+#0 et
soient x* les coordonnées locales dans U’. On a x*=x"(x%) et il existe une
application différentiable M: UNU'—GI(n, R) telle que E(x)=Mg(x)E.(x) et
2% =M%2%. On en déduit la matrice de changement de coordonndes locales
dans E:

ax®
ox? 0
agi A Y

On voit d’aprés la formule (12) que les /¢ se transforment suivant la loi:

(13) a g%: Mg ~—%z“ .
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Pour X=X" aj - on déduit de (12) I'expression locale de la dérivée covariante:

5y 07
(14) DyY=X o
Soit ¢:t—c(t) une courbe différentiable dans M., On pose:
DY
(15) =D Y.
La section ¥ sera dite paralléle le long de ¢ si:
DY
a0
i.e. si
a’Y +Im :0 Yas{l1,2, - ,n}.

Puisqu’il y a un isomorphisme canonique de E.DFE, sur EDE, on identifiera

toujours ces deux F(M)-modules. Soit donc Y, &PY, une section de E/DE,. On
a, d’aprés la proposition (4):

(16) Dx(Y®Y)=DxY,$.Dx7,

On considére de nouveau la connexion €’ de la proposition 2. Soit V un
ouvert de N muni de coordonnées locales (x*) (i’=1/, -, m’) et soit U=f" (V).
On peut choisir des sections linéairement indépendantes E, de (E, p, M) et F, de
(F,q,N) de telle sorte que u(Ea):Fa. Alors, en vertu de (6):

17 Dy V=X! -a

(f, W PNILE,.

dax?

En particulier, si ¥ est induite par une section V7 de F et si X est projetable
et a pour projection fF(X)=X" [cf. 8]:

(18) WD ¥)=Dy. V" .

Dans le cas du fibré dual E* de E, soit (E®) la base duale de (E,). Soit d’autre
part @=a,F” une section de E*. Alors (9) implique:

(19) Dyo=x(2%x It,5,)E"

et Dy et D% sont reliés par:

(20) to0(V)=X-a(V)—a(DyY) VYeE.
Enfin, en identifiant E:QF, avec E,QFE,, on a, pour tout Y.Q7,=EQE,

o7 @T)=x(2 0 Pt 70V E, 08,

XIS VVE, RV, Vi®.8,VE,,) (Qaprés (11)
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s0it

(21) Dy(Y,QY)=.D2Y,@Y,+Y,®Dx 7, .
6. Relévement des sections de £, TM, E* et T*M.

On a vu que si un fibré vectoriel (£, p, M) est muni d’'une connexion C, a tout
champ de vecteurs X sur M correspond un champ de vecteurs X" sur I'espace
total E, appelé relévement horizontal de X.

Si X=Xi~867, on déduit facilement de la formule (12):

0 0
h__ Yt e
(22) X=X ( ox* Iy 0z*/"

D’autre part, il existe un morphisme canonique (%, p) de (VE, p, E) sur (E, p, M)
tel que la restriction de # aux fibres soit un isomorphisme. Donc chaque section
Y=Y“E, de (E,p, M) détermine un champ de vecteurs Y sur la variété E qu'on
appellera relevement vertical de ¥. On a

@3 yr=veslo

Ces deux relévements possédent les propriétés suivantes:
(fX)=(fop) X", (Y =(for)Y?,
(XY =X"+Y",  (X+YP=X"+Y",
[X?, Y*]=0.

On remarque que, contrairement au relévement horizontal d’'un champ de
vecteurs sur M, le relévement vertical d’une section de (E,p, M) ne dépend pas
de la connexion C.

De la décomposition :
TsE=VE;DHE;
il résulte une autre décomposition dans le fibré dual T*E de TE:
T3E=(VEz)*®HE)* .
Soit @ une 1-forme scalaire sur l'espace total E:
O=0,dx"+D,dz"*.
On définit un morphisme *p” de T*E dans T*M par:
HTO(X)=P(X"  YXeX(M)
*pT® a pour expression locale:
$pT@=(D,— D, “dx* .

Le morphisme *p* a pour noyvau le fibré (HE)* et sa restriction au fibré (VE)*
est un isomorphisme sur les fibres.
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Donc si w=w,dx* est une forme scalaire sur M, il lui correspond une forme
" sur Vespace total E telle que *pT(w")=w et on a:
(24) o= dx" .
De méme, on définit un morphisme *D de T*E dans E* par:
*DO(X)=0(X*) VXeE
*D@® a pour expression locale:
*DP=Q E“
*D s’annule sur (VE)* et est un isomorphisme sur les fibrés de (HE)".

Soit @=&,E" une section de E*. Il lui correspond donc sur l'espace total E
une forme w? telle que *D(w”)=a et:

(25) @°=1"%6 dx"+ & dz" .

On appellera " (resp. »®°) le relévement horizontal (resp. vertical) de w
(resp. @).

7. Connexion linéaire. Dans ce paragraphe, on suppose que la connexion
C donnée sur (F,p, M) soit lindaire. Comme premi€res conséquences de cette
hypothése supplémentaire, on a:

D 5 E=I4Es,

dxv

(26) A A
[X" Y ]=(D,Y), VXex(M), VYe€E.

Ainsi la dérivée covariante Dy par rapport a un champ de vecteurs X sur
M correspond a la dérivée de Lie 6yn sur la variété E et on a:

PROPOSITION 6. Quel que soit le champ de vecteurs X sur M etﬁquelle que
soit la section Y de (E, p, M), 05, Y" est le relevement vertical de D;Y.

On vérifie facilement les propriétés suivantes de la dérivée covariante :
Dy, ¥Y=Dy Y4+ D, Y, VX, X'ex(M),
Dyx¥Y=fDxY, VfeF(M),
Dy(Y+Y)=D,Y+D,;Y", VY, Y'eE,
Dx(f)=(XN)-Y+fDxY .

Autrement dit, une connexion linéaire induit une loi de dérivation 9 dans le
F(M)-Module des sections de (E, p, M). [14].

Réciproquement, on va montrer que toute loi de dérivation dans le F(M)-
module des sections de (E, p, M) définit une connexion linéaire sur ce fibré. Pour
cela, on a besoin du lemme suivant qui est analogue a la proposition 2.
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LEMME. Soit (u, f) un morphisme de (E,p, M) dans (F,q, N) tel que u soit
un 1somorphisme sur les fibves, Alors toute loi de dérivation dans F induit une
lor de dénwation dans E.

Preuve: Vérification immédiate a partir de (17). Une loi de dérivation 9
étant donnée dans E, il existe donc une loi de dérivation @ dans le F(F)-module
des champs verticaux. D’autre part, il existe sur E un champ vertical qu'on a
I’habitude de désigner sous le nom de champ canonigue et qui est défini par:

C: E—»EXE=VE,

Z - (29 Z) b
C a pour expression locale:

0
aza .

On définit un morphisme I’ de TE dans VE de la fagon suivante:

C=z*

I': A-I'(A)=D ,C=(A*+T% A'zﬁ)a @

ot I'% est donné par D a E,;—FzﬂE et A=A aaz + A% aaa- Il est évident que

I A)=A si A= VE et que I est lindaire sur les fibres de (TE, p¥, TM).

THEOREME 4. Il vy a une correspondance biunivoque entre les connexions
linéawres sur (E, p, M) et les lois de dérwation dans le F(M)-module de ses sections.

Voici une autre caractérisation des connexions linéaires (resp. homogénes).

THEOREME 5. Une connexion sur (E;, b, M) est linéaire (resp. homogeéne) si et
seulement si la distribution hovizontale Z—HEj; est wnvariante par le groupe (hy,)
(a= R¥) des homothéties positives de E.

Si la connexion est linéaire, on a:
DA=(A“+T'%A'ZP)E,
d’od
DhE =h,D .

Par suite DRI (HEz)=h,D(HE3)=0 et hI (HEs)CHE,5. Ces deux espaces étant
de méme dimension, ils sont égaux:

27) W (HE3)=HE,s.

h
Réciproquement, si 'on a (27), alors DhJ ( 63&) =0 et en vertue de (22):

I'#(x, az)=al ¥(x, z) .

Des propositions 4 et 5, on déduit I'existence d’une connexion linéaire C** sur le
fibré adjoint E*QE. Si eQY=E*QE, on a:
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D(6RY)=(D§0)R@Y+a8@Dx¥=Dxo(6®@Y)— (6@ T )oDy .
Donc pour S E*QFE, on a:
(28) D¥S=DyoS—ScDy.
DEFINITION. Une g-forme sur M a valeurs dans un fibré vectoriel (E,p, M)

est une application F(M)-g-linéaire ¢ qur a champs de vecteurs Xy, X,, -+, X, sur
M associe la section (X, -, X,) de (E, p, M).

On définit la courbure d’une connexion linéaire par la formule:
R(X, X)Z=DyDyZ—DyDy2—DixvZ, VX, YexX(M), YZeE.
R est donc une 2-forme sur M a valeurs dans le fibré adjoint. Si l'on pose

R )
R(W, W)EpZR”,,sEa, on trouve:
@9) Ry =0 fy=0, iyt Uil 5= Tl

Au lieu de mettre 'expression locale de K sous la forme:

R=(-5-Re sdx* Ndx? ) QE QE,
on peut encore écrire:
R=R3FFQE,
ol R”‘:%R;"],ﬂdxl/\dx% En posant w$=1I"%dx", on trouve:
R§=do}+of Nwj.

Soit R* la courbure de C*. VX, Yex(M), R(X,Y): E—FE est un morphisme
de F(M)-modules. Soit *(R(X,Y)) le transposé de cet homomorphisme. On a la
relation suivante entre R et R*:

(30 R*X, V)=—"R(X,Y)).

Si 'on désigne par ,R et ,R les courbures des connexions lindaires C; et C,
sur (B, p, M) et (F,, b, M) les courbures des connexions sur leur somme de
Whitney et leur produit tensoriel sont données par les formules:

(31) RX, YYZ.DZ)=:R(X, )2,B.R(X, Y)Z,.
(32) RX, YXZ,Q2Z)=1R(X, Y)Z,)QRZ,+Z:Q,R(X, Y V7)) .

DEFINITION. La différentielle absolue dg d'une g-forme ¢ sur M a valeurs
dans un fibré vectoriel (E, p, M) muni d’une connexion linéaire est une (g-+1)-forme
a valeurs dans (E, p, M) définie par:

B3 dg(Xy o, XY= (D Dy (@K, o, £y, Xy)

FDEDTHOX, X, X o, Ky, Ky, X
VX, -, X, (M)
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o le signe ~ au-dessus d’un symbole signifie la suppression de celui-ci dans les
expressions ou il figure.

En particulier, pour ¢=1, on a:

(34) (X, Y)=Dx(H(Y N—Dy(H(X)—¢LX, Y]
et pour g=2:
(35) dp(X, Y, Z2)=ZDx((Y, Z2)—Z¢([X, Y], 2).

Dans la formule (35), la sommation as fait sur les permutations circulaires
de X,Y, Z.
Soit maintenant une ¢-forme @ sur M a valeurs dans E*QE.

@:‘qlT @;"l...lq,,gdx” A - Ndx iq®Eﬁ®Ea .

En posant:
@g:%@g...tq,ﬁdﬂl/\ e Adxte,

on trouve:
(d**D)f = dDf + wf A PF—(—1)'0¢ A .

En particulier [cf. (14)1: d**R=0.

8. Champs de vecteurs projetables. Un champ de vecteurs X* sur l'espace
total £ d’'un fibré vectoriel (E, p, M) sera dit projetable ¢'il existe un champ de
vecteurs X sur M tel que PLHX™)=X, VZ=E. X sera appelé la projection
de X*,

Les champs verticaux sont projetables et constituent un F(M)-module <. On
désignera par p 'ensemble des champs projetables. Puisque p* est une application
injective de (M) dans F(E), p peut étre considéré comme un F(M)-module.
De plus, si X* et Y* sont projetables et ont pour projections X et Y, le crochet
[X* Y*] est projetable et:

PILX*, Y*¥]=[X, Y.

La projection définie plus haut est donc un homomorphisme d’algébres de Lie de

p dans X(M).
On peut énoncer la définition d’une connexion sur le fibré vectoriel (E, p, M)

sous la forme équivalente suivante:

DEFINITION. Une connexion sur (E,p, M) est une 1-forme vectorielle I' sur
Uespace total E telle que

1°) I'xE)Cp,
29y (A=A, YAew.

La connexion est linéawre (resp. homogeéne) si-

3y I'ohI=hIol, Yac R*.
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En effet, la condition 3°) est équivalente au fait que la distribution Z—HE;
est invariante par h, (a=R¥).

Le noyau de I n'est autre que le ¥(F)-module % des champs horizontaux.
D’autre part, il y a une bijection de I'ensemble des champs horizontaux et projet-
ables sur X(M). 1l en résulte que le noyau du F(M)-homomorphisme de p sur
X(M) est <. Autrement dit:

P=VOPNA .

9. Equations de structure. On revient au cas d’une connexion quelconque
C sur (E,p, M). On a vu que C induit une connexion C sur le fibré vertical
(VE,p,E). On prendra (x*, z% 1) comme coordonnées locales dans la variété VE.
Soient I'¢ et I'§ les coefficients de C. En vertu de (6), on a:

(39) f?(x, z, h=I"¥x, B, f‘g:() .

Il en résulte des relations suivantes entre les courbures de R et R de C et
C lorsque C est linéaire:

RZHQ-:R%‘HQ ! R’%:YZO ’ R%T!‘;:O *
D’autre part, J. Vilms a montré que C donne naissance sur le fibré vertical
a une connexion linéaire, appelée connexion de Berwald et qu'on notera encore
par C. Les coefficients de la connexion de Berwald sont déterminés par:

(37 Ig=0,I'* et I't=0
4 O a 0 —pa O .
en sorte que si A=A Bt +A WETE et B=8B 527 eVE, on ait:
= o [ ./ 0B " 0B*7 0
(38) D,B=[A o +aﬁr13ﬁ)+A‘e§z_ﬁ 2

Donc dans le cas de la connexion de Berwald, on a:
(39) [X* Y*1=DuY?, VXex(M), VYeE.
Jusqu’'a la fin du chapitre, on se servira de la connexion de Berwald dans le cas
ol C n’est pas linéaire et de la connexion induite par € dans le cas ot C est
linéaire.

LEMME. St A et B sont des champs verticaux -

D,B—DyA=[A, B].
St A est horizontal et B vertical:
D,B=ITA, B].
DEFINITION. La defférentielle absolue d'une g-forme sur E a valeurs dans

(VP,p,E) est la (g+1)-forme V@ définie par:
VQ(AM Tty Aq):d-@(HAm Tty HAq)v VAO; Tt AQE:‘%“(E) i
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V9P est une forme semi-basique, i.e. VO(Ay, -+, A)=0 si I'un des champs de
vecteurs A,, -, A, est vertical.

DEFINITION. On appellera forme de courbure de la connexion C, la 2-forme
PN=V9.

THEOREME 6. (Equation de structure).
(40) Q=—Nr.

Preuve: Si A et B sont des champs verticaux, (A, B)=0 et Np(4, B)=
[I'A, 'B]+1"*[A,B1—I'TI'A,B]—ITA,I'B]=0 car I'A=A et I'B=B.

Si A est vertical et B horizontal, on a aussi £2(A, BY=Np(4, B)=0 car I'B=0.
Enfin, si A et B sont horizontaux, on a:

2(4, ByI=—Np(4, By=-—I"TA, B].
On déduit de la formule (40) 'expression locale de 2:
(41) 0=L 0xdr ndr® 5y
ou on a posé:
Q2=0,I7—06,¢+T83;1"*—1"0:1'¢.
COROLLAIRE 4. Quels que soient X, YeX(M):
(42) [X" YM]=[X, Y]"— (X", 1",
THEOREME 7. Si la connexion C est linéaire:
(R(X, V), 2)'=—[AX", Y™, Z*]
quels que soient X, YexX(M) et Z<E.
Preuve- Utiliser les formules (26) et (39).
COROLLAIRE 5. Si la connexion est linéaire-
P=0& R=0.
Avant d’aller plug loin, on va rappeler certaines notions utiles pour la suite.

DEFINITION. Sowent L et L' deux r-formes wvectorielles sur deux variétés
différentiables M et M’ et f une application différentiable de M dans M’'. On dit
que L et L’ sont f-compatibles st pour tout xeM

fT(L(le ) XT)):L/(fTle o yfTXT> y Vle Ty XTET.Z‘A/[

A. Frolicher et A. Nijenhuis montrent que, si deux formes vectorielles sur deux
variétés différentiables M et M’ sont f-compatibles, il en est de méme de leurs
transformées par 'opération de contraction A. En particulier, les crochets des
formes vectorielles f-compatibles sont f-compatibles [cf. (9)7.
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COROLLAIRE 6. Soit 2’ la forme de courbure de la connexion C’, image
réciprogue d'une connexion C par un morphisme (u, f) tel que u soit un isomor-
phisme sur les fibres. Alors:

1°) Q=0 umplique 2'=0.
2°) Si u est surjectif, 2'=0 & £2=0.

Preuve D'aprés la définition de /7, on voit que I et I/ sont u-compatibles.
Par suite:
uT(Q(A, BY)=2(TA, u'B), VA, BETE.

Que 2=0 entraine £2’=0, cela provient du fait que la restriction de u” au fibré
vertical est un isomorphisme sur les fibres.

2°) D’aprés la proposition 2, u"(H;E)=H,F; de plus £ est une forme
semi-basique ; d’ou le résultat.

THEOREME 8. Soit @ une q-forme semi-basique a valeurs dans VE, alors:
(43) VO=—[I" &7

Preuve La démonstration se fait par récurrence sur le degré de @. Pour
g=1, on a:

(I, @A, By=['A, OB]+[®A, ' B]+I'O[ A, B1+OI'[A, B]
~['[®A, B]1-I'T4, ®B1-O[I" A, B]—9@[A, I'B].

Si A et B sont tous les deux verticaux ou si A est vertical et B horizontal,
on a VO, B=[I",P1(4, B)=0. Si A et B sont horizontaux, VO(A, B)=
—[I', @1(A, B) en vertu du lemme.

On suppose donc que le théoréme soit vrai pour une forme de degré g—1.
En faisant dans la formule (6) du chapitre I, X=A, L=I" et M=® et en tenant
compte de I’hypothése de récurrence, on obtient:

(44> [Fy (D:KAOy Tty Aq>:0F(A0)@(A17 iy Aq)+viAo¢(Al’ Tty Aq)
OOy e, AN =3Oy, -+, 0ael (A, -, A
On remarque que si A, est vertical, 14,,0=0, 6, (A,)=[AL'AJ—I'TA, A,] est

un champ vertical. II en résulte que le 1°° membre de (44) est nul si 'un des
champs A,, -+, A, est vertical. Si ces champs sont tous horizontaux, on a:

[F, ¢]<A0y Tty Aq):giAOQ(Aly i yAq>_F(6A0@(AIV Tty Aq))
= B Da @A, o, Ay, AY)

+ZEJ(‘1)H—]Q(AO’ [Au A]]y Aly Ty Azr Tty AJ’ Tty Aq)

I

A Dl @Ay, e, Ay, A
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+t2j(—1)1+1@([14“ A]]y AOy Ty Au Tty A]! Tty Aq)}
:—v¢<A0! Tty Aq) .
COROLLAIRE 7 (Identité de Bianchi). V2=0.

COROLLAIRE 8. Quelle que soit la forme semi-basique @ & valeurs dans le
fibré vertical, on a:

45) VO=V(VO)=[2, 7.

Preuve: Conséquence immédiate de (43) et de la formule (1) du chapitre I.
On va maintenant chercher la forme de courbure sur une somme de Whitney
E=E/@®E, On sait que les fibrés vectoriels T(E.DE,) et TEDTE, de base TM
sont isomorphes. Il en est donc de méme de leurs restrictions V(E,DE,) et
VE®DVE, 3 M considérée comme sous-variété de TM. On identifiera ces deux
derniers fibrés. Soient .I” et ,I les 1-formes vectorielles qui définissent C; et C,
sur E, et E,. La forme I qui détermine C est, d’aprés la proposition 4, donnée
par:

(46) I'=lor,+,lor,.

Un vecteur A tangent a F est vertical si et seulement si il en est ainsi de ses
projections sur £, et E,. Les vecteurs horizontaux de E possédent la méme
propriété.

THEOREME 9. Sotent £, .82 et ,82 les formes de courbures de C, C, et C,. Alors
(47) Q= LQorl+,Loxf.

Preuve: Soient A, BeTz,02,£. Sil'un des vecteurs A ou B est vertical, on
a vu que Np(4, B)=0; dott N,p(zFA, zIB)=N,r(zfA, zfB)=0 d’aprés les remar-
ques ci-dessus.

Reste le cas ot A et B sont horizontaux. On a pf(zf A)=pi(zf A). D’autre
part, on a l'isomorphisme (J,, J5): E; ><E —F. Soient A, et A, deux champs de

vecteurs horizontaux sur E, et E, tels que (Al)zl—nlA (AZ)Z2—71'0A et plT(Al)—

(Az) L’'image de (Al, Az) par (7;XJ.) est un champ de vecteurs horizontaux A
sur £ tel que AZIQ,ZZ—A De plus 7:1/1 Al et ”&A A De méme on peut
prolonger B en un champ horizontal et projetable B. On a alors:

Nr(A, By=I'T4, Bz, ,
N, p(=f A, 2 B)=\I'4,, B\)s,=.I' !4, Bz, ,
N,r(#f A, n{B)=, I'CA, Bzy=.T (I A, B3, ,
et on a bien la formule (47) moyennant (46).

COROLLAIRE 9. £2=0 o ,2=,02=0.
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10. Torsion d’une connexion sur le fibré tangent. Soit une connexion ¢
de coefficients 7} sur une variété différentiable M. La dérivée covariante par
rapport a un champ de vecteurs X sera désignée par Vy.

DEFINITION. On appellera forme canonique sur TM, la forme 6 défime par:
02(A)=(p"A), YAeT,TM.

C'est donc une l-forme horizontale sur TM a valeurs dans le fibré vertical
VTM. Puisque le relévement vertical ne dépend pas de la connexion ¢, il en est
de méme de 4.

THEOREME 10. Soit f une application différentiable d'une variété M dans une
autre variété N. Alors les formes canoniques 8y et 0y sur TM et TN sont fT-
compatibles, i.e.:

(fT)Fe0y=0xo(f1)".

Preuve: On peut vérifier facilement cette propriété de la forme canonique
en utilisant les coordonnées locales.

DEFINITION. On appellera forme de torsion la 2-forme 7=V4.
THEOREME 11 (Equation de structure)., t=—[r, 0].
Preuve 11 suffit de remplacer @ par € dans la formule (43).
COROLLAIRE 10 (Identité de Bianchi). Vc=[£, 0].

COROLLAIRE 11. 7 a pour expression locale-

re g @0y AR D
ot 9;. désigne la dérwée partielle par rapport a y,.

Jusqua la fin du chapitre, on suppose la connexion ¢ linéaire. On appelle
torsion de la connexion ¢, la différentielle extérieure T—=d°l de la transformation
identique I de TM [cf. (14)]

TX, V)=dI(X, V)=V Y—-D  X—~[X, Y], VX, Yex(M)

soit en coordonnées locales:

T=d (i) @ dr* @ .

THREOREME 12. Quels que soient les champs de vecteurs X et Y sur M,
(X", Y=(T(X, Y))".

Preuve: Clest une conséquence immédiate des formules (48) et (26).
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COROLLAIRE 12. 7=0=T=0.

DEFINITION. Une connexion linéawre sur M est dite symétriqgue si © ou T est
nulle i.e.-

Yir=Ths -
CHAPITRE III. (G-structures sur les fibrés vectoriels

Dans ce chapitre, on considére un fibré vectoriel (£, #, M) muni d’une con-
nexion C.

1. Structure preseque-product. Soient V (=I") et H les projections de TE
sur VE et HE suivant la décomposition :

) TE=VEDHE.
En posant:
@ P=V—H
on obtient P?’=1 et de plus:
__I+P _ I-P
® v=-%,  H=S5

THEOREME 1. Sur Pespace total d'un fibré vectoriel muni d'une connexion, il
existe une structure presque-produit,

Les champs de vecteur verticaux (resp. horiontaux) correspondent a la valeur
propre +1 (resp. —1) de P.

Soient X, YETM (resp. X, YEE) et X", V" (resp. X?, Y?) leurs relévements
horizontaux (resp. verticaux).

Puisque PX"*=-—X" et PX"=X", on a:

Np(X®, Y*)=0 car [X°®, Y"] est vertical
Np(X°®, Y"=0
Np(X*, YR)=4V[ X", Y ]=—42(X", YH),

THEOREME 2. Pour que la structure presque-produit suv la variété E soit
intégrable, it faut et il suffit que la forme de courbure de la connexion C soit
nulle,

Soit C le champ canonique sur E. On a PC=C.
Soit §, la dérivée de Lie par rapport a C:

1o(55) V=0 () )P0 ))

W0 ) 1)
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0 \_ 0 i
60P<—aza )—ZH(HC<—62,, ))=0.
On obtient ainsi une autre maniére de caractériser les connexions linéaires
(resp. homogénes).

THEOREME 3. Pour qu'une connexion sur (E, p, M) soiut linéaiwre (vesp. homo-
gene), il faut et il suffit que 6,P=0.

On a alors:
4) f:Np=0
car d’aprés la formule (2) du chapitre I:
5) —[P,[A, PII+[A, [P, PII+LP, [P, AT]=0, VAex(E).

b
D’autre part, si X=X* ail e x(M), X’l:X‘<~a—il— et:

0anP(gor) =2V [0 () =03 (5 )=x0(55) . ()

O an(~g5 ) =2H] X", 5 ]=0.

De méme, pour Y= ?“T(za—, on a Y'=¥= 82“' et:

() )2V v, (e =2 s a7

b (Bl T
On en déduit:

THEOREME 4. a) Pour que le tenseur P soit itnvariant par un groupe local
a un paraméire engendré par le relevement horizontal d'un champ de vecteurs
quelconque de la base, il faut et il suffit que la forme de courbure de la connexion
soit nulle.

b)Y Dans le cas linéaire ou homogéne, pour que le tenseur P soit invariant
par un groupe local & un parameire engendré par le relevement vertical d'une
section du fibré vectoriel, il faut et il suffit que cette section soit parallele.

S'il en est ainsi, on aura, d’aprés (5):
©6) 0aNp=0 et OyoNp=0.

2. Structure /' telle que F*+F=0. Dans ce paragraphe, on suppose que
la base M de (E, p, M) soit munie d’'une connexion ¢ de coefficients y5. Alors
on sait qu'il existe une connexion €’ sur la somme de Whitney E'=TM®E. On
prendra (x* 37, z*) comme coordonnées locales dans E’. En chaque point Z de
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E’ on a:
T:E'=HE,(PVE}.
D’autre part, la restriction de D’ (application de connexion de £’) & VE/; est
un isomorphisme de VE} sur (TM@E), ), P’ étant la projection de E’ sur M.
Il en résulte que:
TE'=HE' ®V,PV,
ou V, et V, sont deux fibrés vectoriels de base E’ ayant méme dimension que
M et E.
Soient 7 la projection canonique de E’ sur TM et j et j/ les injections canoni-

ques de TM et de E dans E’. Pour chaque vecteur A€T2E’, il existe un seul
vecteur FA=T2E tels que:

PH(FA)y=roD'(A)
D'(FA)y=—jop'"(A).
Il est facile de vérifier que F*+F=0.

)

THEOREME 5. Si le fibré vectoriel E et sa base M sont munis chacun d'une
connexion, il existe sur la variété TMODE une structure F telle que F*+4 F=0,

Comme ](%) et J(E,) forment une base des sections locales de E’, les

h
champs de vecteurs (%) ,(] 55 ) et (//(En)® constituent des bases des

sections locales de HE’, V, et V3. On a ici:

(6?:1) axz - ag: Iy ag

(i(55)) = ayt L GEr=5
D’aprés la définition de F:

F((ae) )= Flag)=—(5) Flgim)=0.

En remarquant que:
F(() )= () P )= F(a5e)=0,
on obtient :
) 2
Ne( ) (o) )=t P (G2) ()]

=~<ail"¥—a-FHFﬁa,gr;v—rgaﬁrg)a%

A (C ox ) aar )=+ (5 oxr ) ayz =0
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J 0 N\ _
Neal gy ) =0
0 0 \_
IVFZ( ay1, s aza )'—O

N 597) =0

THEOREME 6. Pour que la structure F telle que F*-+F=0 sur E’ soit inté-
grables, il faut et il suffit que la forme de courbure de la connexion sur E soil
nulle.

Soit €’ le champ canonique sur TMPE:

0 0

C'=y a}” +2z7 027 -

On a:

0P () )= F () )+t —30n)-5-
b0 F (55 )=—F (52 ) +@urt v )50 +@p T~ T
por ()0
N (A 0
ol on a posé ak*~*ay7.

THEOREME 7. Pour que la connexion induite sur TMBE soit linéaire (resp.
homogene), il faut et il suffit que 6, F=—F.,

S’il en est ainsi, on a:
6(;:Np:—“2NF .

Soient X=X* 3?{‘ e%(M) et X" son relévement horizontal dans TMPE :

a \ d \* o d
ou £, désigne les coefficients de la forme de courbure de c.

O (52 ) =@+ X D) (5

)h_XkQJ 0 —X* e 0

"oy Ly

buaP ().
0 0

De méme, soit XY =X'5 - +¥ "7 e TMPE et soit (XBY)* son reléve
ment vertical dans TM&E:
b

(X@Y)v:XzW_*_Ya

0

aza .
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On a:
22 h
H(X@FWF((%) >: _(azX]‘i‘Xkak*T{)(a‘aﬂ‘)

a(mwF( LT ) =@ X+ X ] ) ay:

0(Y€Bl)”F( a a) 0.

THEOREME 8. Si les connexions C et ¢ sont linéawes (resp. homogenes).

a) Pour que F soit invariant par un groupe local a un parametre engendré
par le relevement horizontal d’un champ de vecteurs de la base, il faut et il suffit
que les formes de courbures de C et c soient nulles et que ce champ soit parallele.

b) Pour que F soit invariant par un groupe local & un paramétre engendré
par le velevement vertical de XY, il faut et il suffit que X et Y soient paralldles.

On considére maintenant le fibré E= TMXE La connexion € induit une
connexion C sur E. En chaque point X de E on a:
TXE= VEXEBHEX .

Soit X=r,X ot 7,: TM&;E—>TM. On a aussi:

Ty TM=HTMyDVT My .
Soient (HTMy)% et (VT X )% les relévements horizontaux de HTMy et VI My
dans E. Alors:
HE 3=(HT M)y @(VT M)
de telle sorte que:
®) T2E=(HT My Yy ®(VT M VE: .
Opérant comme plus haut, on obtient le:

THEOREME 9. Si le fibré vectoriel E et sa base M sont munis chacun d’une
connexion, il existe une structure F telle que F*+F=0 sur TM]>’~[<E.

h v
Soient <%> et (%) les relévements horizontal et vertical de %
dans TM:

(azz )h axz - 8yf ’ (ai) ayl-

k v ~
Les relévements horizontaux de (%) et (%) dans E sont:

((?i—)h): aiz T azf I's 62“ ' (( a?u ) >h

La structure F est donc définie par:
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HGEN= e Fa) =G )=

et on a des résultats analogues 3 ceux obtenus sur une somme de Whitney :

THEOREME 10. Pour que la structure F telle que F*+F=0 sur TMi(E soit

intégrable, il faut et il suffit que la forme de courbure de la connexion sur le
Jfibré vectoriel soit nulle.

3. Structure K telle que K*=K sur le fibré vertical. On reprend la con-
nexion C induite par C sur le fibré vertical. Soit P la structure presque-produit
associée a la décomposition :

® T,VE=VVEDHVE,
en un point A de VE.
On déduit de la propriété de C et de I'étude de P le:

THEOREME 11. Pour que la structure presque-produit P sur la variété VE
soit intégrable, it faut et il suffit que la forme de courbure de C soit nulle.

Soit Z l'origine du vecteur vertical A. Comme TsE=HE;®VE;, en désign-
ant par (HE)* et (VE3)* les relévements horizontaux de HEz et VE; dans VE,
on peut écrire:

(10) T VE=(HED(VE)IDVVE.

h
Les champs de vecteurs (*Ji—,) et—az—a forment une base des sections

locales de TE. Par suite (( a?c@ )h)h, ( aga )h et 8?“ forment une base des
sections locales de TVE. On a:

a \\'_ 0 « 0 e 0 a V0
) ((55)) =z Tt Doz —Tx g, (5w) =550 -

Soient x;, 7, 7, les projections définies par (10). Si 'on pose K=rm,—x,, il
vient: K’=K.

THEOREME 12. Sur le fibré vertical tangent Zz_ un fibré vectoriel mun: d'une

connexion, il existe une structure K telle que K*=K

Soit £ la forme de courbure de C; on a, moyennant (11)
()Y (=AY ()
W) ()= )
Ne(((55)) ()=
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Ne((g) + () )==2(5%=) . (52 ))

Ainsi la structure K est intégrable si et seulement si =0. Donc d’aprés le
dorollaire 6 du chapitre II, on a le

THEOREME 13. Pour que la structure K soit intégrable, il faut et il suffit que
la forme de courbure de la connexion C soit nulle,

CHAPITRE 1IV. Relevements dans les fibrés vectoriels

Dans ce chapitre, on considére encore un fibré vectoriel (E, p, M) muni
d’'une connexion C.

1. Relévement des métriques riemanniennes. On rappelle qu'une métrique
riemannienne sur (£, p, M) est une section différentiable & de E*QRFE* telle que,
pour tout x € M, g(x) soit une forme bilinéaire symétrique définie positive. Une
métrique riemannienne sur (TM, p, M) sera appelée métrique riemannienne sur M.

PROPOSITION 1. Si un fibré vectoriel (E, p, M) et sa base M sont mums de
métriques riemanniennes, il en est de méme de la variété E.

Preuve- Soit ¢ et ¢ deux métriques riemanniennes sur (E, p, M) et M. On
obtient une métrique riemannienne G sur 'espace total £ en posant:

(1) G(A, B)=g(p" A, p"B)+£(DA, DB) VA, BET;E.

On dira que G est le relévement des métriques riemanniennes g et g suivant C.
Dans le cas d’une variété riemannienne (M, g), si I'on prend pour C la con-
nexion riemannienne canonique et §=g, on retrouve la métrique de Sasaki [17].

Les distributions horizontales et verticales sont orthogonales par rapport a
G, i.e.:

(2) G(HA, VB)=0 VA, Bex(E)
et on a:
3 G(A, B)=G(HA, HB)+G(VA, VB).

On en déduit:
G(HA, B)=G(A, HB)

G(VA, B)=G(4, VB).

©)

Enfin, on a:
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) G(PA, B)=G(A, PB)

ot P est la structure presque-produit définie par C.
D’aprés la définition de G, on a:

(6) G(A, B)y=g(p"A, p"B)-p VA, Bepndr.

Autrement dit, p est une submersion riemannienne de la variété riemannienne
(E, G) sur (M, g).

Soient £a3, &, et Gy (4, J, - =1,2, -+, m+n) les coefficients de £, g et G.
On trouve:

Glj:glj+rtixl-’§éaﬁ .
Gza:["ggﬁa

Gaﬁ:g\aﬂ .
On en déduit:

Gr=g"
G=—gw]®
GP=g*P g lel's.
Jusqu’a la fin de ce paragraphe, on suppose C linéaire. En vertu des propositions

4 et 5 du chapitre I, il existe alors une connexion lindaire C** sur E*®QE*. On
suppose en plue que ¢ soit paralléle par rapport a4 C** i.e.:

D¥3(X, 2)=X-8(V, 2)—¢(DxV,2)—2(Y, Dx2) VXex(M), V¥, 2<E
soit en coordonnées locales :
azgm’i_—rfaé"lﬁ_‘r?ﬁgﬂa:o-

Soient I'}x et 7% les coefficients des connexions riemanniennes déterminées
par G et g. On trouve:

Fosi= T oy =F ot 5 (Ra Tl R o) 27
5 @+ T 5+ D5l e+ T L 8 2°

~ ~ 1 n A -
Fz,]a:[,z,aj:(_Z_R?i,Tgva—i*FzﬂTriagZE)Z'
fl,a,ﬁ':fz,ﬁazo

f’a,ﬁ”(:ﬁa,rﬂ:o

fa,ﬁi:fa,iﬁ:rzyﬁgna

Fa'ylj

I

Foi= @ T4 0, Tt T T+ T e

Enfin la formule ['Jx=G™[ ;. donne:
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- ~ L1
ij:—rékfﬁ2'+ 2 R§, 2 4-(0 F]T+F )z
ﬁ{a:—%— R?k,rgikgAﬂaZr

aﬁ—o

I'g=0

az_ zﬂ % ?],Trg(?gjk'gﬁﬁzrz‘;

]k'—' Jk+ 2 g”(R]o YF’Z(3+qul,TF?5)gA‘a7;‘Z?Za .

Les équations d’une courbe géodésique (x¥(1), z*(1)) sur la variété E s'écrivent:

d’xt | o=, dx? dx’ dz%
G Py ol G =0
d?z% | m, dx?  dx* dx? dz?

ar Tl g +2I5 ar —ar =V

'ou encore en remplacant les F5K par leurs valeurs:

x| .. dx? d . d
e Ao (4 e ) =0

Dz ool Aoxt o, dx?  dx*
7 A G R E A T T

—ghI's OR? TZgM( dt +Fk0

Une courbe (x*f), z%(t)) sur la la variété F sera dite horizontale si les vecteurs
tangents sont horizontaux; ce qui se traduit par:

dz* .
dt +1' dt =0.

THEOREME 1. Pour que le relevement d'une courbe dans M soit une géodési-
que horizontale, il faut et il suffit que cette courbe soit elle méme une géodésique.

DEFINITION. Un champ de vecteurs A sur la variété riemannienne (E, G) est
un champ de Killing s1 6,G=0.

Soit Z<E et Z° son relévement vertical. On a:
070G(X", YM=2%g(X, Y)op)—G({(Z% X"], Y )—G(X"* [Z°, Y"])=0
car [V, Z°]=(DyZ)".
0 7:G(X", VO)=2°(G(X" Y )—-G[Z°, X, Y —GX", [Z°, Y"]))
=G((Dx2)", Y")=g(DxZ, Y )op
0 7.G(X>, Y”):Z”(g(Xy Vyop)—G([ 27, X°7, YO—GX*, [Z°, Y*")=0
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THEOREME 2. Pour que le relevement vertical d'une section Z de E soit un
champ de Killing il faut et il suffit que cette section soit paralléle,
De méme, pour ZeX(M), on a:
0 wG(X", Y )=ZMG(X", Y")—G(L 2" X*], Y —G(X" [Z" Y])
=ZMg(X, Y)op)—G([Z, X" —Z", X"), Y'™)
—GXM [ Z, YI"— 522" V™)
=(Z-g(X, Y))op—g([Z, X1, Y)op—g(X,[Y, Z]op
=0,8(X, Y)op.
0 wGX", Y)=2"(G(X", Y*)—-G([Z*, X ], Y")—G(X", [Z*, Y'])
=—G([Z, XTI — 2" X", Y)—G(X", (DY)
=GUAZ" X™), Y
0,G(X", Y= 2" (GX", Y*)—G(L 2" Y™, ¥*)—GX®, [ 2% Y*])
=(Z-8(X, V)—8(DX, ¥)—=g(X, D;¥))op
=D,8(X, V)ep=0.

THEOREME 3. Pour que le relevement horizontal d'un champ de vecteurs sur
M soit un champ de Killing, il faut et il suffit que ce champ soit lui-méme un
champ de Killing et que 1,,82=0.

2. Relévement d’une connexion. On suppose de nouveau que la base M
soit munie d’une connexion ¢ de coefficients 75. On sait déjad quil existe une

connexion C sur le fibré vertical (VE, p, E) et que la dérivée covariante dun

.  pe N a0 a 0
champ vertical B=B 5@ Par rapport a un champ A=A FPE + A 5,a ost

donné par:
0B 0

EABz[A’ o

D’autre part, la restriction au fibré horizontal (HE, p, E) du morphisme (p%, p)
de (TE, pg, E) dans (TM, py, M) est un morphisme (&, p) tel que 7 soit un iso-
morphisme sur les fibres. Donc d’aprés la proposition 2 du chapitre II, ¢ induit

une connexion C sur le fibré horizontal. Soit BEHE:
— 1 a «__Y
B=B ( ox* hirra 82
La formule (17) du chapitre II appliquée a € donne:
= T oB* 0 e
7 DAB“[A( ox’ )+7’:( o B)+ AP 0zP ][ ox® I 82

Ainsi d’aprés la proposition 4 du chopitre II, il existe une connexion C sur le
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fibré (TE, ps, E). Pour B=B'—sr+ B0, cX(E), on a:

®  Das=[a( 2,’? 1y aeBrar 98 0

8]"z 2

HA (B rs | aBy+ 2L By, woB)IH , woB)

3BT oI
TA G T 5} P

THEOREME 4. Si le fibré vectoriel (E,p, M) et sa base M sont munis des
connexwons C et ¢, alors il existe sur (TE, pp, E) une connexion C de méme nature
que C et c.

On appellera € le relévement horizontal de c.

THEOREME 5. Pour que la forme de courbure de C sout nulle, il faut et il
suffit qu'il en soiwt awnst de celles de C et de c.

Preuve. 11 suffit d’appliquer les corollaires 9 et 6 du chapitre Il a4 C, ¢ et C.

Dans ce qui suit, pour pouvoir parler de connexions symétriques, on sup-
posera C et ¢ linéaires. Alors C est aussi lindaire et ses coefficients sont donnés
par:

ij”“rjk’ F‘i](t:Oy ngzoy deﬁzo

I's L - .
( a el B+, F',i,;)z", =%, I'i=I%, I'%=0.

Soient Xex(M) et Y=E et soient X" et Y leurs relévements horizontal et
vertical. On a d’aprés (8):

o D Y=Y DaYo=(Dx?y
Dy, Y"=0 D, Y*=0.

COROLLAIRE 1. Le relévement horizontal d'une courbe autoparvallele est une
courbe autoparallele.

Ceci découle de la relation ﬁth":(VXY)”.
D’autre part, les équations d’une courbe autoparalléle de C sont:

d®x* dx? dx*
ar T g g =0
ol'§ dx? d d dz?
dt2 s Tkl T4l ) 2" ;t +20% ;t g =0

COROLLAIRE 2. La projection d'une courbe autoparallele de C est une courbe
autoparallele de c.
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On déduit des formules (9):
T, YH=(T(X, Y)*+2(X", ¥
T(Xx®, Y")=0
(X, Y°)=0
ot T et T désignent les torsions de C et de c.

THEOREME 6. Pour que la connexion C soit symétrique, il faut et il suffit
quw'il en soit oinsi de ¢ et que C soit & courbure nulle.
Enfin, soient 7, R et R les courbures de ¢, Cet C:
Bx™, vy"(ZM=(r(X, Y)ZY'+Dgxn yny 2= (X, Y)Z)*
Rx®, Y™ Z)=(R(X, Y)Z)+Dgiun,pn Z2'=(R(X, Y)Z)"
RX™ Yo)(zZM=0, R(X* Y*)(Z")=0,
Rixy, vozm=0, RX®, Y*X(Z*)=0.
Ces formules fournissent une autre démonstration du théoréme 5 dans le cas
linéaire.
D’autre part. soit P la structure presque-produit associée a la connexion C.
On a, d’apres (9):

D, P(Y =D g PY")—P(D 3, Y =D (= Y ) +(T ¥ )*=0
Dat p(y=0, Du(ym=0, Du(y?)=0.
THEOREBME 7. La connexion C est une connexion presque-produrt.

I}nﬁn, si la courbure de C est nulle, les coefficients '}x de C coincident avec
les I'fx du paragraphe 1°). D'oi:

THEOREME 8. Si la connexion sur le fibré vectoriel E est sans courbure, le
relevement horizontal de la connexion riemannienne de g coincide avec celle de G.

3. Relévement de quelques G-structures. On revient au cas ot E est muni
d’une connexion quelconque €. On remarque tout d’abord que tout endomor-
phisme % de E définit sur 'espace total E un champ de vecteurs verticaux de
la facon suivante:

A=, h(z“))eE;;E;VE, VZeE.
Si h a pour expression locale h=h§EPQE,, alors:

(10) A=h‘§z‘8"az—a.

En prenant pour A Pautomorphisme identique de E, on retrouve le champ

d
- —_— e
canonique C=z R
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LeMME. Soit (u, /) un morphisme de (E, p, M) dans (F, q, N) tel que la re-
striction de u aux fibves soit un isomorphisme. Alors tout endomorphisme h de
(F, q, N) induit un endormorphisme w*(h) de (E, p, M) rendant le diagramme sui-
vant commutatif -

iU

| Zl
|

N f\;v

Preuve: wu*(h) est défini par:
W) Z)=(ug,) tohow(Z), VZeE

x étant Uorigine du vecteur Z.

Ainsi, d’aprés le lemme, tout endomorphisme 4 de (E, p, M) induit un endo-
morphisme 7 du fibré vertical (VE, p, E). On peut prolonger 2 en un endomor-
phisme A° de (TE, pg, E) de telle sorte que la restriction de A° au fibré horizontal
soit l'application identique. On appellera h° le relévement vertical de h. A° a
pour représentation matricielle,

3 0
| I
hars—I's kg

Le relévement vertical des endomorphismes de (E, p, M) posséde les pro-
priétés suivantes:

S

(hog)’=h"cg®, Vh, geEnd E
an (Ie)’=1Irg
R(XM=X", (Y=Y,
De méme, soit F un endomorphisme de (TM, p, M) i.e. une 1-forme vectorielle

sur M. Alors F induit un endomorphisme F du fibré horizontal (HE, 5, E). On

peut prolonger F en un endomorphisme F* de (TE, pz, E) de telle sorte que la
restriction de F"™ au fibré vertical soit la transformation identique. Si F=

F?dxf(g)a—ax;, la matrice de F” est:

7 ]
[e—File  g3d

On appellera F* le relevement horizontal de F. On vérifie facilement les
propriétés suivantes du relévement horizontal d’une 1-forme vectorielle:

([TM)h:ITE
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(12) (F-G)'=F"oG", VYF,GeEnd(TAl)
FYXM=(FX)",  FMY")=Y"
Nl X", YM=(Np(X, Y )~ QX" Y7 QFX)", (FY)")
+QUFX)™, Y+ QX (FY)™)
Nep(XM Y=0,  Np(X° Y"=0.

THEOREME 9. Si la base M est muni d'une structure presque-produit ou d'une
structure K telle que K*=K, il en est de méme de la varété E.

THEOREME 10. Si la forme de courbure de la connexion C est nulle, chacune
des structures citées plus haut est intégrable si et seulement si il en est ainsi de
son relevement horizontal.

Remarque. Dans le cas ot C est linéaire, il existe une connexion C* sur le
fibré dual (E*, p*, M) et tous les thdorémes démontrés dans ce paragraphe,
lorsqu'on y remplace E par E*, sont encore valables en vertu de la formule (30)
du chapitre II.

4. Application au fibré tangent. Dans le cas du fibré tangent, il suffit de
prendre C=c et le théoréme 4 permet d’obtenir une génération d’un résultat de
K. Yano et S. Ishihara [cf. (21)], a savoir:

- 2 . 217
THEOREME 11. Toute connexion ¢ sur M wndwit sur la vanété TM une con-
nexion C de méme nature que c.

On a vu que C est une connexion presque-produit.
Soit # la forme canonique sur TM,
On a:

(13) HXM=X", 9(X*)=0, VXecx(M).

Il en résulte que:
6P=—6 et PO=0

OP+PO=0.
Les relations (9) et (13) impliquent:
(14) Dueo=0 et DwUp=0, VXex(M).

Enfin, Dombrowski [3] a montré que 'existence d’une connexion sur M donne
naissance sur TM a une structure presque-complexe F telle que:

(15) F(XM=X" et FX")=—X".

On en déduit:
FP4PF=0(, FO+0F=—1

Dy F=D¢F=0, YXcx(M).
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Ainsi C posséde la propriété importante suivante :

THEOREME 12. Le reléevement horizontal dans TM d'une connexion sur M
est une connexion & la fois presque-produit, presque-tangente et presque-complexe.

Comme conséquence directe du corollaire 1 de la proposition 2 du chapitre
II, on a le:

THEOREME 13. Toute connexion non-homogene sur le fibré vertical (VT M, P,
TM) se prolonge en une connexion de méme nature sur la variété TM.

DEFINITION. On appellera relevement mixte d’un champ de vecteurs X sur
M, le champ de vecteurs X"=X"+X" sur TM.
Si X:XL%T, on a:

d

m ) v 1] a
Xm=X ox*® +(X —_-r]XJ> ayt .

Soit F une l-forme vectorielle sur M. On peut définir son relévement horizontal
F™ et en méme temps son relévement vertical F°. Alors non seulement les
théorémes 9 et 10 restent valables, mais on a aussi le:

THEOREME 14. Si la variété M est muni d'une structure presque-produil ou
d'une structure F telle que F*=F, alors la variété TM est munie, gréce au releve-
ment vertical, des mémes structures.

Si la connexion ¢ est lindaire, on a:
Npo( X", Y y=—(F=I)"(2(X", Y*)
Npo XM, Y 2)=((I—=F)Y(V x F(Y)))
Npo X®, Y)=0.

THEOREME 15. St la connexion linéaire est sans courbure et que F est paral-
lele, alors les relevements verticaux des structures citées ci-dessus sont iniégrables.

Enfin, F induit un endomorphisme F du fibré vertical et un endomorphisme
F du fibré horizontal.

DEFINITION. On appellera relevement mixte de F, la 1-forme vectorielle F™
=FODF.
Si 'on pose F=F? dx‘@—aa?, F™ a pour représentation matricielle :
F"‘:[F] 0 ] .
N
1l en résulte que:
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(FoG)r=FmoG™,  FMX™M)=FX)™, (Elry)"==xlIrry
FMXM=(FX)", FH{X")=(FX)".
THEOREME 16. Si la variété M est munie d'une structure presque-complexe,
d'une structure presque-produit, d’une structure presque-tangente, dune structure

F telle que F*xF=0 ou, d'une facon générale, d'une structure définie par une
équation polynomiale en F, il en est de méme de la variété TM.

Si de plus, la connexion ¢ est lindaire:
Npn( X", Y)=(Np(X, Y ))'—EFX)", (FY))—(F" (X" Y™)
+FUQEFX), Y")+F (X", [FY 1)
Npn(X™, Y*)=(DrxF(Y)—F(DxF(Y)))
Npn(X°, Y9)=0.
THEOREME 17. Si la connexion linéaire est sans courbure et que F est para-
liele par rapport a la connexion induite sur T*MRTM, chacune des structures

citbes plus haut est intégrable si et seulement si il en est ainsi de son relevement
mixte,

Remargue. Dans le cas d’une connexion linéaire, le relévement mixte d’une
1-forme vectorielle n’est autre que le relévement horizontal au sens de K. Yano
et de S. Ishihara [21].

CHAPITRE V. Relévement horizontal dans un fibré principal

1. Définitions. Soit (P, p, M, G) un fibré principal de groupe structural G
et soit g Palgébre de Lie de G. On désignera par R, la translation a droite
dans P définie par un élément ¢ de G:

R,: u—ua, YueP.
Soit <V le F(P)-module des champs de vecteurs verticaux sur P.
DEFINITION. Une connexion sur le fibré principal (P, p, M, G) est un tenseur
I' de type (D sur P tel que:
19 I'x(P)Hccov

2y I'(A)=A, VAew
3°y I'oRT=RIoI', VaeG.

Autrement dit, une connexion sur (P, p, M, G) est une scission a gauche de
la suite exacte suivante et qui satisfait a la condition d’équivariance 3°).

o)) 0—>VP~—>TP—>P>;TM——>O.



GEOMETRIE DIFFERENTIELLE 395

Cette définition est équivalente a la définition beien connue d’une connexion
sur un fibré principal définie par une 1-forme & valeurs dans l'algébre de Lie du
groupe structural du fibré principal [147.

Soit I le F(P)-module des champs horizontaux qui constituent le noyau de
I". Comme I' est un projecteur, en posant 7=2I"—1I on obtient une structure

presque-produit sur l'espace total P. Soit H= 1—2” le projecteur horizontal

associé. La condition 3°) est dquivalente au fait que la distribution horizontale:
u—HP, est invariante par G, i.e.:

2) RIHP,=HP,,, YaeG.

Chaque élément A de g définit un champ fondamental A* sur P. Soit B un
champ horizontal quelconque. Alors [A* B] est horizontal car [13]

3) [A*, Bl=lim—-[B—RE(B)]

a{teR) étant le groupe & un paramétre engendré par A

Soit (fg, fa, fe) un morphisme d’un fibré principal (@, g, N, G) dans un autre
fibré principal (P, p, M, G) tel que fg: G—G soit un automorphisme. On prendra,
pour raison de commodité, f; égal a la transformation identique de G. Alors
fBve: VQ—VP est un morphisme de fibrés vectoriels qui est un isomorphisme
sur les fibres.

PROPOSITION 1. Soit (fa, [, fo) un morphisme d'un fibré principal (Q, g, N, G)
dans un autre fibré principal (P, p, M, G) tel que fg soit I'homomorphisme identi-
que de G. Alors toute connexion sur (P, p, M, G) induit une connexion sur

@, q, N, G).

Preuve On a le diagramme commutatif suivant ot les lignes sont des suites
exactes:

0——>VQ——>TQ—>Q§V<TN—>O
[ fowe |15 | foxsE
0— VP— TP —» PXTM —{
M

Une connexion I” étant donnée sur (P, p, M, G), on définit une connexion [
sur (@, ¢, N, G) par:

4) F(A)=(fiwe) oo fEA), VAETQ.
Comme par définition, fooR,=R,0fo, on a aussi:
[oRI=RIo[",
Ainsi I" et I' sont fo-compatibles.
Soit maintenant F un espace vectoriel réel de dimension finie et soit p une

représentation de G dans F. Enfin, soit (E, p’, M) le fibré vectoriel de fibre type
F associé 3 un fibré principal (P, », M, G) et soit ¢ la projection canonique de
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PXF sur E=PXsF. On a le diagramme commutatif suivant:

q
PxF———F
l b lj)’.
P M

L’application linéaire tangente ¢” induit une application surjective §° de
VPXTF sur VE et une application surjective g* de (P>A§ TM)YXTF sur E1>”< TM et

@, ¢%, %) est un morphisme des deux suites exactes suivantes:

0 *—>VP><TF—>TP><TF—>(P>I;TM)><TF———> 0

o

00— VE — TE —> E>1§TM ~ 0

PROPOSITION 2. Soit (E, p’, M) le fibré vectoriel de fibre type F associé a un
Sibré priucipal (P, p, M, G). Alors toute connexion I’ sur (P, p, M, G) induit une
connexion linéaire I'' sur (E, p’, M).

En effet, la connexion I est telle que:
® I'og"=q"-(I" x1drp).

De plus, on a:
I'’ohf=hlol", VieR*

car ¢ est en fait un morphisme de fibrés vectoriels.

2. Equations de structure. Soit maintenant (P, G, p, M) un fibré principal
muni d’une connexion /I'. Alors limage réciproque Q=PXP de P par p est
M

munie d’une connexion I’ d’aprés la proposition 1. Chaque élément de T(P>1§ P)

est de la forme (4, B) ou A et B sont des élémments de TP tels que pTA=p"B.
Le vecteur (A, B) est horizontal par rapport & I' si et seulement si il en est
ainsi de B par rapport a 1.

D’autre part, si I'on considére le fibré vectoriel de fibre type g associé a Q,
on a un morphisme de fibrés vectoriels :

QXxX¢g—> VP
(6) (u, ua, A) —> SI (Ad(a)A)

ol (u, ua, A) désigne la classe d’équivalence définie par (u, ua, A) et S, est
I'application de G dans P qui envoie a en ua. Il est facile de vérifier que ce
morphisme est bien défini et qu'en fait c’est un isomorphisme.

Ainsi en vertu de la proposition 2, on a:
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THEOREME 1. Toute connexion I' sur un fibré principal (P, p, M, G) induit
une connexion linéaire I' sur le fibré vertical (VP, p, P).

Soit @ une g-forme sur la variété P a valeurs dans le fibré vertical (VP, p, P).
La différentielle absolue de @ est par définition la ¢+1-forme V@=d®oH ou d@
est la différentielle extérieure de @ par rapport 4 I. V@ est une forme semi-
basique.

DEFINITION. On appellera forme de courbure de la connexion I', la 2-forme
Q=VrI. .

THEOREME 2. (Equation de structure) £2=--Nrp.

Preuve- La démonstration se fait comme dans le cas des fibrés vectoriels.

COROLLAIRE 1. £20RI=RIocf2, YacsG.

COROLLAIRE 2. La structure presque-produit m est intégrable s1 et seulement
st 2=0.

En effet: N,=4Np.

COROLLAIRE 3. Sotent @ et § les formes de courbure des connexions I' et r
de la proposition 1. Alors 2 et Q2 sont f,-compatibles.

D’autre part, la restriction de (p7, p) au fibré horizontal (HP, 5, P) est un

morphisme de (HP, p, P) sur (TM, py, M) qui est un isomorphisme sur les fibres.
Par conséquent, a chaque section X de (TM, py, M) correspond une section X"

de (HP, p, P) appelé relévement horizontal de X.
COROLLAIRE 4. [X" V*M=[X, Y ]"*—2(X", "), VX, Yex(M).

Soient & et 2 les formes de connexion et de courbure de I'. Ce sont les
formes a valeurs dans l'algébre de Lie g.

THEOREME 3. On a
%, Q—=a0f.

Preuve Si 'un des champs de vecteurs A et B est vertical, alors Q(A, B)
=a(R2(A, B))=0. Si A et B sont horizontaux, LA, By=—a&([A, B))=—a{[A, B])
et (A4, By=—1ITA, B]; d'ou I'égalité.

COROLLAIRE 5. 2=0 & £=0.

Dans un sens, c’est trivial. On suppose donc £=0. 1l suffit de considérer
la valeur de $2(A, B) pour A, B horizontaux. Or d’aprés (7), £(4, B) est hori-
zontal; d’ailleurs 2(A, B)=—1I"TA, B]; d’ot £2(A, B)=0.

LEMME 1. Soit A* le champ fondamental engendré par un élément Aeg ot
B un vecteur horizontal. Alors A*T(B) est horizontal sur VP.
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On sait que l'espace horizontal en un point (%, ua, A7) de QXg9=VP est
I'image de I'espace horizontal au point (u, ua) de Q par I'application ¢;: Q—VP
qui a (u, ua) fait correspondre (u, ua, /Nl). Soit 6 l'application de P dans P>1§P

definie par o(u)=(u, u). Il résulte de (6) que le diagramme suivant est com-
mutatif.

VP
[t
A*T
5
Pxp P
2

Par suite, A*7(B)=¢%{B, B). Comme (B, B) est horizontal, it en est de méme
de A*T(B).

LEMME 2. Sotent A un champ vertical et B un champ horizontal. Alors:
(8) DyA=ITB, A].

On peut écrire: A=Y f,A¥ ol f, sont des fonctions_différentiables et A¥ des
champs fondamentaux sur l'espace total P; dot DpA(u)= 3(Bf)(uw)AXuw)+
(D g AF(uw)=3(Bf )W) A¥(u) d’aprés le lemme 1.

D’autre part,

I'LB, B, AF I w)y=2Z(Bf YW A w)+T'(Z f,L B, A¥J(u)=(Bf)(u)A¥(w)
en vertu de (3).

LEMME 3. Ay ef B* étant deux champs fondamentaux engendrés par A, Beg,
on a
e D A*=[B* A*].

On a encore A*(BY)=¢%(B¥, Bf)=¢X(B¥, 0)+¢%0, B). Comme (B, 0) est
un vecteur horizontal sur P>]§P, et que pogi=p,, go§(0, B¥) est la partie verticale
de A*T(BX). Soit exp !B le sousgroupe i un paramétre engendré par B. On a:

@i(u, uexp tg) =(u, uexp tB, le)z SI(Ad{exp tﬁ)u?l): SZ(exp tad(ﬁ)- ﬁ). Si lon
identifie comme d’habitude VVP avec VP>}§ VP, la partie verticale de A*"(B,)

est le vecteur (A¥, [B*, A*],); d'olt le résultat.

THEOREME 4. Soit @ une g-forme semi-basique sur P a valeurs dans le fibré
vertical (VP, p, P), alors:
{10 NO=—[I",?].

Preuve: La démonstration se fait encore, grice au lemme 2, exactement
comme dans le cas des fibrés vectoriels.
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COROLLAIRE 6. (Identité de Bianchi) V2=0.
COROLLAIRE 7. Quelle que soit la forme semi-basique @ sur P & valeurs dans
le fibré vertical, on a-

11 Vo=[2, ¢].

On considére de nouveau le fibré vectoriel (E, p’, M) de fibre-type F associé
a (P, p,G, M). Soit veF et ¢,: P~E définie par ¢,(u)=(%, ), YueP. Alors il
existe entre la connexion [ et la connexion I/ sur (E, p’, M) la relation suivante :

plol'=I"o¢p}
d'ot
ploR=8"0¢? .

Ainst la forme de courbure de I' détermine la forme de courbure de la con-
nexion nduite sur le fibré vectoriel associé.

En particulier, si 'on prend F=g, on a un morphisme canonique (%, p) de
(VP, p, P) sur (P[g], ', M). En effet, PXg est isomorphe a VP par lisomor-
phisme (u, A)—»Sﬁfl:A. En composant linverse de cet isomorphisme avec la
projection canonique de Pxg sur P[g]=PXg4g, on obtient le morphisme en ques-
tion. Comme a RTA correspond 1'élément (ua, Ad(a=*)A) de PXg, on voit que:

(12) AoRT =17,

PROPOSITION 3. [l ¥y a une correspondance biunwoque entre les formes semi-
basiques équiwariantes sur P a valeurs dans le fibré vertical et les formes sur M
a valeurs dans le fibré (P[g], p’, M).

Preuve Soit @ une ¢-forme semi-basique et équivariante sur P a valeurs
dans le fibré vertical. On définit une g-forme @' sur M a valeurs dans (P[g],
P, M) de la fagon suivante. Soient X,, ---, X, €T, M et A;, -+, A, €T, P tels que
pTA,=X,. Alors:

Q'(Xy, -, Xg=a(P(A,, -, Ap).

Movyennant (12), il est facile de vérifier que @’ ne dépend ni de u, ni des A, tels
que pTA,=X,. Réciproquement, a chaque forme @’ sur M a valeurs dans
(PLq], ¢, M) correspond une forme semi-basique équivariante @ sur P a valeurs
dans le fibré vertical car (%, p) est en fait un isomorphisme sur les fibres.

DEFINITION. On dira que @' est 'umnage de @ et que @ est I'image réciproque
de @' par le morphisme canomque (&, p).

3. Relévement horizontal dans un fibré principal. La restriction de (p7, )
au fibré principal (HP, p, P) étant un isomorphisme sur les fibres, on peut définir,
comme cela a été fait pour les fibrés vectoriels, le relévement horizontal F”*
d’'une une forme vectorielle F sur M. F" posséde les propriétés suivantes:
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FYXM=(FX)"*, F*(A*)=A*
(Fo G)h FhOGh (ITM)h:ITP .

THEOREME 5. Si la base M d'un fibré principal (P, p, M, G) est munie d'une
structure presque-produit ou d’une structure K telle que K*=K, 1l existe nne struc-
ture de méme nature sur l'espace total P.

THEOREME 6. Si la forme de courbure de la connexion I' est nulle, chacune
des structures citées plus haut est intégrable si1 et seulement s1 il en est ainst de
son relevement horizontal.

Enfin, si Fon suppose de plus que la base M soit munie d’'une connexion
lindaire 7, d’aprés la propos1t10n 2 du chapitre II, il existe une connexion linéaire

I’ sur le fibré horizontal (HP, p, P) et en vertu de la proposition 4 du méme
chapitre, on a le:

THEOREME 7. S’il existe une connexion sur le fibvé principal (P, p, M, G) et
une connexion linéaive sur sa base M, alors la variété P est munie d'une conne-
xiwon linéaire.

COROLLAIRE 8. Dans la situation du Théoréme 7, le rvelevement horizontal
d’'une courbe aqutoparalléle dans M est une courbe autoparallele dans P,

Preuve  Appliquer la formule (18) du chapitre II aux champs de vecteurs
sur M et 2 leurs relévements horizontaux.

4. Cas du fibré des repéres. Soit M une variété différentiable de dimen-
sion m et soit R son fibré des reperes. On posera G=GIm, R) et on désignera
encore par g son algébre de Lie. Soit U le domaine d’'une carte locale de
M muni de coordonnées locales x° (7, j=1,---,m). Soit u=(X, -, X,)=

a 17 . .
ai O ak, aik ) un élément de R ayant son origine dans U. On prendra

(x% @) et (x*, y*=dx') comme coordonnées locales dans R et TM.

Soit R, la translation a droite dans R définie par un élément b de G. Si
u={(x% a3), b=(b), alors Ryu=(x", a;b).

Soit I une connexion sur K. Elle est définie par une 1-forme vectorielle
ayant pour expression locale:

(13) I=(I",dkdx"+das) Q= aaz

ol les I'i, vérifient une relation analogue a la relation (14) du chapitre IL
I" induit une connexion lindaire sur M et on a:

(14) I'=(I"%,y*dx
On en déduit:
0 0
D axt ox? =11 ox*
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Le théoréme 7 appliqué au fibré des repéres donne:

THEOREME 8. L’exisience d'une connexion sur le fibré des reperes R entraine
celle d'une connexion linéawe sur le fibré tangent TR.

D’autre part, soit (¢}) la base canonique de gl(m, R) et soient E% les sections
correspondantes de R[g] définies audessus d'un ouvert U de M au moyen d’une
carte vectorielle dont le domaine est UU. D’aprés la proposition 3, 'image de la
forme de courbure $2 d’une connexjon /' sur R par le morphisme canonique
(&, p) est une forme @’ ayant pour expression locale:

@' L Ry dxt AdDE}

Rfj,L:airff“ajrfflrpylrfn"['ﬁ ‘l;'h-

Comme R[g] est isomorphe a T*MXTM, on voit que @’ n'est autre que la
courbure de la connexion I’ sur le fibré tangent (T'M, p,, M).

THEOREME 9. Lumage, par le morphisme canonmique (&, D), de la forme de
courbure d'une connexion sur le fibré des repeéres d'une variété est la courbure de
la connexion nduite sur le fibré tangent.

Soit 5:(03) un élément de g et soit C* le champ fondamental engendré
par C:
%t g O
C*=ay Ci“ﬁ .

D’autre part, chaque élément £=&%, de R™ détermine un champ horizontal
B(&) sur ® appelé champ basique. B(&) est définie par la formule:

P (B(E))=u(8)

ol p est la projection de R sur M et u est considéré comme un isomorphisme
de R™ sur TpyM. On a:

0 . 0
ek _ DS
B@)=aig (Tt gor).
DEFINITION. On appellera forme canonique sur R, le morphisme ¢ de TR
dans £R>‘<ITM défini par:
0(A)=(pa(A), p"(A)), VATR

Pe étant la projection de TR sur R. 6 est une l-forme semi-basique sur R a
valeurs dans le fibré vectoriel RXTM.
M
On prendra (x*, a4, ¥*) comme coordonnées locales dans 9%>§ITM. Alors 6 a
pour expression locale:

0:dxl®'a*z1,_.
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La connexion I/ induit une connexion I” sur RXTM. Si Z=2¢ 82 est une
o 0x

section de .<R§TM et A=A’£T+Ai-az—j est un champ de vecteurs sur 2,
k

on a:
21

o ATy a2ty

ox® *

EAZA:(AJ
DEFINITION. On appellera forme de torsion de I, 1a 2-forme T=d8.
LemuMe. a) Dg (0(BE)=0(BC(&))
b) 53(5)(0(3(5/»):0-

Preuve- la démonstration se fait, par exemple en utilisant les coordonnées
locales.

THEOREME 10. I a pour expression locale

T= (D= Tiy)dx N2 '@

9 _
oxt -

Preuve- 11 suffit de faire agir 4 sur des champs fondamentaux et basiques
et d’appliquer le lemme.
Soit (g, ) le morphisme canonique de (RéTM, p7, ) sur (TM, py, M). On

a la proposition suivante, analoque a la proposition 3.

PROPOSITION., [l ¥ a wune correspondance biunmwoque entre les formes semi-
basiques @ sur R a valeurs dans le fibré vectoriel (RXTM, p”, R) et qui vérifie
R

Do RT=0Q et les formes vectorielles @ sur M.
On dira encore que @’ est I'image de @ par le morphisme (g, p).

THEOREME 11. L'mage de T par le morphisme (g, p) est la torsion T de la
connexion sur le fibvé tangent.

THEOREME 12. (1°*° identité de Bianchi): da(A, B, C)=3 R(A, B)(6(C))
ot R est la courbure de I et A, B, C des champs de vecteurs sur R.

CHAPITRE V1. Fibré tangents d’ordre superieur

1. Tibré tangent d’ordre ». Soit M une variété différentiable de dimension
m et soit un entier r=1. Pour tout x& M, soit T M 'espace des vecteurs d’ordre
7 tangents a M. Soit U un ouvert de M muni de coordonnées locales (x?).
Chaque élément ?ETTU:JDH,TQM est de la forme [17:

~ - - 2 ~ ol
Y:yll<Y>3%}~ +y“1‘2(Y>7x—7'ala—x—lz— =+ .- -{-yll“,zr(Y)_axT.an.ax[r4

ol 1=,<1,< -+ Z,<m. Il est facile de vérifier que T"M= UMT;M est un fibré
TE
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vectoriel, appelé fibré tangent d’ordre » et dont la dimension est:

m(rg;{—l) N m(m—+1) -;!(m—{—r—l) ‘

n=m-+

Soit p" la projection de 7'M sur sa base M.

Pour tout entier ¢<7, T?M est un sous-fibré vectoriel de 7" M et on désignera
par ;¢ Pinjection canonique de T?M dans T7M et par j” U'injection canonique
Jitogrmo v ojy de T*M=TM dans T™M.

On prendra (x% 3%, -+, »"™"") comme coordonnées Iocales dans louvert
(p"Y"MU) de T™M. Enfin, on adoptera la convention suivante:

1, by, e ={1 01, pour 1=7<r et 1<y, < - Z0,<m) .
Chaque élément ¥ de T"U peut encore se mettre sous la forme:

7% 1V 0 1 119f Y 9 1 2117 7 0"
Y=y (Vg +gy 7 a4 T i

ol les ¥y sont symétriques par rapport aux indices i, iy, -+, 2,. Soit U’ un
autre ouvert de M muni de coordonnées locales (x*) et tel gne UNU’'+#0. Les
fonctions de transitions dans T7"M sont données par la matrice:

rox” ) 1

) ox* ox?

ox¥ ox’  ox*
ox*  ox’ ax* |

-

olt les * sont des fonctions qui contiennent des dérivées partielles des x*' par
rapport aux x* jusqu'a lordre 7 au plus.
Soit S™TM le produit symétrique de TM par lui-méme 7 fois et soit #”
I'application’ de T"M dans S™TM définie par:
0 1 " 0 0 0
. . 2107 O -
7 (5 gz T TT oxi - gxr )= i oxr -

On voit d’aprés (1) que =7 ne dépend pas de coordonnées locales. Clest un mor-
phisme surjectif de T7M sur S”TM dont le noyau n'est autre que T7*M. Dot
la suite exacte:

Ji- 4
@ 0—> T M5 T"M —> STTM —> 0.

Soit maintenant f une application différentiable de M dans une autre variété
N. On obtient un morphisme T7(f) de T"M dans T"N en yosant:

T K)=Xof*, vReT™™
T7(f) est la différentielle d’ordre # de f.
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Soit g une application différentable de N dans une variété P. Alors:
T7(gof)=T"(g)oT"(f)
T7(1dy)=1dgs .

3

2. Relévement vertical dans T"M. Soit X=X ’—667 un champ de vecteurs

sur M. Alors j7oX est une section de 7"M; on peut donc définir le relévement
vertical X° de j7oX [cf. n°6, chapitre II). X° sera appelé relévement vertical

de X et a pour expression locale X°=X"* I On obtient ainsi un homomor-

phisme du F(M)-module ¥(M) dans le F(M)-module X(T"M). De méme (p")*
est un homomorphisme du Z(M)-module des formes scalaires sur M dans le
F(M)-module des formes scalaires sur la variété 7™M, En faisant le produit
tensoriel de ces deux homomorphismes autant de fois qu'on le désire, on obtient
un homomorphisme du F(M)-module des tenseurs sur M dans le F(M)-module
des tenseurs sur 7"M et I'image 7" d’'un tenseur T sur M par ce dernier homo-
morphisme sera appelé le relévement vertical de 7.
Si S et S sont deux tenseurs sur M, on a:

(S&S)*'=5"RS".
Par exemple, si G=G,,dx*@dx’ est un tenseur deux fois covariant, son reléve-
ment vertical peut &tre représenté par la matrice:

-G,, 0
e=| |-
0 0

De méme, si F=F! dxl®—£7 est une 1-forme vectorielle:

00
F*=| F{ 0
0 0

3. Forme canonique sur 77M.

DEFINITION. On appellera forme canonmique sur la vaniété T™M la 1-forme
vectorielle 87 a valeurs dans le fibré vertical VT™M définie par-

" (A)="o(p) ANz, VAETT™M.
PROPOSITION 1. La torsion de Nijenhuis de 7 est nulle, 1.¢e.:
@ [67(A), 67(BY1=0"18"(A), B]+-0LA, 67(B)]
gquels que sowent les champs de vecteurs A et B sur T"™M.
Preuve- Utiliser par exmaple les coordonnées locales.

Le méme procédé permettra de démontrer les deux propositions suivantes :



GEOMETRIE DIFFERENTIELLE 405
PROPOSITION 2. Soit C" le champ canonique sur T™M. Alors:
0cr<6r>:_gr .

PROPOSITION 3. Soit f une application différentiable d’une variété M dans
une autre variété N. Alors les formes canoniques 0y et 0% sur T"M et T"N sout
T7(f)-compatibles, 1.e."

(TT(f N obu=0%(T7(f)".

PROPOSITION 4. Soit un entier q<r. On a la diagramme commutatrf suwant:

G4
TTr*M —— VTM
oor | 6o 1vran.
TT" M ————— VT™M

Prevue- Le résultat s’obtient en remarquant que J? est un morphisme de
fibrés vectoriels.

4. Connexion d’ordre supérieur.

DEFINITION. On appelliera connexion d'ovdre v sur une variété différentiable
M toute connexion sur le fibré vectoriel (T™M, p™, M).

Soit I'™ une telle connexion sur M. Elle est déterminée par une l-forme
vectorielle de la forme:
© =@+ T dx )@ o

Soient X" et X® les relévements horizontal et vertical d’'un champ de vec-

teurs X sur M. On donnera le nom de relevement mixte de X au champ de
vecteurs X"=X"+X°,

m_ Yyt 0 0 o
Xr=X ( ox? T oy r

0
oyt

DEFINITION. La forme de torsion 7 de I'" est la différentielle absolue de
la forme canonmique 87 prise par rapport ¢ la connexion de Berwald wnduite par
I'" sur le fibré vertical VI™M. On a, d’apres le théoréeme 7 du chapitre 11

() 7= 1 0, I = 0e ) N X @y

9 __
oy’
Si I'" est linéaire, on appellera torsion 77 de I'7 la différentielle extérieure

T

de j7:

0

oi on a posé A

T7(X, Y)=D5("cY)=Dy(j7e X)—yo[X, Y1, VX, YexX(M)

D" étant la loi de dérivation associée a I,
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@ Tr=—- (U —T§)dx' @ —ocr

Comme dans le cas du fibré tangent d’ordre 1, on a le

THEOREME 1. Sur toute variété différentiable, il existe une connexion linéaire
d'ordre r sans torsion.

Preuve: Soient I'™ une connexion lindaire quelconque sur M et T sa tor-
sion. On définit une loi de dérivatiot D’" dans le module des sections de
("M, p7, M) par:

Df=Dy——3-1xT",  VXSX(M)
et on vérifie facilement que la connexion /7 ainsi obtenue est sans torsion.

Si l'on se donne une métrique riemannienne g” sur le fibré tangent T"M,
alors chaque fibré tangent 7'M (i=1, 2, ---, r—1) est muni d’'une métrique rieman-
nienne et pour 1=2, ---, 7, les suites exactes (2) sont scindées. D’autre part, la
connexion riemannienne de g' induit une connexion linéaire sur S'TM (=2, -+, 7)
et comme T*M=TMPS*TM, on obtient, d’aprés la proposition 4 du chapitre II,
une connexion d'ordre 2 sur M. Il est clair que cette derniére connexion est
sans torion. De proche en proche, on trouve le:

THEOREME 2. Toute métrique riemannienne sur le fibré tangent dovdre v
d'une variété induit une connexion linéawe dordre v et sans torsion sur cette
variété,

Appliquant alors {a hroposition 1 du chapitre IIl, on obtient le:

THEOREME 3. Toute métrigue riemannienne sur le fibré tangent d’ordre r
d'une variété M induit une métrique riemannienne sur la variété T"M.

Par ailleurs, on sait qu’il existe une correspondance biunivoque entre con-
nexions et semi-sprays définis sur le fibré tangent TM. On verra, dans ce qui
suit, que la notion de spray s’applique encore aux prolongements du fibré tangent.

5. Spray d’ordre supérieur. Jusqu'a la fin du chapitre, pour simplifier les
notations, on désignera par 7T le fibré tangent de la variété M, par (J*T, p* M)
le fibré vectoriel des jets d'ordre k£ des sections du fibré tangent. Soit p* la
projection canonique de J*7T sur 7; on a la suite exacte:

pk
0— (J*TY —=J*T —>T — 0.

Soit U un ouvert de M muni de coordonnées locales (x*) et soit X=X" a(y)c’

un champ de vecteurs sur U. Soit Z=jkX pour x€U. On posera:

N R ortry X
yl"r“tj(Z):y}b'J(Z):WiW ’
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ou 1y={1; -+ 1,, 0=4y, -+, 1,<m et 1,+ -~ +1,<k} et on prendra (x", %) comme
coordonnées locales dans P'ouvert (p*)~*(U).

Soit X un champ de vecteurs sur M. Alors j*X: x—j%:X est une section de
(J¥T, p*, M) et on peut donc, d’apres le n°6 du chapitre II, définir le relevement
vertical X?* de j*X. On appellera X°* le relévement vertical de X sur la variété
J*T et on a encore: ’

[X%, YUr]=0, VX, Yex(M).
Soit (J*T), I'ensemble des vecteurs non nuls de J*7.

DEFINITIONS. Une forme scalaive w sur (J*T), sera dite homogene de degré
[ s1:

Hcka):lw

o C* est le champ cadonique sur J*T.
Une forme vectorielle L sur (J*T), sera dite homogene de degré | s

0, L=(—DL.

Par suite, si un champ de vecteurs A=A’ a?cl +AY

0
oy
degré [, ses composantes A' sont des fonctions homogénes de degré [ tandis
que ses composantes A" sont des fonctions homogénes de degré [—1 en y*.

est homogéne de

DEFINITION. Un semi-spray dordre k-+1 sur une variété M est un champ de
vecteurs S**' sur J*T de classe C° sur (J*T), et tel que (p*)ToSH'=p*,

Un spray d’ordre k41 est un semi-spray d’ovdre k--1 homogene de degré 2 et
qui est de classe C* sur la section uulle de J*T.

Un spray quadratique d’ordre k-1 est un semi-spray dordre k+1 homogene
de degré 2 et qui est de classe C? sur la section uulle de J*T.

Un semi-spray a pour expression locale:
Sk“:y’fa _}_Sl.]
0x* ayv *

THEOREME 4. A chaque connexion I'* sur (J*T, p*, M) est canomquement
associé un semi-spray S*** dordre k+1 sur M qui est un spray (resp. spray qua-
dratique) s1 et seulement s1 I'* est homogene (resp. linéaire).

0

Preuve  Soit S’**' un semu-spray d’ordre k+1 sur M et soit, S*'=S"#*'—
¥y (S/e+, S*+L ne dépend pas de S’**'. En effet, soit S”**! un autre semi-
spray d'ordre k+1 sur M. Comme S’/*?—S7¥1 est un champ vertical,
]"k+1(S/k+1__S//k+1>:s/k+1_S//k+1 et le résultat s’ensuit.

D’autre part, (pk>TOSk+1:<pk>TOS/k+1——(pk)TOFk+1CS/k+1:(pk)TOS/k+1:‘Ok,
Donc S**! est un semi-spray sur J*7T.

Si I'**' a pour expression locale:

[H=(@y I de ) Qg
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celle de S**! gsera:

r'
et
I

L2

(.

=
w
[

(18]
119]

203

221

0 d

kEtl__ap D al¥

St=y—rs I'yy Sy
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