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SUR LES VALEURS DEFICIENTES DE FONCTIONS

ALGEBROIDES A 2 BRANCHES*)

PAR NOBUSHIGE TODA

1. Introduction. Soit f(z) une fonction algebroϊde transcendante a deux bran-
ches dans le plan fini definie par une equation irreductible

(1) F(zίf)=A0(z)P+A1(z)f+A2(z)=0

oil les Λo, Ai et A2 sont entieres sans zeros communs a toutes. Niino-Ozawa [3]
a trouve le theoreme tres interessant suivant:

THEOREME A. Si AQ(z)=l et s'il y a trots valeurs distinctes finies au a2 et a3

telles que

alors, une des au a2, az (soit ax) est valeur exceptionnelle au sens de Picard et δ(a2, f)
=δ(as,f). De plus, s'il y a une autre valeur aά exceptionnelle au sens de Nevanlinna,

Dans ce memoire, on donne quelques ameliorations et extensions de ce theoreme.
On utilise les symboles usuels de la theorie de Nevanlinna-Selberg ([2], [4]).

Je remercie infiniment Professeurs Niino et Ozawa d'avoir lu ce memoire et
me fait une observation utile.

2. Preliminaires. Soit g0, •••, gn (n^Y) n+1 functions entieres sans zeros com-
muns a toutes,

u{reiθ)—max log | gj{reiθ) |

et

On dit que T(r, g) est la fonction caracteristique du systeme g=(go, •••, gn)>
est convexe par rapport a log r ([1]). On note que, quand n=lf

Reςu le 7 mai 1970.
*> Ce travail a ete fait en partie avec l'aide de la fondation de Sakkokai (The Sakkokai

Foundation).
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(2) T(r, g) = T(r, Wih)+O(log r)

(voir [1]).

LEMME 1. Soit f{z) une fonction algέbroϊde definie par (1), alors

T(r,f)-±-T(r,A)

oύ A = (Ao, Alt A ) ([5]).

Soit G(z) une combinaison des fonctions SO, •••,qn, lineaire, homogene a coefficients
constants non tous nuls,

et

OU

etendue aux zeros zk de la fonction G(z), chaque zero etant compte autant de fois
qu iΓy a d'unites dans son ordre de multiplicite si celui-ci est inferieur a p, et p
fois dans le cas contraire.

On a

Quand les fonctions gOf •••, gn sont lineairement independantes, Cartan [1] a
donne le

LEMME 2. Soit E={G} un ensemble des combinaisons des fonctions g0, •••, gnt

lineaires, homogenes a coefficients constants et lineairement independantes n+l a
n+l. Alors, il existe au plus une infinite denombrable de combinaisons {Gi}
telles que

et

On note que ce lemme s'applique en particulier aux fonctions algebroϊdes telles
que les coefficients des equations qui les definissent n'admettent pas de relations
lineaires, homogenes a coefficients constants.
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3. Le cas de fonctions algebroϊdes. ' En utilisant les lemmes qui precedent, on
peut preciser le theoreme A dans le paragraphe 1.

THEOREME 1. Soit f(z) une fonction algέbroϊde definie par (1). Si A0 = l, et
s'il existe des valeurs finies et distinctes a0, •••, alf ••• telles que

( 3 ) Σθ2(az,f)>2,
z=0

alors, les valeurs te}Γ=o sont divisees comme suivant.
1) il y a une et une seule valeur dans {<Zί}£i0 (soit aQ) telle que F(z> a0) est

constantβy par consequent, a0 est valeur lacunaire)
2) il y a quelques paires dans {#i}Γ=i (soient b1} cu b2, c2, •••, bp, cp; l^p^oo)

telles que

F(z, bjc)=aicF(z, Ck) (ak^0, constante),

par consequent^

θ2φ*,f)=02{ck,f) (*=1, -,p);

3) soit

{di}ΐ=i={ai}T=i-{b

y on a

Demonstration. D'apres le lemme 2, Γinegalite (3) entraine qu'il existe une
relation lineaire, homogene a coefficients constants entre 1, Ax et A2. Soit cette
relation

(4) α+j8A+rΛs=0

oil les a, β et γ sont constants non tous nuls. Alors, γ n'est pas nul. En effet,
supposons que ^=0. Alors, on peut prendre β=—l. On a

F(z, ai)=al

Soit

(i=0, 1,

S'il y a trois indices i, j et k tels que

on a
az=aj ou aj=ajc ou a^—ai

qui est absurde. Par consequent, soient {xik}l°=o toutes les valeurs distinctes dans

{xi\ΐ=oy alors, on a de (3)
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Σθ2(xijc,A2)>l
k=0

en utilisant

oil A=(X, Ai, A2). Mais, c'est absurde, parce que A2 est entiere transcendante. Cest-
a-dire que 7-̂ =0. On peut supposer que γ=—l. Alors, on a

F(z, ai)=al+A1ai+A2 = (aί+β)A1+al+a (i=0,1, •••)•

On demontre qu'il existe un i tel que

D'abord, s'il en existe, il y a un seul, parce que les a% sont distinctes. Sup-
posons que pour tout i,

Soient

alors,

N2(r, 0, F(z, ai))=N2(r, xif Λ ) (/=0,1, •••)-

De (4), on a facilement

0^Γ(r,i4)-Γ(r,Λ)<O(l),

oil A=(l, Aif A2). Par consequent, en vertu du lemme 1, on a

( 5 )

Ovy.Xi=Xj signifie que

Par consequent, si Xi=Xj=xk (i^jtj^k, k*ri), ai=aj=ak. Cest une contradiction a
Γhypothese. Cela veut dire qu'il existe au plus une dans fe}Γ=o~ M qui est egale
a Xi 0*=0,1, •••)• En consequence, soient {xifc}ΐ-0 toutes les valeurs dans {xi}T=o qui
sont distinctes les unes les autres, alors, on a de (3) et (5)
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2 Σ ΘAκv Λ)^ Σ Θ&H,
& 0 Q

c'est-a-dire,

C'est une contradiction parce que Aλ est entiere transcendante et

-L= 2-Λ viiXifc) /±l)= 2lj V2\?Ciky -Άl)
k=0 k=Q

d'apres le lemme 2. Par consequent il y a un i (soit 0) tel que ao+β=Q. Cela
veut dire que

F(z, ao)=al+a.

On a 1). II en resulte que, de (3),

Si toutes les valeurs xι (£=1, 2, •••) sont differentes les tines les autres, Γinegalite
(6) conduit a Γinegalite

oo oo

/ i (sϊ\Xif T̂ l ) = 2-1 U2\Xiy Λ 1 / / 1 ,
z=l ι=l

qui est absurde parce que les x% sont finies et A\ est entiere transcendante. Par
consequent, en tenant compte de a^aj (i^j), il existe au moins une paire (xiv xi2)
dans {xi\T=i telle que

Soient {uk, υk)l=ι (X^p^oό) toutes telles paires dans {xi}™={.

uk~vk et {ukf vk}c{xj)™=ι ( έ = l , '"iP).

Soient {bk, ck)l=ιc{ai}t=1 telles que

bk+β ~Uk 6 ck+β ~Vk ~ '

alors, on a

On a 2). Soit
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Si

ΣUt>i,f)+ΣUdi,f)>l,
ι = l z = l

on a

1 = 1

C'est une contradiction. Par consequent, on a 3).

N.B. On a un resultat analogue en changeant " θ2" en " δ ".

THEOREME 2. Soient f(z) une fonction algebroϊde comme dans le theoreme 1 et
jS[={a*oo; θ2(a,f)>0}. Si

(7) ΣUa,f)>2,

1) il existe une et une seule valeur (soit a0) dans N telle que F(z, a0) est
constantey par consequent, a0 est valeur lacunaire\

2) il y a quelques paires dans N {soient bίt clt •••, bp, cp; l^p^oo) telles que

F(z, bk)=(XkF(z, Ck) (α&^0, constante),

par consequent

θ2(bk,f)=θ2(ck,f) (*=1,-,/>);

3) soit

E=N-{bk, ck)U,

alors, E contient au plus deux elements et on a

Demonstration. On utilise Ies memes notations comme dans la demonstration
du theoreme 1. II faut prouver 3) seulement. Considerons Γequation en a

Alors, cette equation admet deux racines distinctes si D=x2—A.xβ—4α^0 et une
seule si D=0. Cela veut dire que Γequation (8) admet toujours deux racines
distinctes si

En appliquant ce fait a notre cas, les equations
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admet deux racines distinctes a,ι et a[ sauf au plus deux i. Parce que

θ2(auf)=Θ2(a'itf)=Θ2{xu

aΊ appartient a N d'apres Γhypothese. Cela veut dire qu'il y a un j(i) (et un seul)
tel que

sauf au plus deux i. Ecrivons toutes telles paires par {bkf ck}l=1 ( l ^ j ^ o o ) , alors,

N-{bk,ck}U=E

consiste en au plus deux elements. Comme dans la demonstration du theoreme 1,
on a

N.B.I. Si a+β2=0, E consiste en au plus un element.

N. B. 2. On a un resultat analogue par le changement de " 02 " en " δ ".

On generalise ces theoremes par la suite.

THEOREME 3. Soit f(z) une fonction algebroϊde definie par (1) telle que

0,(oo,/)=l.

Sil existe des valeurs finies distinctes aι ( i = 0 , 1 , •••) telles que

Σ<
alors,

1) il existe une et une seule valeur dans {#*}£= i (soit a0) telle que

F(z, ao)=KoAo(z) (Ko^O, constante);

2) il y a quelques paires dans te}~=1 (soient blt clt •••, bp, cp; l^p^oo) telles que

F(z, bk)IF(zy ck)=ak (ak^0, constante),

par consequent,

Θ2(bk,f)=θ2(ckyf) ( * = 1 , . ,Λ;

3) soit
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alors,

(9) tw*,f)+ ΣW^Λ^i
k=l atζE

En particulier, si {ai}f=Q={a ̂ oo; Θ2(a,f)>θ}> 3) est change comme suivant: 3')
E contient au plus deux elements et on a (9).

Demonstration. D'apres le lemme 2, Γhypothese de ce theoreme entraine qu'il
existe une relation lineaire, homogene a coefficients constants non tous nuls entre
les functions Ao, A± et A2. Soit cette relation

oil les a, β, γ sont constants non tous nuls. Supposons que ^=0. Alors, on peut
prendre ^ - - 1 . On a

F(z, ai)=alA+aiAi+A2=Ao(al+aai)+A2 ( i=0,1, •••).

Dans ce cas,

0^T(r, A)-T(r, A)^0(1)

et

Γ(r, i l θ = Γ(r, A2/A0)+O (log r)

oϋ A=(A0, Alf A2) et A' = (A0, A2). Par consequent, d^apres le lemme 1, on a

Θ2(aiff)=θ2(xh A2/Ao)

oil

Parce qu'il existe au plus un j tel que Xi=xJy soient {Λ?<Λ}fcL0 toutes les valeurs
distinctes les unes les autres dans te}?=0, alors, on a

Σθ2(xik,A2IAo)>l
fc=0

et

02(oo, A2/Ao)=l.

C'est une contradiction en considerant que A2/A0 est fonction meromorphe trans-
cendante. Cela-veut dire que f^O. On peut supposer que γ = —l. Alors, on a

(/=0,1, •••).

Dans ce cas,

0^T(r, A)-T(r, A")^O(X)

et

Γ(r, ^ 0 = ^ , Λ / Λ ) + 0 (log r)
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ou A"=(A0, AJ. On petit trouver, comme dans la demonstration du theoreme 1,
qu il existe un et un seul i tel que

en appliquant le lemme 2 a AJAo au lieu de A±. On peut demontrer les autres
choses aussi comme dans les demonstrations des theoremes 1 et 2.

N.B.I. Si A = l , on obtient les theoremes 1 et 2.
N.B.2. On peut changer " θ2" en " δ " dans ce theoreme.

4. Le cas de systemes. Dans ce paragraphe, on considere Γextension des

resultats dans le paragraphe 3 aux systemes.

THEOREME 4. Solent Ao, Ai et A2 trots fonctions entieres sans zeros communs
a toutes telles que

lim^Uoo
r-»oo log r

ou A=(Ao, Al9 A2). Si Θ2(AO)=1 et s'il existe des combinaisons {Fi}?=0 des fonctions
Ao, A! et A2, lineaires, homogenes a coefficients constants, lineairement independantes
3 a 3 et telles que F0=AQ et

alors,

1) il existe une et une seule combinaison dans {Fi}~=i {soit Fi) telle que

Fi=ZoΛ) (XO^FO, constante);

2) il existe quelques paires dans {Fi}^ {soient Gu Hu ••*, Gp, Hp; l^

telles' que

Gic=akHk (OTΛ ^ O , constante),

par consequent

θ2(Gk)=θ2(Hk) (*=1, ,£);

3) soit

alors,
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Demonstration. En vertu du lemme 2, Γhypothese entraine qu'il existe une
relation lineaire, homogene a coefficients constants non tous nuls entre les fonctions
Ao, Ax et A2. Soit cette relation

(10) aA0+βAί+γA2=0.

Parce que β^O ou ?-^0, il suffit de demontrer le cas γ^O. On peut supposer
que γ — —l. Soient

(11) <ί=l,,2, •••)•

On demontre qu'il existe un et un seul i tel que

bi+'βc%=0.

D'abord, s'il en existe deux:

bi+βc%=0 et

on a

1 0 0
0 a

0 cj
=0.

a3 bi c3

C'est une contradiction a Γhypothese. On suppose, ensuite, que, pour tout i

Soient

alors, de (11)

N2(r, 0, Fi)=N*(r, xu AJA0) ( i=l, 2,

De (10), on a facilement

T(r, A) = T{r, A1/A0)+O (log r\

par consequent,

Or, Xi=Xj=xk (i

consequent, soient
signifie que T(r, ^4)=0(1), qui est absurde. Par

=x toutes les valeurs distinctes dans {xi}?=lt alors,
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et d'apres Γhypothese, Θ2(oof A1/A0)=l, C'est une contradiction au lemme 2. Cela
veut dire qu il y a un et un seul i (soit 1) tel que

de sorte que

On a 1), parce que si #i-fαci=θ, Fi=0, qui est absurde. Ensuite, il y au moins
une paire dans {xi)t=2 (soit xiχ et xi%) telle que xilL = Xi2. En effet, si {xi}?=2 sont
distinctes les unes les autres, on a de Γhypothese

02(oo, A1/Ao)+ Σ U*u A1/A0)>2f

qui est absurde.
Soient {uk, vk}l^ (l^p^oo) toutes les paires dans {xi}?=2 telles que

uk=vk (A=l, -,/>).

et {GkfHk} les combinaisons correspondant a {uk,vk} (k=l, -~,p), alors

Gk=akHk (ak^0: une constante) et θ2(Gk)=

On a 2). Soit

Σ

alors, on peut demontrer facilement

A ; = l

N.B.I. On peut demontrer un resultat analogue si on suppose

Θ2(A1)=1 ou Θ2(A2)=1

au lieu de 02(A>)=1.

N.B.2. On a le meme theoreme par le changement de " θ2" en " δ ".

5. Plus generalement, on peut demontrer deux theoremes suivants.

THEOREME 5. Soit f(z) une fonction algebroϊde definie par (1). Supposons quHl
existe des valeurs N={aι)Z^ (finies ou non) telles que

t=0

SHI existe une valeur dans N (soit a0) tell que
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1) it y a une et une seule autre valeur dans N (soit a^ telle que

F(z, a1)=k1F(z, a0) (&i#0, constante);

2) it y a quelques paires dans N—{a0, aλ} (soit b1} cu •••, bp, cp; l^p^oo) telles
que

F(z>bic)=aicF(z1C]C) ( α ^ O , constante),

par consequent

Θ2(bkίf)=θ2(ckff) (k=l, ~,p);

3) soit

E=N-{a0, 0i}-{ftt, cjbjg.!,

alors,

(12) Σ«»

E1^ particuliery si

3) ^s^ change comme suivant:

30 £ contient au plus deux elements et Γegalite (12) est aussi valable.

THEOREME 6. Soit A=(A0, Ah A2) un systeme tel que

oil AQ, AI et A2 sont entϊeres sans zeros communs a toutes. Supposons qu'il existe
des combinaisons {Fi}?=0=F de Ao, Ai et A2, lineaires, homogenes a coefficients con-
stants, lineairement independantes 3 a 3 et telles que

Sit y a une combinaison dans F (soit Fo) telle que

Θ2(FO)=1,

1) it existe une et une seule autre combinaison dans F (soit Fi) telle que

Fi=k2F0 (&2^0, constante);
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2) il y a quelques paires dans F (soient Glf Hu •••, Gp, Hp; l^p^oo) telles que

Gk=akHk (αfcÂ O, constante),

par consequent

θ2(βk)=θ2(Hk) (k = l,-,p);

3) soit

E=F-{Fo, FJ-iGtc, Hk}U,

alors, on a

fc = l FfiE

N.B.I. Si a0 (resp. Fo) est exceptionnelle au sens de Picard (ou lacunaire),
aλ (resp. Fi) est aussi exceptionnelle au sens de Picard (ou lacunaire).

N.B. 2. " θ2" peut etre change par " δ " dans les theoremes 5 et 6.

Comme cas particulier, on peut demontrer les theoremes suivants.

THEOREME 7. Soient f(z) une fonction algέbroϊde definie par (1) et N—{a;
θ2(a,f)>0}. Si

aίors, pour toute valeur a dans N, il existe une et une seule autre υaleur dans N
{soit b) telle que

F(z,a)=kaF(z,b)

ou ka est une constante differente de zero et F(z, oo)=A0.

THEOREME 8. Soit A = (A0, Alf A2) un systeme comme dans le theoreme 6. Sil
existe des combinaisons N={F} des Ao, Aλ et A2, lineaires, homogenes a coefficients
constants, lineairement independantes 3 a 3 et telles que

alors, pour toute combinaison F dans Ny il existe une et une seule autre combinaison
dans N (soit F) telle que

F=kFF

ou UF est constante differente de zero.
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