
LES SOLUTIONS POSITIVES DE LΈQUATION

Δu=Pu SUR UNE SURFACE DE RIEMANN

PAR KAZUMICHI HAYASHI

Dans cette note, nous demontrerons d'abord que les theoremes de M. Heins
([3], theoremes 11.1, 11.2, 12.1) concernant les valeurs limites de functions
harmoniques bornees sur un "end" sont encore valables pour une famille de
solutions bornees de P equation

oύ P(z) est non-negative, possede les derivees continues du premier ordre et
depend de Γunif ormisante locale z = x + iy de telle maniere que Pdxdy soit
invariante. Et deuxiemement, nous montrerons qu'une des consequences de la
theorie de Martin pour les solutions positives de (1) sur un "end" suit immediate-
ment de notre resultat en se servant du theoreme de Hahn-Banach.

1. Soient S une surface de Riemann ouverte et {Sn} (n = l, 2, •••) son
exhaustion, c'est-£-dire une suite de domaines relativement compacts tels que
Sn^Sn+i et que_tout compact de S soit contenu dans Sn & partir d'un certain
rang, alors S — Sn (n: quelconque) est un "end". Nous supposons encore que
les courbes f rontieres ΘSn (n = 1, 2, - ) soient analytiques.

Nous nous occupons toujours des surfaces de Riemann satisfaisant & la
condition suivante:

"Chaque surface possede un seul element de la frontiere ideale, autrement-
dit le complementaire d'un compact a une seule composante connexe non relative-
ment compact",
mais non necessairement de la frontiere ideale nulle.

Soit PP(S — Sn), Γensemble de toutes les solutions non-negatives de (1) sur
S — Sn qui s'annulent continύment sur la frontiere ΘSn, nous avons

LEMME 1.1. II existe une application biunivoque Tn de PP(S — Sι) sur
PP(S - Sn) telle que

Tn(V, + V2) = Tn(vύ + Tn(vZ\ Γ«(M) - ^Γ»(Vi)

oύ vi, v2 € PP(S - Si) et λ > 0.

II suffit de prendre Tnv = v-bv oύ bv = limw^ooδ/w), δy

(m) etant la solution
de (1) sur Sm — Sn(in > n) qui vaut v sur dSn et 0 sur dSm. II est facile £ voir
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que pour toute v'ζPP(S — Sn), ^V = limm->0o'i/cm), oύ v'(m) est la solution de
(1) sur Sm - Si egale a 0 sur dSi et a v' sur dSm.

COROLLAIRE. Le nombre minimum des elements qui engendrent PP(S — Sn)
est independant de n, done c'est une propriete de la frontiere ideale de S
(qui depend de la densite P).

DEFINITION. Nous appelons le nombre minimum dans le corollaire ci-dessus
la dimension elliptique de S par rapport a P, ou simplement la dimension ellipti-
que de S.

Nous savons que sous certaines conditions la dimension elliptique coincide
avec la dimension harmonique de M. Heins [3]. (cf. [5], theoreme 1.)

Soit Ω(p\ dSi, Sm — Si) la valeur au point p e Sm — Si de la solution de (1)
sur Sm — Si egale a 1 sur^ dSj. et a 0 sur dSm. Nous posons Ω(p, ΘSi, S — Si)
= limm+cJ2(p; 9 Sί9 Sm~Sι) et nous Pappelons la mesure elliptique de dSi par
rapport a S — Si, et sou vent nous la notons simplement Ω(p). Remarquons que
dans le cas harmonique (P = 0), si S est de la frontiere ideale nulle, Ω(p)~l.

Soit G(m)(p, q) la solution de Green de (1) de pole q sur Sm — Sι, nous allons
poser

(2)

oύ G(p, q) = limm^ooG(m)(p, q). Remarquons que K(p, q) satisfasse a la condition:

f
jd

Nous noterons P°B Γensemble des solutions bornees de (1) sur S — Si qui
peuvent etre obtenues comme limm^00u^m:>(p)f oil u^(p) est la solution de (1)
sur Sm — Sι, =f sur dSi (f: une fonction continue arbitraire sur dSi) et =0
sur dSm, dont Γexistence est assuree par notre hypothese sur la regularite des
courbes frontieres. II se voit facilement que si P est une densite parabolique
[8], autrement-dit s'il n'existe aucune solution bornee de (1) sur^ S, P°B coincide
avec Γensemble de toutes les solutions de (1) bornees sur S — Si.

LEMME 1.2. Nous avons, pour toute u 6 P°B,

(3) = fJ ds, - .On

La demonstration est immediate.

Soit

), f
j d s t

on

et considerons Γintegrale
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(4) Uu) = ( u^-ds
J dst on

OU V € Up.

PROPOSITION 1. L' ensemble des valeurs limites a la frontiere ideale de
u/Ω (uεP°B) est egal a UP(u) = {λv(u)\v € UP}.

D'apres le lemme 1.2, en tenant compte du fait que Ω(p) = 1 sur dSi, il se
voit tout de suite que 1'ensemble des valeurs limites de u/Ω est contenu dans
UP(U). D'autre part, pour tout m(> 1), nous avons

m m Ω

Puisque

[ β^<J dsm On

nous obtenons

u ^ , x v ^ u
mm ^ Xt,(tt) ̂  max-

Ω 3Sm Ω

Ceci, en tenant compte de notre hypothese sur Failure de la frontiere ideale,
implique Γinclusion inverse, et nous avons etabli Pegalite des deux ensembles.

PROPOSITION 2. Soίt la dimension elliptique de S egale a 1, alors u/Ω
possede une seule limite a la frontiere ideale.

C'est une consequence immediate de la Proposition 1.

PROPOSITION 3. Si chaque u/Ω pour u£,P°B possede une seule limite a
la frontiere idealef S est de dimension elliptique egale a 1.

II suffit de demontrer que UP ne contient qu'un seul element. Mais ceci
suit du fait que λυ(u) (pour v fixee) est une forme lineaire continue sur £(d£ι)
(=Γespace de toutes les fonctions continues sur dSίt munies de la norme

), c'est-έ,-dire une mesure de Radon sur dS± ([!]).

Maintenant, considerons le cas oύ mfs-s^p) > 0. D'apres le theoreme 1
de [6], il n'existe pas de fonction de Green (harmonique) sur S, done il n'existe
pas de solution de (1) ά Γintegrale d'energie E(u) finie (S£θPD). D'autrepart,
en se servant d'un autre theoreme dΌzawa ([4], theoreme 5.1), nous pouvons
voir que toute uePP(S-Sι) ne peut avoir Γintegrale d'energie finie.

PROPOSITION 4. Supposons que S soit de dimension elliptique egale a 1
et que infs-s^p) > 0, alors u(& 0) G PP(S ~ Si) possede la valeur limite +00
ά la frontiere ideale.

La demonstration du theoreme 12.1 de M. Heins [3] s'applique litteralement,
en faisant attention que
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dn

au lieu d'etre egale & Γintegrale de Dirichlet.

2. Soit {qm} une suite de points de S qui tend vers la frontiere ideale
telle que {K(p, qm)} ait une fonction limite K(p) par la convergence compacte.
Nous noterons UG Γenveloppe convexe de toutes les K(p) differentes ainsi
obtenues.

La proposition 1 nous fait voir que

(5) Up(u)=UG(u)

pour toute u 6 P°B. Alors il est bien naturel de se demander sur la relation
entre UP et UG Π est clair que UGc. UP. Nous allons dέmontrer que Γ adherence
de UG pour une topologie proprement choisie est egale £ UP.

LEMME 2.1. UP est un ensemble convexe et compact pour la topologie
definie par la distance

(6) ί jdSi on

Les theoremes de Harnack etant encore valables pour les solutions de (1),
nous pouvons le demontrer tout pareillement au cas harmonique ([7], lemme 3).

Soit *JH(dSι) Γespace des mesures de Radon sur ΘSi, munies de la norme

N l = f d\μ\
JdSi

([1], chap. Ill), en faisant correspondre & v € UP la mesure de Radon donnee
par dμ = (dv/dri)ds, nous pouvons considerer UP comme un sous-ensemble de

et la distance (6) dans Up coincide avec celle definie par la norme de

COROLLAIRE. {μ\dμ — (dv/dn)ds, v e UP} est un sous-ensemble convexe et
compact de JM(dSι).

Nous pouvons mettre <9H(dSι) et C(dSι) en dualite en utilisant la forme
bilineaire

(7) <μ, u> = \ udμ,

et lorsque <3tt(dSι) est muni de la topologie faible <r(<JH(dSι), C(dSι)), toute forme
lineaire continue sur <3ft(QSι) s'ecrit sous la forme (7) avec une fonction u e C(dSι)
proprement choisie ([2], chap. IV).

LEMME 2.2. Soit UG I'adherence de UG dans UP pour la topologie du
lemme 2.1, alors UG est un sous-ensemble de <3H(dSι) faiblement compact, done
il est faiblement ferme.
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Ceci est evident, puisque UG est un sous-ensemble fortement ferme de UP

et la topologie faible σ(<%t(ΘSι), C(dSL)) etant plus faible que la topologie forte
(=topologie definie par la norme).

THEOREME. UG est partout dense dans UP.

Supposons que UG ne s'identifie pas avec UP. Alors il existe une v e UP

telle que v&UG et le theoreme de Hahn-Banach ([2], chap. II) insiste l'_existence
d'une forme lineaire faiblement continue / sur <JM(ΘSι) telle que f(UG)$f(v),
autrement-dit il existerait une uf€C(dSι) telle que £/<?(%) $>Λυ(%). Ce qui est
absurde.

KEMARQUE. Puisque nous n'avons pas supposer P & 0, le cas des f onctions
harmoniques n'est pas exclu. La meme mode de raisonnement que le theoreme
1 dΌzawa [7], s'appliquerait aussi a notre theoreme et vice versa.
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