
INTEGRALDARSTELLUGEN FUR GEWISSE ANALYTISCHE
FUNKTIONEN NEBST DEN ANWENDUNGEN

AUF KONFORME ABBILDUNG

VON YUSAKU KOMATU

1. Einleitimg.

In frϋheren Abhandlungen [1] und [2] sind einige Integraldarstellungen fiir
gewisse in einem Kreis oder in einem konzentrischen Kreisring analytische
Funktionen hergeleitet worden. Daran anschlieβend ist weiter gezeigt wor-
den, daβ sie sich darauf anwenden lassen, einen expliziten Ausdruck fur
diejenige Funktion zu gewimien, die ein solches Grundgebiet auf das Innere
eines Polygonalgebietes bzw. eines Polygonalringgebietes konform abbildet.
Der Grundgedanke besteht jedenfalls darin, daβ der Ausdruck f'(z)/f(z)9

worin f(z) gewissen Regularitatsbedingungen geniigt und die nullstellenfreie
Ableitung besitzt, mittels eines Integrals vom Stieltjesschen Typus dargestellt
wird. Der Umstand, daβ es mindestens fur die Anwendung auf die soeben
hingewiesene Abbildung genugt, diesen besonderen Differentialausdruck zwei-
ter Ordnung zu behandeln, beruht darauf, daβ hierbei ein einfach oder
zweifach zusammehangendes Grundgebiet ganz spezieller Gestalt in Betracht
gezogen worden ist.

In der vorliegenden Abhandlung sollen die frύher gewonnenen Darstellungs-
formeln derart verallgemeinert werden, daβ die betreffende Funktion im
Innern des Grundgebietes Pole besitzen kann und ferner ihre Ableitung dort
verschwinden darf. Dementsprechend, angewandt auf eine Abbildung von
einem Kreis oder Kreisring auf ein Gebiet, das durch ein Polygon oder zwei
Poly gone begrenzt wird und eventuell die Verzweigungsstellen enthalt, wird
ein expliziter Ausdruck fur solche Abbildungsfunktion hergeleitet werden.1)

2. Der Einheitskreis als Grundgebiet.

Zuerst werden die im Einheitskreis analytischen Funktionen mit gewissen
Beschaffenheiten betrachtet, die im folgenden naher erklart werden, um eine
Darstellung der in Einleitung genannten Art herzuleiten. Im einfach zusam-
menhangenden Fall verlauft die Uberlegung zwar auf eine elementare Weise.
Aber sie wird zur Behandlung des zweifach zusammenhangenden Falls als

Eingegangen am 1. April, 1957.
1) Eine verwandte Uberlegung findet sich auch in [4].
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ein Vorbild dienen, da auch dieser sich im Prinzip ganz analog uberfuhren
laBt.

SATZ 1. Es sei f(z) eine in \z\ < 1 analytische Funktion, die sich bis auf die
Pole dj(j = 1, ~ ,P) mit der Ordnung κ3 dort regular verhάlt und deren Ablei-
tung abgesehen von den Nullstellen bk(k = 1, •••, N) mit der Ordnung λ fc nicht
verschwindet. Des weiteren verhalte sie sich im abgeschlossenen Kreis \ z ^ 1
stuckweise regular. Dann gilt die Darstellung

Ά - _ Λ_ r
'(*) ~ 2π Jo

vi-vg

Beweis. Auf Grund der Annahme, daβ die Funktion f(z) sich auch langs
I z I = 1 stuckweise regular verhalt, sind sie selbst und also auch ihre Ablei-
tung f'(z) abgesehen von gewissen endlich vielen Randpunkten

z =

uberall langs [ z \ = 1 regular und sogar existieren an jeder dieser Stellen
beide bestimmte Grenzwerte limf'(eίφ) fur φ-ϊφ^ — Q sowie φ -> φμ + 0. Die
Sprunghohe langs der Peripherie von argf'(eiφ) an eίψ^ werde mit

bezeichnet. Nun werde eine Funktion betrachtet, die durch die Gleichung

d / p N m

φ(z) = z -*- Ig (f'(z) Π (z - aj)κj+1 Π (z - fe)~λfc Π (z - e'**)1-**

f z- a3 2 - feb i 2 - eφ»

definiert wird. Sie verhalt sich auf dem abgeschlossenen Kreis \ z\<l regular
und verschwindet an z = 0. Wendet man demgemaβ die Herglotzsche Dar-
stellung auf diese Funktion an, so ergibt sich die Gleichung

/'(z)

Wegen der Regularitat von Φ (z) auf \z < 1 erhalt man hierbei

= Γ $0(0*0) J0
Jo

ϋ^ rpίθfn(rpid\ p Γ^ ^ίa

. . . . o -̂ ^̂  + S (̂  + D ί. Ti
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Γ<P γpiQ
dθ

und also nach einer leichten Umformung

Σdp(φ) = rf arg/(O + Σ fa + 1) d arg (eίφ - aj) - ]λfc rf arg (*

worin mit £μ(^) diejenige Treppenfunktion bezeichnet ist, die gleich 0 oder 1
ist je nach 0 < φ < φ^ oder φ^<φ^ 2π. Beachtet man die ersichtlichen
Beziehungen

so ergibt sich die Gleichung

i . „ /*(*)

Es bleibt also das Integral der Form

fur irgendeinen im Einheitskreis gelegenen Punkt t auszuwerten. Zum
Zweck werde bemerkt, daβ sich die Belegungsfunktion im letzten Poisson-
schen Integral in die Form

eiφ — t i — teίφ

umschreiben laBt. Also stimmt der letzte Ausdruck fur die Grδβe J(z\ t)
gerade mit der Poissonschen Darstellung fur die Funktion 1/(1 — ~tz) uberein,
die auf ganzem | z | < 1 regular analytisch ist. Folglich ergibt sich

/(*; t) =
I-tz

Durch Verwendung dieser Identitat erhalt man sofort die gewύnschte Dar-
stellung.

SATZ 2. Unter denselben Voraussetzungen wie im Satz 1 gilt auch die Oar-
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stellung

π ((z - b*)(i - M)λ* , , ,« ,
/'(*) = C -IP1 - exp ( -L J Ig -jyi— rf arg d/(e«

Π ((z " 1 V * Jo e z

Konstante ist.

Beweis. Es werde vorlaufig angenommen, daβ keine von #, sowie frfc mit
dem Ur sprung ίibereinstimmt. Indem man dann die durch Einsetzen von
2 = 0 aus der im Satz 1 gestellten Darstellung entstehende Relation von ihr
selbst subtrahiert, lafit sie sich nach Abkϋrzung durch z in die Form

bringen. Die letzte Gleichung gilt, wie man unmittelbar erkennt, auch dann,
wenn irgendein von a3 oder bk am Ursprung liegt. Integration uber 3 zieht
also nach sich die gewunschte Darstellung, worin C gerade die Integrations-
konstante ist.

In den Satzen 1 und 2 wird offenbar ersehen, daβ das an bk zugeordnete
Parameter λfc auf den Ausdruck zf'(z)/f(z) bzw. f'(z) gerade so einwirkt wie
das an a3 zugeordnete Parameter — (tc3 + 1) .

3. Ein Kreisring aϊs Grundgebiet.

Die im vorigen Paragraphen durchgef ύhrte Uberlegung laβt sich so modifi-
zieren, um ein entsprechendes Resultat fur die in einem Kreisring analy-
tischen Funktionen herzuleiten.

SATZ 3. Es sei f(z) eine in (0 <) q <\z\ <l analytische Funktion, die sich
bis auf die Pole a}(j = 1, .- ,P) mit der Ordnung KJ dort regular varhάlt und
deren Ableitung dort eindeutig ist und abgesehen von den Nullstellen bk (k
=_!,-••, N) mit der Ordnung λfc nicht verschwindet. Des weiteren verhalte sie
sich auf dem abgeschlossenen Kreisring q<\z\<l stϋckweise regular. Dann
gilt die Darstellung

l+z^-+ f'(z)

= ~^τ J'* (?(/ Ig z + φ) d arg dW>) - r,(i Ig z + Ψ) d arg df(qeιφ)}

- ί Σ (*J +

+ * Σ λ, (r(t Ig -£) + r (i Ig (M)) + ίc*.
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wo c* eine reelle Konstante bedeutet, die wirklich durch

c* = -~r (~ \** Φ (d arg df(etφ) - d arg df(qeiφ))
TL \ 7ΐ Jo

p v
-f 2 ^Σι (KJ + 1) arg «j — 2 5] ^fc arS ̂

j-l fc=l

geliefert wird. Die Bezeichnungen aus der Weierstraβischen Theorie der ellip-
tischen Funktionen2^ beziehen sich auf die primitiven Perioden 2ω^_ = 2τc und
2ω3 = - 2ί Ig q.

Beweis. Der Beweis laBt sich grundsatzlich durch analoge Methode statt
finden wie beim Satz 1. Es werde namlich angenommen, daβ die Sprung-
stellen von f ( z ) langs des Randes an den Punkten

z = e μ - (μ — l, ~,m und^ z =

liegen und ferner die Sprunghohen langs jeder der beiden Peripherien von
argf(eiφ) an eiφv und von z.rgff(qeίφ) an qe^

(1 - αμ) π = arg //(g,(^_0)) bzw. (1 - /3,) π = arg v - ( o

betragen. Nun werde die Funktion

Π z-

betrachtet, die sich auf dem abgeschlossenen Kreisring q ̂  ! z | ̂  1 ύberall
regular und dort eindeutig verhalt. Wendet man demgemaβ die Villat-
Stieltjessche Darstellung auf diese Funktion an, so ergibt sich die Gleichung

dr(φ))

_

2 - aj z - h £ z - en v ι

worin c0 eine reelle Konstante ist und p(φ) und τ(φ) durch

p ( φ ) =

bzw.

τ(φ) = Γsftφ(^) J6> - Hm Γ 5RΦ(^'β)
*Ό r-*q+ΰ Jo

2) Hier als auch im folgenden.
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definiert werden. Mithin erhalt man

dp (φ) = d arg/ (eiφ) + Σ (K, + 1) d arg (eiφ - aj) -f\\*d arg (e

tφ - b*)
J = l k I

+ Σ (1 - oίμ) d (-%- - πεμ (φ)) - Σ (1 - βv) d arg (etφ - qe1**) ,
μ-1 \ ώ / v = l

+ 2(^4- 1) d*rg(qeiφ-αj} -

+ Σ (1 - «
μ=l

hierbei sind mit £μ(9>) und δ^(^) diejenigen Treppenfunktionen bezeichnet, die
gleich 0 oder 1 sind je nach 0 < φ < φ^ oder ψμ < φ< 2τr bzw. 0 < φ < ψv

oder ψv<φ<2π. Anderseits, da jede der Funktionen

und

das Kreisinnere \z\<\ bzw. das KreisauBere | z \ > q auf die Halbebene
3tuμ < 1/2 bzw. ^vv > 1/2 abbildet, so laβt sich die Villat-Stieltjessche Dar-
stellung ebenfalls auf diese Funktion anwenden. Es gelten also

z -

d arg (qe<* -

und

worin c/α

(1) und cv

(2) gewisse reelle Konstanten bedeuten. Mit Berύcksichti-
gung dieser Beziehungen sowie einer weiteren Identitat d. h. der auf die
besondere Funktion 1 angewandten Villat-Stieltjesschen Darstellung

1 = "i - Γ (ζ(i Ig Z + φ) - ζt(i Ig Z + ̂ )) dφ
7T t> J 0

erhalt man

= -Λ- ί'*(r (i Ig 2 + )̂ rf (arg d/ίe'") + Σ («; + D arg (eιφ - α}Tib */0 \ \ j = ι
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- j] λ* arg (etφ - ftt)) - £-,(/ Ig * + φ) d (

Σ3 (*, -f 1) arg (4^ - tf, ) - IS
j-l *=-!

wo c wieder eine reelle Konstante bedeutet. Es genϋgt also zu zeigen, daβ
fur irgendeinen im Kreisring gelegenen Parameterpunkt t die Gleichung

rΓ Γ (? (ί te* + Φ)<* ar§ (̂  - Λ - ?s(f lsz + φ)d arg (̂  -

= -7̂ 77 - i? (i Ig -7-) - ί?(i Ig (te)) + fe

mit einer reellen Konstante ct besteht. Dies geschieht ja wie folgt. Betrach-
tet man namlich diejenige analytische Funktion W(z) =W(z; t) , deren reeller
Teil die Dirichletsche Randwertaufgabe mit der Randbedingung

_ fur |«| = 1 und

auflόst, so laBt sie sich bekanntlich bis auf eine unwesentliche rein imaginare
additive Konstante durch die Formel

W(z) = -.- (ζ(i Ig z + φ) %W(eίφ) - Γ8(i Ig 2
O

=r/ί if J 0

darstellen; das letzte Glied rechts ruhrt von der Mehrdeutigkeit von W(z)9

genauer von ΐ$W(z), her. Durch Einsetzen der vorgeschriebenen Rand werte
wird sie in die Form

W(z) - ~ Γ (ζ(i lgz + φ) d arg (eίφ - t) - £.(ί Ig 2 + φ) d arg (^<<p-fl)

umgeformt. Andererseits kann die Funktion W(z) auch durch eine integral-
freie Form

W(z) = - iζ i Ig -- - iζ(i Ig (tz)) + r Ig ^ + ict

ausgedruckt werden. In der Tat, verhalt sich die rechte Seite der letzten
Gleichung ersichtlich an z = t, also auf ganzem q^\z\^l uberall regular.
Da beide Halbperίoden ωl und ω3 als reell bzw. rein imaginar angenommen
werden, so ist ^3 rein imaginar und ferner gilt im allgemeinen die Identitat
ζ (Z) = ζ (Z) . Berucksichtigt man weiter die wohlbekannte Formel
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so kann man einsehen, daβ die rechte Seite der letztgenannten Gleichung den
reellen Teil besitzt, der langs beider Peripherien mit der Funktion $t(z/(z — t))
ganz ubereinstimmt. Durch Vergleich beider Darstellungen fur dieselbe
Funktion W(z) ergibt sich also die behauptete Gleichung. Folglich, um den
Beweis des Satzes zu vollenden, bleibt es nur die Bestimmung der reellen
Konstante c* durchzufϋhren, was aber im Beweis des nachfolgenden Satzes
4 ausfuhrlich gestatten wird.

SATZ 4.
stellung

Unter denselben Voraussetzungen wie im Satz 3 gilt auch die Dar-

jy
Π

fc = l
P

Π (c

-exp (— Γ7- Ig σ(i lg z + φ) d arg df(etφ)
V 7t JO \

+ lg σ ,(ί lg z + φ) d arg df(qeiφ)})9

worin c* Λ"e im Satz 3 angegebene Konstante bedeutet und C eine Konstante ist.

Beweis. Mittels der der Division durch z nachfolgenden Integration f uhrt
die im Satz 3 auf gestellte Formel sofort die behauptete Darstellung zur Folge.
Es bleibt also nur die Konstante c* zu bestimmen; vgl. die letzten Wόrter
in der Beweisfύhrung des Satzes 3. Zum Zweck werde die aus der eben
gestellten Formel folgende Beziehung

Σ to + 1)

lg -

+ — Γ" (- lg σ(/ lg 2 + ̂ ) J arg J/(eίβ>)
7ZΓ J o \

+ lg σ 8(ί lg 2 -}- 9°) rf arg df(qeίφ)}

betrachtet. Wegen der Eindeutigkeit von f'(z] muβ bie linke Seite bei der
Substitution lg z lg z + 2πi stets eine ganze Vielfache von 2πi vermehren,
wahrend die rechte Seite dabei wirklich um die Grόβe

i - 2 ^ ί lg - - - TT
\ βj /

X* f π i - 2*7ι(i lg -A- - 7Γ ) + 7T/ - 2^7ι(/ lg (fob*) - TT) )
-l \ \ ί/» / /
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+ — Γ ((- « + 2^ (/ Ig 2 + •? - a-)) d arg rf/(e«')
7Γ » 0

— 2*?! (ilgz + φ-π) d arg df(qeίφ)}

vermehrt. Durch Nullsetzen des reellen Teils der letzten Grόβe ergibt sich
daher die Beziehung

0 = - 2τrc* + 4*7! ( Σ fo + 1) arg tf, - S λfc arg b*

Γ27C

<? (rf arg rf/(e« ) - rf arg df(qei<f)}
JO

+ 4*?! (arg z + ?r) I- Σ (̂  + 1) + S λfc
V J=l fc=l

- ̂  J" (rf arg df(e») - d arg df(qeίφ))}.

Da die rechte Seite dieser Beziehung von der Vertaderliche z unabhangig sein
muβ, so wird geschlossen, daβ der letzte Faktor unter den geschweiften
Klammern verschwinden muβ. Diese Tatsache laβt sich auch unmittelbar
bestatigen. Namlίch ist der Wert des Integrals

(d arg df(eίφ) - d arg tfb^
1 C27C fl1(γptφ\ 1 Γ27C f"(rpiφ}

Ξ lim ̂  -ΐ y?>d(reιφ) - lim -/-.-I -^xr^ d (rei

r^,_o 2τr^ Jo f'(re*φ) r-*q+v 2πz Jo f'(retφ)

gleich der Differenz zwischen den Summen der nach der Vielfachheiten
aufgezahlten Anzahlen der Nullstellen und der Pole von f'(z) im Gebiet q
< \z\ < 1, und folglich ergibt sich in der Tat

-1— P (d arg df(eiφ) - d arg df(qeίφ)) = Σ λfc - £ (*, + 1).
£τr Jo Λ-I j=ι

Nachdem diese Gleichung einmal aufgestellt worden ist, kann man sofort
einsehen, daβ c* tatsachlich den angegebenen Wert besitzt. Hiermit ist der
Beweis der vorliegenden als auch vorigen Satze im ganzen Umfang erbracht.

4. Grenzύbergang.

Bei dieser Gelegenheit soil hier der Grenzύbergang q -> 0 in den im letzten
Paragraphen gewonnenen Darstellungen betrachtet werden. Es wird fur
plausibel halten, daβ diese Darstellungen dabei auf die entsprechenden Resul-
tate bezύglich des Einheitskreises hinauslaufen. Das ist tatsachlich der Fall.
Im folgenden sollen die Satze 2 und 4 betrachtet werden, um diese Tatsache
wirklich zu bestatigen.

Zuerst beachte man, daβ beim Grenzύbergang q-*Q die Grenzgleichungen
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gelten. Ferner strebt da.rgdf(qeίφ) dabei ersichtlich gegen dφ, wobei dem
Umstand gemaβ vorausgesetzt werden soil, daβ der Grenzwert von f'(qeiφ}
endlich bleibt imd sogar nicht verschwindet. Daher nahert sich der Logarith-
mus der rechten Seite in der im Satz 4 gestellten Darstellung von f'(z) bis
auf eine additive Konstante dem Ausdruck

Ig z f-ίV (— (2 V d arg df(eιφ) - 2τr 4- 2 Σ («,+!) arg a, - 2 Σ Xfc arg &„)- l)
\1Z V T Γ J O j^i k = ι / /

TΓ^\ I , 1 \/1 1 - Zld j 1 !

- Σ («; + 1)( Ig /-Γ^ - -or Ig
j-i \ \/z/aj ^

, , 1 -

+ Ig —τ

1 2- 24 lg

lg J arg J/(

oder, nach Beseitigung einer gewissen additiven Konstante,

- Σ3 (*J + 1) lg ((« - <*))(! - ά,z}} + Σ

+ (lg 2 + i lg2 z) j f] (*j + 1) - Σλ» - — j]^ arg rf/(«w) - l}.

Da aber eine am Ende bei der Beweisfϋhrung des Satzes 4 bemerkte Glei-
chung ersichtlich eine weitere Grenzbeziehung

d arg df(eiφ) - 1 = Σ >* - Σ! (", + D
fc.i j = ι

liefert, so ist die Grόβe unter den geschweiften Klammern gleich Null. Daher
stimmt der eben gewonnene Grenzausdruck gerade mit der im Satz 2 auf-
gestellten Darstellung fur lg/r(2) uberein.

5. Abbildung auf einfach zusammenhangendes Polygonalgebiet.

In der konformen Abbildung von einem Kreis auf ein geradlinig begrenztes
Polygonalgebiet spielt die sog. Schwarz-Christoffelsche Formel die Haupt-
rolle. Beim ublichen Fall, wo das Bildgebiet das Innere eines geradlinigen
Polygons ist, ist es in einer fruheren Note [1] gezeigt worden, daβ die Formel
sich aus einer speziellen Form der im Satz 1 angegebenen Darstellung sofort
herleiten laβt, wobei {#?} und {fa} beide ganz fehlen. Hier soil aber die
Formel in etwas verallgemeinerter Gestalt aufgestellt werden.

SATZ 5. Gegeben sei ein einfach zusammenhangendes, endlich vielblάttriges
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und geradlinig begrenztes Polygonalgebiet. Es sei f(z) irgendeine analytische
Funktion, die den Einheitskreis auf dieses Polygonalgebiet abbildet. Es werden
die Eckpunkte dieses Gebietes mit f(eiφ*)(μ = l, ,m) und die inneren Winkel
(in bezug auf das Bildgebiet selbst) an diesen Ecken mit a^n bezeichnet. Fer-
ner werden, wenn solche eventuell existieren, die Urbilde der unendlich fernen
Punkte mit cij(j = 1, ~ ,P) und die der im Endlichen gelegenen Verzweigungs-
stellen mit h(k - 1, •••, N) bezeichnet} die Verzweigungsordnung an /(fa) sei λfc.
Dann gilt die explizite Darstellung

f(z) = C \ -*=1 - Π (e'v* - z) V-1 dz + O

mit gewissen nur von der Gr'όβe und Lage des Bildpolygons abhάngigen Kon-
stanten C und O. Hierbei bedeutet κ2 — 1 die Ordnung an der eventuellen
Verzweigungsstelle f (&])(— oo); insbesondere ist κs naturlich gleich Eins zu
setzen, wenn f ( a j ) ( ~ oo) keine Verzweigung aufweist. Es gilt eine Beziehung

m P N

Σ (1 - Λμ) - 2 + 2 Σ (KJ + 1) - 2 2 ^ = 0
μ=l J=l k=l

und ferner bestehen zwischen den Parameterwerten die Monodromiebedingungen

(jL\
\dz)

N

Π ((« -,
-T, IΠ (β«V -

(1 -a,z)KP+1 Π ((z - aj)(l - a

Beweis. Fur die Abbildungsfunktion /(^) gilt die im Satz 2 angegebene
Darstellung, worin verschiedene Parameter dieselben Sinne besitzen wie eben
erwahnt. Wegen der stϋckweisen Geradlinigkeit des Randes verschwindet
ferner dargf(eiφ), als Funktion von φy abgesehen von endlich vielen Stellen
φfί(μ = 1, •••, m) , wo arg d f ( e ί φ ) einen Sprung mit der Hόhe (1 — a^π erleidet.
Deshalb erhalt man

exp (^- Γ Ig * d arg df(etφ) } = Π
\ 7Γ JO & £> / μ, = l

woraus die behauptete Darstellung fur f(z) sofort folgt. Nun gilt ersichtlich
(vgl. die am Ende von § 4 genannte Beziehung)

s-Σ (
^ μ-l

Um schlieBlich die letztgenannten Monodromiebedingungen zu bestatigen,
bemerke man, daβ die im Einheitskreis meromorphe Funktion f(z) selbstver-
standlich dort eindeutig ist. Deshalb muβ das Residuum des Integranden
von der Darstellung fur f(z) an jedem ap(p — \, ,P} verschwinden. Die
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betrachteten Bedingungen stellen gerade diese Tatsache dar.

Im besonderen Fall, wo die Mengen {#;} und {£fc} beide fehlen, reduziert
sich die Darstellung gerade auf die gewόhnliche Schwarz-Christoffelsche
Formel, welche sich auf die Abbildung auf das schlichte Innere eines Poly-
gons bezieht. Der folgende wohlbekannte Satz, worin statt des Inneren das
Auβere eines Polygons in Betracht gezogen wird, gehόrt derselben Kate-
gorie.

SATZ 6. Es sei f(z) eine analytische Funktion, die den Einheitskreis auf das
schlichte (oder, noch allgemeiner, keine Verzweigungsstelle enthaltende] Auβere
eines geradlinigen Polygons abbildet. Es werden die Eckpunkte des Polygons
mit f(eiφ*}(μ> = l,- ,m) und die inneren Winkel (in bezug auf das Bildgebiet)
an diesen Punkten mit aμπ bezeichnet.^ Ferner sei z™ das Urbild des unendlich
fernen Punktes\ nάmlich sei f(z00] = oo. Dann gilt die Formel

m

!

* Π (eiφv. - z] V-1

(Γ-zWl zzVdz+C'\Z — Zoo) \L — ZooZ)

mit gewissen Konstanten C und C', worin es gilt:

Ferner besteht die Monodromiebedingung

f - 200 1 - 200

Beweis. Unmittelbar aus dem allgemeinen Satz 5. Die vorletzte Beziehung
ist ersichtlich von elementargeometrischer Natur.

Als eine Erganzung zum Satz 6 ist noch zu bemerken, daβ jede Funktion
f(z) von der in diesem Satz ausgesprochenen Gestalt mit z™ I < 1 umgekehrt die
Abbildung des Einheitskreises auf das Auβere eines geradlinigen Polygons in der
dort erwάhnten Weise vermittelt, sofern die genannte Monodromiebedingung
erfullt wird. Diese Tatsache ergibt sich daraus, daβ derartige Funktion f(z)
im Einheitskreis bis auf einen einzigen Pol erster Ordnung an z™ ϋberall
regular ist und das Differential d arg df(z) sich auf dem Rand stuck weise
konstant verhalt.

3) Die inneren Winkel in bezug auf das als eine Kurve angesehene Polygon sind
also gleich (2—aμ)π.
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6. Abbildung auf Polygonalringgebiet.

In einer frϋheren Note [2] ist das Analogon der Schwarz-Christoffelschen
Formel fur diejenige Funktion hergeleitet worden, die einen konzentrischen
Kreisring auf ein durch zwei geradlinige Polygone begrenztes, den unendlich
fernen Punkt nicht im Innern enthaltendes Ringgebiet schlicht abbildet. Mit
Hilfe des Satzes 4 laBt sich die ahnliche Verallgemeinerung dieser Formel
feststellen, wie im Satz 5 fur den einfach zusammenhangenden Fall.

SATZ 7. Gegeben sei ein zweifach zusammenhάngendes, endlich vielblάttriges
und geradlinig begrenztes Polygonalringgebiet. Es sei f(z) irgendeine eindeu-
tige analytische Funktion, die den Kreisring (0 <}q < { z \ < 1 auf dieses Poly-
gonalringgebiet abbildet. Es werden die Eckpunkte dieses Gebietes mit f(eiφ^)
(μ = 1, " ,m) sowie f(qel*v) (v =1, ~ ,ri) und die inneren Winkel (in bezug auf
das Bildgebiet selbst) an diesen Ecken mit 7μτr bzw. §vπ bezeichnet. Ferner
werden, wenn solche eventuell existieren, die Urbilde der unendlich fernen Punkte
mit a j ( j ~ I , ~,P) und die der im Endlichen gelegenen Verzweigungsstellen
mit bk(k = 1, •••, N) bezeichnet', die Verzweigungsordnung an f(bk) sei λ». Dann
gilt die explizite Darstellung

σ(i lg z + φjvv.-1 Π σ,(ί lg z + ψv}* ̂  dz + O
V = l

mit gewissen nur von der Gr'όβe und Lage des Bildgebietes abhάngigen Kon-
stanten C und C f . Hierbei bedeutet KJ — 1 die Ordnung an der eventuellen
Verzweigungsstelle f ( a j ) ( - oo); insbesondere ist KJ naturlich gleich Eins zu
setzen, wenn f(aj)(= oo) keine Verzweigung aufweist. Ferner bedeutet c* eine
reelle Konstante, die wirklich durch

geliefert wird, wobei noch eine weitere Beziehung gilt:

m n P N

Σ α - 7μ) + Σ (i - M + 2 Σ (*; + 1) - 2 Σ λ» = o.
μ=l V = l j-1 fc=l

Schlieβlich besteht nebst den Monodromiebedingungen

z " ̂ ?)



82 YUSAKU KOMATU

Π (o-(ilg(z/bjc))o

Π

μ=l

ίVze Monodromiebedίngung

J^+Πg^r* „
Π σ(9»μ - φ)^-1 Π o-3(^, - 99)^-' d φ = 0

,

, damit άquivalent,

Iα-3(^-|./lg6 fc)[2λ

fc m

- φγ^ Π σ (^y - ^δv-1 dφ = 0.

Beweis. Mit Hilfe des Satzes 4 gestattet es ganz ahnlich zu schreiten wie
beim Beweis des Satzes 5. Zuerst genύgt es namlich zu beach ten, daβ
d arg df(eίφ) und J arg df(qeίφ) , als Funktionen von φ, abgesehen von end-
lich vielen Stellen φ^(μ> = 1, ~,m) bzw. ^,,(1; = 1, •••,«) verschwinden, wo
arg J/(^)und arg df(qeίφ] Sprunge mit den Hόhen (1 — Jμ)π bzw. (8V — l)τr
erleiden. Man erhalt also

exp (— f27ί (- Ig σ(i lg z + φ) dzrg df(eiφ)
V π Jo

-f lg cr3(/ lg z + φ) d arg

m n
= Π σ(i lg 2 + φ^Ύμ.-1 Π cr8(ί lg 2 4- ψv)

8v~l,
μ=l V=l

woraus die Darstellung fur /(z) sofort folgt. Der Ausdruck fur c* ergibt sich
auch ganz ahnlich aus dem im Satz 4 angegebenen allgemeinen Ausdruck.
Die demnachst genannte Beziehung folgt, indem man beide Gleichungen

^ ̂  (darg df(eiφ) - ί/arg df(qeίφ)) = 2 Xfc - f] (KJ + 1)

und

1 Γ2τί -j / m 77 \

2~ \ (darg df(eίφ) — darg df(qeίφ)) = y ( Σ (1 — 7μ) -f Σ (1 — δ,,))

miteinander vergleicht. Um schlieβlich die Monodromiebedingungen zu



DARSTELLUNGEN ANALYTISCHER FUNKTIONEN 83

bestatigen, bemerke man, daβ die Funktion f(z) als eindeutig angenommen
wird. Die ersten P Bedingungen stellen die Tatsache dar, daβ das Residuum
des Integranden von der Darstellung fiir f(z) an jedem ap(p = l,- ,P]
verschwinden muβ. Andererseits, auf dem zweifachen Zusammenhang des
Grundgebietes beruhend, bleibt noch eine weitere Mόglichkeit, daβ die Viel-
deutigkeit von f(z) als ein Periodizitatsmodul auftreten kann. Die letzte
Bedingung behauptet gerade, daβ es nicht der Fall ist. Wegen der Eindeu-
tigkeit muβ die Funktion f(z) namlich beim vollstandigen Umlauf von z langs
jeder Kreisperipherie um den Ursprung invariant bleiben, woraus die Be-
ziehung

N
Γ Π ( σ

J Λ P -

ίβ,r Π (σ(ilg(z/aj))<r(ilg(ajz)))"j+1

j-i

m n
• Π σ(i lg z + φn)yv ~l Π σ^(ί lg z -f ψvy*~l dz = 0
μ=l V-l

folgt. Hierbei bedeutet r irgendeinen positiven mit keinem | as \ ubereinstim-
menden Wert, der zuerst der Bedingung q < r < 1 genugen soil, jedoch gegen
1 oder q angenahert werden kann. Setzt man zunachst z= eίφ ein, so ergibt
sich durch Beseitigung eines unwesentlichen konstanten Faktors sofort die
erste Form der letzten Monodromiebedingung. Die zweite Form la'βt sich
durch Einsetzen von z = qeiφ erhalten, indem man dabei die bekannten Trans-
formationsformeln zwischen den Sigmafαnktionen sowie die oben gestellten
Beziehung in Betracht zieht.

Es gibt einen einzigen Periodizitatsmodul, sofern die ersten Monodromie-
bedingungen erfullt sind. Mithin mussen beide Formen der letzten Bedin-
gung naturlich miteinander Equivalent sein. Aber diese Aquivalenz kann
auch rechnerisch bestatigt werden. Namlich betrachte man die Substitution
z \ q / z . Die zu f(z) gehόrigen Parameter {#;}, {fe}, {φ^ 7μ}, -{ψV9Bvy bzw. c*
werden dann durch die zu f(q/z) gehόrigen Parameter {_q/a3y,{q/bic} ,{— ψv,
δι/},{— <Pμ.j 7μ} bzw. — c* ersetzt. Die erste Form der Bedingung, angewandt
auf f(q/z) statt f ( z ) , liefert somit

. Π σ(- φv - φ)*v-ι Π cr3(- φ -φ)yμ-
ί dφ = 0,

V=l μ=l

woraus die zweite Form folgt, indem man die Transformationsformel von
or- zu σ-3-Funktion benutzt, sodann bedenkt, daβ ^?3 rein imaginar ist, und
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schlieβlich die Integrationsveranderliche φ durch — φ ersetzt.

Im besonderen Fall, wo die Mengen {aj} sowie {fe} beide leer sind, redu-
ziert sich die eben erwahnte Darstellung auf die fruher in [2] gestellte For-
mel, welche sich auf die Abbildung auf das schichte Innere eines beschrank-
ten Polygonalringgebietes bezieht. Aber hierbei wird diese Formel uber-
dies durch die einzige Monodromiebedingung ersetzt. Andererseits lautet
nun das dem Satz 5 entsprechende Resultat wie folgt.

SATZ 8. Es sei f(z) eine analytische Funktion, die den Kreisring (0 <) q < \ z \
< 1 auf ein den unendlich fernen Punkt enthaltendes, schlichtes (oder, noch
allgemeiner, keine Verzweigungsstelle enthaltendes) und geradlinig begrenztes
Polygonalringgebiet abbildet. Es werden die Eckpunkte der Randpolygone mit
f(eiφv-} (μ = 1, ~,m) sowie f(qe^v} (v = 1, •••, n) und die inneren Winkel (in bezug
auf das Bildgebiet] an diesen Punkten mit y^π bzw. Svπ bezeichnet.^ Ferner
sei Zoo das Urbild des unendlich fernen Punktes; nάmlich sei f(z00] = oo. Dann
gilt die Formel

Π σ (i lg z + φtf*-1 Π σ,(ί lg z +
= c

mit gewissen Konstanten C und C', worin c* eine reelle Konstante bedeutet, die
durch

c* = - L ( Π (1 - Ίμ}<pμ + Σ (1 - &r)Φ,
7Ϊ \μ = l v-1

geliefert wird. Es gelten ferner die Beziehungen

m n

Σ (7μ -1) = Σ (δ, - 1) = 2
μ=i V=l

sowie die Monodromiebedingungen

Σl (7M - !)?(» lg z~ + 9V) - - <?»

Σ (δ, -
v-l

- 2 r (2i lg I *„. I) - arg z~ = 0

und

4) Die inneren Winkel in bezug auf die als Kurven angesehenen Randpolygone an
f(eίφμ<) und /(g^Ή) sind also gleich (2 — yμ)π bzw. δ^π.
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m n
Π σ(φ^ - flΛV-i Π σJώv - αΛβv-ι

o

~damit άquivalent,

Π σ3( pμ - 9>)iV-i Π o-(Sί-, - .?)* r-i

- #> = 0.

Beweis. Uumittelbar aus dem Satz 7. Die vorletzten Beziehungen besagen
zwar etwas eingehender als im Satz 7 selbst, aber sie stellen nur eine
elementargeometrische Tatsache uber die Summe der Winkel irgendeines
schlichten (oder verzweigungsstellenfreien) Polygons dar. Die erste Monodro-
miebedingung wird zuerst in der Form

gewonnen und dann nach Einsetzen des Wertes von c* in die angegebene
Form erbracht.5)

Ahnlich wie im einfach zusammenhangenden Fall ist hierbei auch eine Er-
gSnzung zum Satz 8 zu bemerken. Namlich vermittelt jede Funktion f ( z ) von
der in diesem Satz ausgesprochenen Gestalt mil q < \ z™ < 1 umgekehrt die
Abbildung des Kreisringes q < \ z \ < 1 auf ein den unendlich fernen Punkt
enthaltendes geradlinig begrenztes Polygonalringgebiet in der dort erwdhnten
Weise, sofern beide genannte Monodromiebedingungen erfullt werden.

Zum Schluβ werde nebenbei bemerkt, daβ die in diesem Paragraphen
gestellten Resultate bei q -> 0 in die in § 5 erwahnten entsprechenden Resul-
tate ubergehen, namlich, daβ die Satze 5 und 6 als besondere Grenzfalle der
Satze 7 bzw. 8 angesehen werden konnen. Dafύr moge man auf die in § 4
der vorliegenden Note oder im Schluβparagraphen einer fruheren Abhand-
lung [2] ausgefuhrten Uberlegungen hinweisen.
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