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l Gonsiderons une equation
differentielle

f<*, V

ou f <"χ^) est une fonction analy-
tique en x , et rationnelle en if-
Les points singuliers de la solution
generale de cette equation sont de
deux sortes. Les uns sont des points
singuliers fixes qui sont coramuns pour
toutes les solutions. Les autres sont
des points singuliers mobiles qui
peuvent se varier avec la solution
considered. Coinme on sait, la solu-
tion est algebroide en oc dans le
voisinage de chaque point singulier
mobile. Contrairement, les points
singuliers fixes sont, en gene*rale,
des singularites transcendantes de la
solution, et sauf le cas simple etudie
par Briot et Bouquet, nous ne savons
rien concernant l

f
expression analy-

tique des solutions autour de telle
singularite.

Dans ce memoire, nous nous pro-
posons de generaliser, dans quelque
cas particulier, les resultats
classiques de Briot et Bouquet, et
donnons une expression analytique de
la solution autour d'un point singuli-
er fixe isole.

2. Dans ce qui suit, nous
envisageons une equation
differentielle

il - JLίLίί±Jt2
d x a (•*/ ui

= ΣJ <V*>
κ

ou &*<*•) , -fr
κ
(χ) sont des fonctions

analytiques et uniformes de x , et
lP<*j}) et O<*, fr) sont, pour

Λ quelconque, premiers entre euχ
β

Afin de simplifier la discussion qui
va. suivre, nous supposons que les
points singuliers fixes de cette
equation soient en nombre fini.

Tra^ons dans le plan de ̂  un
cerclβ assez grand

Soient

άes points singuliers fixes contenus
a l'intβrieur du cercle p . Nous
de'crivons un cercle

autour de chaque $κ , ou le nombre
positif r est choisi suffisamment
petit de sorte φαe les cercles Γ

 t

#t , ί
x
 , , fy sont dis-

joints l
!
un et l'autre

Designons par F le domaine compact

Si nous joignons chaque point x a ^
κ

au point a l
Γ
infini par des coupures

mutuellement disjointes, le domaine
ψ sera rendu simplement connexe au

moyen de ces coupures. Nous le
designerons par F'

Soit TJ'<*> un element de la
fonction analytique prenant la valeur
£* au point K a x-* arbi"trairement

choisi dans P
;
 , et satisfaisant &;.

I
1
 equation (1). Si \**\ est swff^sam-

ment petit, il represente un έl^ment
holomorphe. En faisant^le prolonge-
ment analytique de cet element *P <χ) ,
le long de.tous les chemins contenus
dans F

7
 > nous obtenons une fonction

analytique satisfaisant a I
1
equation

(1) a chaque point de F' Nous la
designerons de*sormais par > ( * , χ

0
,*

t
\



Nous allons d'abord montrer
quβ %-(*j *•,}.) est partoutq %(j •,}.)

holomorphe sur F' si
ment petit*

Soit

est suffisam-

un domaine compact defini

par

N etant un entier positif assez
grand. Si

Lorsque x parcourt dans le^domaine
*k tout entier, la totalίte des

valeurs de y qui satisfont a l
f

Equation Q ^ 4 ) s o forme dans le
plan de £ un ensemble feme 0 qui
ne contient pas le point % s o

 #

En effet, s
f
il contenait le point

% st o , il faudrait qu'une au moins
des racines de I

1
 equation Q<χ,o)so

soit contenu dans 6r Mais cela est
impossible car, coπme on le voit de
la forme meme de I'equation (1), tel
point x< est un point singulier fixe
de notre equation.

D^signons par ί ( > O la distance
du point 2 = 0 & P ^

a
 f onet ion

P<Λ i ) / Q <*/$-) est evideiπment
holomorphe pour

on a

et, par suite,

D'apres I
1
estimation bien connue au

moyen de la serie majorante, la
solution de (1) qui prend la valeur
2 => $0 pour x * x

0
 est holomorphe

=: I (

et

< 2

pour ces valeurs de x
maintenant un cercle

Decrivons

Soit M la valeur maximum de | P/α 1
dans cette region.

Puisque P est simplement connexe^
nous pouvons construire une famille
des courbes simples L <

χ
) joignant le

point x
β
 au point x« sur la fronti-

erfc de F
;
 possedant les propriέtes

suivantes:

(ί) Tout point de p' autre que
X

β
 se trouve sur une courbe L,(χ)

de cette famille et sur une seulement

(2) Soient κ et x,' deux points sur
la frontieres de F Lorsque x' tend
vers x , la courbe L<

χ/
> tend uni-

formemβnt vers L(χ) .

Alors pour demontrer notre propo-
sition, il suffit de faire voir que
'Φ'Xxy pent 3tre prolong^ rέguliere-
ment le long de chaque L, < x).

Soit Lcα) une de ces courbes.
Prenons une valeur initiale ^

o
 telle

Soit x, un point d
f
intersection de

C1 avec "L («) et Ji la valeur
correspondante de *y • Si

on a

et

Done la solution prenant la valeur
^ pour x =

 %
ι est holomorphe pour

lκ- χ.1 < J (i- e"
5
^
7
^) a zr,.

En designant par x
z
 le point

d
f
 intβxtsection du cercle

avec L fa.) , nous repetons le raisonne-
ment analogue.

Ce procede du prolongement peut
etre crbntinue jusqu'au cercle C

N β

- 122 -



Done, si nous designons par D
κ
 la

region a l
!
intβrίeur de C

k
 , %i <%)

peut Stre prolonge reguliέrement dans
la region D ^ D

z

v
 ,. ^0

K

Cr la somme infinie
-a.
krM '

LElftlE, S i t e s t un noxnbre
suffisamment p e t i t , » <-*>> *Oj ^ >
et J (x, χ9> SK») sont holomorphes e t

est evidemment divergente, on peut
choisir un entier positif N CΛ) de
telle maniere que

Alors, si

Φ <*) peut etre prolonge le long du
chemein L(

4
) et represente une

fonction holomorphe dans une certaine
region contenant L <*•) dans son
interieur.

Puisque la frontiere de p est un
ensemble compact, il exists un entier
positif N plus grand que tout N <*•) „
Par consequent, si l

f
on choisit 3-

β

de telle fa^on que l
f
on ait

pour X € 1>0|< i .

on peut prolonger I1 element r
regulierement le long de chaque L
Notre proposition est ainsi demontre

β

F etant simplement σonnexe, la
fonction £( x, x

 ;
 £• ) ainsi

construite est une fonction uniforme,
et, comtne on voit de la discussion
faite plus haut, ) »<*»*•, 3.* I < x
sur p

;
 .

3i nous faisons le prolongement
analytique dβ *¥>ix> le long d*un
contour ferme C contenu dans F qui,
a partir de x o , tourne autour du
point It une fois dans le sens
positif sans franchir les coupures
issues de |^ , ί

3
 , , %

f
 ̂ _

nous obtenons un autre element *p(*>
de la meme fonction, A partir de cet
element, nous construisons une
nouvelle branche J <*,

 x
*>2*> de la

meme fonction par le prolongement
analytique le long de tous les chemins
dans F' . Alors, par le raisonnement
analogue, on peut demontrer le lemme
suivant.

3
#
 Nous allons maintβnant chercher

I
1
expression analytique valable

autour <Ju point singulier It de
la fonction % Cx, χ

0
, ̂

σ
> que

nous venons de dέfinir dans le
paragraphe precedent.

Afin d
r
evitβr la complication dans

le calcul, nous supposons que ξ
t
 » o

 t

Soit Δ lβ domaine annulaire

contenu dans F • Si

x^Δ , UK x ,
^ % a est une fonction holomorphe
de x et de £

 P a Γ
 suite, on peut

y έcrire liquation (1) dans la
forme suivante:

ou j\ <%> , fz
(χ
) > ••• sont dβs

fonctions uniformes et holomorphes
dans Δ DeVeloppons - les en series
de Laurent absolument convergentes
dans Δ comne il suit:

En particulier, nous posons

et supposons que Λ ne soit pas un
nombre rationnel.

Soit Xs^l un point quelcqnque de
Δ . ΪC^i^o, ̂

#
) peut Stre regarde

comme la valeur a x * n d
f
une branche

de la solution de (1) prenant la
valeur initialβ # =. % < y, χ+, $>)
pour X : ij Done, en regardant
$ (x

t
 x^ g

c
) comme fonction de * et

\/
 o n

 P ut ecrirede o n ecrire
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S o i t un doraainβ defijni par

= {

o u £ e s t u n n o m b r e p o s i t i f c h o i s i d e
t e l l e f a g o n q u e l a c o n c l u s i o n d u L e m m e
s o i t v r a i U " < η > e s t u n d o m a i n e
o u v e r t d a n s l e p l a n d e ty . D e p l u s ,
i l q o n t i e n t l e p o i n t jj ss o d a n s s o n
i n t e V i e u r , p a r c e q u e , c o m m e o n l e v o i t
d e l a f o r m e m e m e d e l

f
 e q u a t i o n ( 1 ) ,

p o u r ^
Λ
s = o

l e p l u s g r a n d c e r c l e c o n t e n u d a n s l a
f e π n e t u r e d e X J - C f ) ^ S i I

1
 o n f a i t

v a r i e r 7f d ' u n e m a n i e r e c o n t i n u e d a n s
Δ , p(*l) s e c h a n g e r a a u s s i c o n t i n u -

m e n t . D o n e , Δ ^ t a n t u n e n s e m b l e
c o m p a c t ,

/ ss M m

A l o r s l e d o m a i n e

Φ < f
s e r a c o n t e n u d a n s c h a q u e

Si et lϊoί l a f α n c t i o n
5 ( * >

 x
*, ̂ >

 S θ r a u n e
 f o n c t i o n

h o l o m o r p h e e t u n i f o r m e d e K D o n e ,
d ' a p r e s l e t h έ o r δ m e f u n d a m e n t a l d e
l i q u a t i o n d i f f e r e n t i e l l e ,

Bn substituant 1!expression (4) dans
(5), on a

ctx
*

O r , %(*, Xoj 8 « ) e s t a u s s i u n e s o l u -

t i o n d e ( 1 ) e t | 3 ( < ί P o u r
 x 6

 ̂  *

e l l e s a t i s f a i t a l
f
e q u a t i o n ( 2 ) . O n

a d o n e

P u i s q u e I
1
e q u a t i o n (6) e s t v a l a b l e

p o u r t o u t e 9 (*-, **, # « ) > 1 3 * 1 < £ ,
o n t r o u v e , e n έ g a l a n t l e s t e r m e s d e l a
m e m e p u i s s a n c e d e ^ d a n s l e s d e u x
m e m b r e s d e ( 6 ) ,

e s t u n β f o n c t i o n h o l o m o r p h e e t u n i f o r m e
d e k e t d e £ ί x , χ

Λ /
 ?

β
) s i x ^ Δ e t

I y C a c , α r
# i
 > « > ! < f . P a r s u i t e , o n

p e u t d e V e l o p p e r R ^ * , ^ ) e n s e r i e c o n -
v e r g e n t e o r d o n n e e s u i v a n t l e s p u i s -
s a n c e s c r o i s s a n t e s d e £ c o m m e i l s u i t

o u u r
o
c χ > , w , ( χ >

 f
 ... s o n t d e s

f u n c t i o n s u n i f o r m e s e t h o l o m o r p h e s
d a n s Δ D e p l u s ,

puisque J

C o i r n n e ^

5 o p o u r j r o .

e s t u n e s o l u t i o n d e ( l ) ,

e t
 I ^ I < ~ p o u r X * Δ

 9
 e l l e s α t i s -

f a i t a 1 " e q u a t i o n ( 2 )

u n p o l y n o m β e n f ,

I l . s ' a g i t d e d e t e r m i n e r *w
%
 , ur

λ 9

•
 β

 d e c e s y s t e m e d e s e q u a t i o n s c o m m e
f o n e t i o n s h o l o m o r p h e s e t u n i f o r m e s
d a n s A E *

1
 r e m a r q u a n t q u e

. + 4 f ^ * ^

e t q u e Λ n
f
e s t p a s u n n o m b r e r a t i o n n e l ,

o n o b t i e n t , a p r e s u n c a l c u l t o u t a
f a i t e l e m e n t a i r e ,
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'Wu J f.
Done

k
 est un

en f< nβ
Comme on voit facilement,
polynom de f< ***** ds^re f
contenant pas de terme indέpβndant
de \L c Done, en or dormant V ex-
pression

suivant les puissances croissantes de
f< , on a ^

ϊ
 S

ou est une serie entiere de
£ coiϊimenc

ι
ant par le terme de degre

au raoins egal a $. et dont les co-
efficients sont des fonctions uni-
formes et holomorphβs dβ x

Puisque 1*expression (S) satisfait
formellement a l

f
equation

ou V
#
 6t) est une fonction uniforme et

holomorphe dans Δ . 3i nous faisons
le prolongement analytique le long
d

f
un contour ferml contβnu dans Δ

tournant autour de l'origine une foiβ
dans le sens positif^ u

t
tχ,ϊ) se

changera en υ
(
cx

;
 £)

 #
 Par suite

Or, en se rappelant la definition de

U
9
 , on a

ou ^cx) , <
t
ίx> ,

fonctions uniformed de
sont des
. Done

Ainsi, par (12), (13) et (14)

quelle que soit la valeur de f* , on
trouve, en substituant I

1
 expression

(8) dans (9) et en egalant les termes
de la meme puissance en \* dans les
deux membres de cette equation,

Puisque cette relation est valablβ
pour toute y (*,**. 9*), IJfi ί < €
et que p et ^aτι

'
Λ
 sont des con-

stantes indlpendantes de ^^ , on a

Ensuite, 1 'equation (10, 2) nous
donne

27
 C ' ^

βtant uniforme βt holomorphe
dans A

 P a r
 suite, on a

Rempla^ons ^ par la solution
y < *> * , £**> dans ces equations. Alors
le premier membre de l

f
equation (10,

k) sera έgal a **}£,.. De liquation
(10, 1), on a

Cependant, comme nous avons remajί que'
plus haut, Ί U C X ^Λ est une serie
entiere de ^ ne contenant que des
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termes de degre au moins egaux a 2
Done u

κ
t*

t
 $ > ne peut pas contenir le

terme du premier degre en p. , d'ou il
resulte

De meme, on obtient en generale

V^ζxy etant une fonetion'uniforms et
holomorphe dans Δ que I

1
 on peut

calculer par quadrature. Par consequ-
ent

Pour obtenir I
1
expression analy-

tique de &<*, **,},) , il suffit de
faire un prolongement analytique de
J le long d

ι
un contour tournant

autour de l'origine une fois dans le
sens nlgatif. On trouve ainsi

THBORBiE Spit Λ. - o un point
singulier fixe isolέ de 1

!
equation

(1), et a ~ 9 <*> **, 9o) une solution
prenant la valeur initiale ii

0
 pour

X s Xt Si )J
β
| est suffisamment

petit et si le residu λ de
V V U G O a x = o n

f
est pas un nombre

rationnel, f <*, **, $* > a des
branches dont les expressions sont
de la forme (15) dans le domaine
annulaire autour de l'origine ne
contenant aucun des points singuliers
fixes,

Notre resultat peut s^tendre, sous
certaines conditions, au cas ou Q.k(χ) >
4
K
Cx) sont des fonctions multiformes.

Kais ici, nous ne discuterons pas en
detail sur ce sujet

(*) Re9u le 17 3ep 1953

Institut de Technologie a Tokio

On peut facilement verifier que les
fonctions v, c%) , V

x
c%) > ••• ont

t

en generale, un point singulier es-
sentiel a l'origine Mais, αuand
l'origine est un pole de f, , f

χ
 ,

. . au plus de premier ordre, \r
t
 ,

v
% 9

 ... sont toutes holomorphes a
l'origine

Dans ce cas, notre resultat coin-
cide avec celui de Briot et Bouquet.

Dans la discussion faite plus haut,
nous avons suppose que les points
singuliers fixes de liquation (1)
soient en nombre fini Mais, quoiqu

1

ils soient en nombre infini, notre
conclusion subsiste encore, a con-
dition que l'origine soit un point
singulier fixe isole' Pour le demon-
trer, il suffit de faire une modifi-
cation convenable des doraaines F
et p' Nous soαmes ainsi arrive au
thloreme suivant

β
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