SUR LES SOLUTIONS AUTOUR D'UN POINT SINGULIER FIXE

DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE

Par Tosiya SAITO
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Considerons une equation
différentielle

2y

d

l.

Fex,

ou fex,y) est une fonction analy~
tique en x , et rationnelle en % .
Les points sxnguliers de la solution
générale de cette équation sont de
deux sortes, Les uns sont des points
singuliers fixes qui sont communs pour
toutes les solutions, Les autres sont
des points singuliers mobiles qui
peuvent se varier avec la solution
considérée, Comme on sait, la solu-
tion est algébroide en o dans le
voisinage de chaque point singulier
mobile, Contrairement, les points
singuliers fixes sont, en générale,
des singularites transcendantes de la
solution, et sauf le cas simple étudie
par Briot et Bouquet, nous ne savons
rien concernant l'expression analy~-
tique des solutions autour de telle
singularité.

Dans ce mem01re, nous nous pro—
posons de generaliser, dans quelque
cas particulier, les résultats
classiques de Briot et Bouquet, et
donnons une expression analytique de
1a solution autour d'un point singuli-
er fixe isolé,

2. Dans ce qui suit, nous
envisageons une equatlon
différentielle

dy | $P )

ox Q(x, 1) )

P(x,J)— Z_,acx)y. “
K=aq
R

Q(x,z): > g“(g)g_
K=o ’

ol aw(x) » ®(x) sont des fonctions
analytiques et uniformes de x , et
$Pcx, 4y et Qex,4) sont, pour
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x quelconque, premiers entre eux,
Afin de simplifier la discussion qui
va. suivre, nous supposons que les
points singuliers fixes de cette
gquation soient en nombre fini.

Tragons dans le plan de % un
cercle assez gra?d

7 (xt=R>o0
Soient
)CRE‘) x.—.;z - a 5 x_,;’

dés points singuliers fixes contenus
a 1'intérieur du cercle [° . Nous
décrivons un cercle

Y P lx-50=7

autour de chaque 3« , ou le nombre
positif v est choisi suffisamment
petit de sorte due les cercles [

i, Yo, eesess ¥p sont dis-
joints 1'un et l'autre.

Désignons par F le domaine compact

)

{)C} ‘N‘.l é R, "K—;k‘ .Z_T) =4 a,

Si nous Jalgnons chaque point x = ;K
au point & 1'infini par des coupures
mutuellement disjointes, le domaine
F sera rendu simplement connexe au
moyen de ces coupures, Nous le
désignerons par F’,

Soit T o un é1ément de la

fonction analytique prenant la valeur

Yo au point x =3¢, arbitrairement
choisi dans £’ , et satisfaisant &
1tédquation (1), Si 1%l est suffisam-
ment petit, il représente un élément
holomorphe. En faisant le prolonge-
ment analytique de cet élément Woxy ,
le long de_tous les chemins contenus
dans F’ , nous obtenons une fonction
analytique satisfaisant a 1'équation
(l) a chaque point de F', Nous la
désignerons désormais par %(x, %o %),



Nous allons d'abord montrer
que 4 (x, %, y,) est partout

holomorphe sur F” si ly,l est suffisam-

ment petit.

Soit & un domaine compact défini
par

G={x; JxI{R+F
{=~%l 2 { , k=12, ?}

Lorsque x parcourt dans le domaine
@ tout entier, la totalite des
valeurs de 3 qui satisfont & 1!
équation Q(x,4) =0 forme dans le
plan de $ un ensemble fermé D qui
ne contient pas le point $ =0 .
En effet, s'il contenait le point
$=0 , 11 faudrait qu'une au moins
des racines de l'équation Q(x,e)=0
soit contenu dans & . Mais cela est
impossible car, comme on le voit de
la forme meme de 1'équation (1), tel
point x est un point singulier fixe
de notre équation.

Désignons par § (> <) la distance
du point y=o0 a D . La fonction
Pix, 43 /@aix;4) est évidemment
holomorphe pour

§

xeGq st s 3

Soit M la valeur maximum de | P/ al
dans cette région,

Puisque F’ est simplement connexe,
nous pouvons construire une famille
des courbes simples L (x) joignant le

int x, au point % sur la fronti-
ére de F’ possédant les propriétés
sulvantes:

(1) Tout point de F’ autre que
X, se trouve sur une courbe 1, {(x)

de cette famille et sur une seulement.

(2) Soient x et x’ deux points sur
la frontifres de F . Lorsque x’ tend

vers X , la courbe 1_,(7:') tend uni-
fomment vers L (x) .

Alors pour demontrer notre propo-
sition, i1 suffit de faire voir que
B (x) peut Btre prolongé régulidre-
ment le long de chaque L.¢x) .

Soit L.¢a) une de ces courbes.
Prenons une valeur initiale 4, telle

que l'on ait 5
o< {%1 < m :

N étant un entier positif assez
grand., Si

‘ T -
x-x 1<z 1y Jo 1< 1%l

on a

2c &, l1<zlglcd

et, par suite,
[sB1 < 215 M,

D'apres l'estmatlon bien connue au
moyen de la série magorante s la
solution de (1) qui prend la valeur
g = 4, pour x =x, est holomorphe
pour 1801

% ~=xal < {(1-6*”"‘”‘)

kS
- T - e AMT )
2(1 ¢

et
1Y < 21%)
pour ces valeurs de x . Décrivons
maintenant un cercle
C,: Ix-%l =7,
Soit =, un point d'intersection de

Cy avec L.¢a) et Y4 1la valeur
correspondante de 4 . S5i

T
‘x"xll <‘z , ’ﬂ",“< l?o‘}

on a
xeq) 141 < 31%:1<

Mon

et
P .
g 24 < 31m1-M,

Donc la solution prenant la valeur
Y, pour x =X, est holomorphe pour

1
Ix-x 1< 3 (1-¢ 377) =27,

En désignant par x, le point
d'intersection du cercle

: X=X | =T,
CJ. ‘ .,

avec L, (a) , nous repetons le raisonne-
ment analogue.

. Ce procédé du prolongement peut
etre continue jusqu'au cercle Cy .



Done, si nous designons par Dk la
reglon a l’interleur de Cy B ¢x)
peut étre prolonge regulierement dans

v
la région D, D, ...V D.
Cr la somme infinie
oo °° - ————1
I = ( 1L-¢& kYM)
K=t k:z ’

est évidemment divergente, on peut
choisir un entier positif N ca) de
telle maniére que
e € DN(a) .
Alors, si
&

beat < 2,(N€M+1) )

B (xy peut etre prolonge le long du
chemein L, (a) et représente une
fonctlon holomorphe dans une certaine
region contenant L, ¢a) dans son
intérieur.

Puisque la frontiere de F' est un
ensemble campact, il exists un entier
positif N plus grand que tout N<(ay,
Par conséquent, si l'on choisit %,
de telle fagon que l'on ait

5
V4ot —_—

ot < 2(N+1) ,

on peut prolonger 1'élément PBexs
regulierement le long de chaque L,(x) .
Notre proposition est ainsi démontré.

F’ &tant simplement comnexe, la
fonction 4(=x, Xe, o ) ainsi
construite est une fonction uniforme,
et, comme on voit de la discussion <
faite plus haut, | #(x,x. 4>} < 3
sur F’ .

31 nous faisons le prolongement
analytique de Fx) le long d'un
contour fermé C contenu dans F qui,
a partir de *, , tourne autour du
point ¥:¢ une fois dans le sens
positif sans franchir les coupures
issues de §, , §; , cseses § 2
nous obtenons un autre élément "p(x)
de la méme fonction. A partir de cet
€lément, nous construisons une
nouvelle branche $(%, %, 4.5 de la
méme fonction par le prolongement
analytique le long de tous les chemins
dans F’ Alors, par le raisonnement
analogue, on peut démontrer le lemme
sulvant.
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1BME, Si € est un nombre
suffisamment petit, ¥ ¢=x, %q, 307
et §(x,x, %) sont holomorphes et

by Cx, xo, 031 € 3.' ,
- &
Iy (x, x, 40 < 5

]

pour X € F’ ‘et 14y,1<E€ .

3, Nous allons maintenant chercher
ltexpression analytique valable
autour du point singulier ¥, de
la fonction Y <(=x, %, §,) que
nous venons de définir dans le
paragraphe précédent.

Afin d'éviter la complication dans
le calcul, nous supposons que E, =0 ,
Soit A le domaine annulaire

A={x)' faé‘x‘gfz}
contenu dans F . Si
'y
xep i< g,

P/a est une fonction holomorphe
de x et de 4 . Par suite, on peut
y écrire l'équation (1) dans la

forme suivante:

= famgr Loy’ .- @
ou fiexy , k¢xy , ... sont des
fonctions uniformes et holomorphes
dans A . Développons ~ les en séries
de Laurent absolument convergentes
dans A comme il suit:

foeo =3, fk ¥ ke 2 (B)

En particulier, nous posons
fﬁ’-1 = A

et supposons que A ne soit pas un
nombre rationnel,

Soit x= 1( un point quelconque de
D . §(n,%e 4,) peut étre regardé
coamme la va.leur 4 x=7m d'une branche
de la solution de (1) prenant la
valeur initiale y = y (%, x,, %)
pour x=x=7 . Done, en regardant
) (x, %, y,) comme fonction de X et
de 'H"‘ 7‘0 PRI peut écrire

= R (!) ’5(7"’ o, 3")) v



Soit W) un domaine défini par
Uep ={ y¢q,%0, 9. s Inicel

ou £ est un nombre positif choisi de
telle fagon que la conclusion du Lemme
soit vrai. U<(n) est un domaine
ouvert dans le plan de 4 . De plus,
i1 contient le point 4 = o dans son
intérieur, parce que, come on le voit
de la forme méme de l'équation (1),
Yy(x, x yso pour Y=o .
Solt . “ 80 °

Cop: ly1=fm>e
le plus grand cercle contenu dans la
fermeture de W (3> ., Si 1l'on fait
varier 7 d'une maniére continue dans
A, pip) se changera aussi continu-

ment., Donc, A %tant un ensemble
compact,,

f=Manpar>o,
ned
Alors le domaine

4 < P
sera contenu dans chaque ¢ 7,

1€ 4 -

51 xefA et 14.1<€ | 1a fonction
Y (z, %, 3,5 sera une fonction
holomorphe et uniforme de X, . ‘Donc,
4! apres le théordme fondamental de
1téquation différentielle s

3.(:: Xe §o) = R(z y (x, x.,éo))

est une fonction holomorphe et uniforme
de x ot de $(x, %, o) st xX€A et
¢, %, $o>I< P . Par suite, on
peut developper R, %) en série con-
vergente ordonnée suivant les puis-
sances croissantes de 4 comme il suit

5 = R (":‘J): w,ix) t Wi Y+ ..‘) 4

ou  Wo (%> s Wi{x) , ... Sont des
fonctions uniformes et holamorphes

dans A . De plus,
W (x) T o

puisque 5 =0 pour §y=zo ,

Comme § est une solution de (1),
et )5[(% pour x¢ AA , elle satis-
fait 4 1'équation (2)

d - ~2
2% :f)(‘)‘),g+£(x)g’..~ , (5')

- 124 -

En substituant l'expression (4) dans
(5), on a

ZdwkgK*ZﬁWksk-'%

d
= Lf (Zw;1 »*
Or, ¥(x, %o, §,) est aussi une solu-

tion de (1) et ig(<§ pour x ¢ A

elle satisfait
a done

Pyt + S kw4 LA "
= 5Lf (L V¥ J) )

Puisque 1'équation (6) est valable
pour toute Y (X, x,, 4,53, Y1 <€ ,
on trouve, en egalant les termes de la
meme puissance de Y dans les deux
membres de (6),

3 1'équation (2). On

4w,
ax

ﬁ_b.‘,." = -‘f’wg + cwgz- w')fz) (”'2)
dx

= o, 1)

. 8 Y Al A

d Wy =~ (K-l)f.wk"' Pk(f/w),

L

odx

1, k)

PYEY - A +

T thw)étant un polynome en f, ,
’fz 3 eevey fk s W, Wy 3 eeeey
VK_' .

Il s'agit de déterminer w, s Wi o,
..o de ce systéme des équations comme
fonctions holomorphes et uniformes
dans A . FEn remarquant que

(x) = 2 4 f -
foo = o e D fe e
et que A n'‘est pas un nombre rationnel,

on obtient apres un calcul tout &
fait elementaire s

w, = p = comst,
-f{: dx ff dx

W, = € e rt'-r")fd"‘



(x-:)ffdx
P ax,

- (k-0 )4 dx
Wy = g j J

LI . . -

Comme on voit facilement, wy est un
polynom de K '€"€ davré en ne
contenant pas de terme indépendant
de p . Done, en ordonnant 1'ex-
pression

:;. = gy +‘§£wk(x, rt)'yk

suivant les puissances croissantes de
p ,ona

-~ haned [
y = Z_, Uy (%, y) ®
ou U, (%, 4) est une série entidre de
Y commenqant par le terme de degré
au moins égal a & et dont les co-
efficients sont des fonctions uni-
formes et holomorphes de x .,

Puisque 1'expression {8) satisfait
formellement a 1'équation

23 2y a
'a";;"";g(f.}*ﬁ?* )
=£3+ L5 - )

quelle que soit la valeur de H , on
trouve, en substlt,uant 1l'expression
(8) dans (9) et en égalant les termes
de 1a méme puissance en K dans les
deux membres de cette équation,

(§3+
3“1 RPN
+5—5Cf.ﬂ*£5 D=

LT
2x
B,
X

3+--~)..fu

r/o"i)

fu fu (16,2)

L e

'Buk 3““( + 5_’.~«.)
= fu“+Z/Z, f"" Upp, = Han,  (10,R)
J-l m, 4 +MJ—K

Remplagons par la solution
J(x, %, 4,ydans ces equations. Alors
le premier membre de 1'équation (10,
k) sera égal a ““}/ De ltéquation
(10, 1), on a
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du,
= 7
s 4
Dene
fdx

u=(Ce J C'zxv x5 14
on V; (x3 est une fonction uniforme et
hclomorphe dans A . 3i nous faisons
le prolongement analytique le long
d'un contour fermé contenu dans A
tournant autour de l'origine une fois
dans le sens positif, u,(x, §) se
changera en U, (x, 5) +» Par suite

— - {
U, U, (x, YY) = e" KU:"‘,J), (r2>

Or, en se rappelant la définition de

U, , ona
2
“,(",g):ﬂ"“’(,(")ﬂ + e 13)
ou of(x) , ®zex>y , ,,, sont des
fonctions uniformes de x , Donc
Gz § o+ A (Y e
('S}

= py Al(x)éld» -t

Ainsi, par (12), (13) et (14)

wEA

v 2
(}«- e’ 3Y + (Az(x)- e" :(2(;))3

> o,

Puisque cette relation est valable
pour toute Yy (X, X, 9,) g i< €,
et que et e""‘ sont des con-
stantes indépendantes de y, , on a

2w
r( =
Ensuite, l'equation (10, 2) nous

donne
r fhax ffd‘" 2
uz = C ef + fzu; ax

’ 2, ..
- e o

Sfax
e

szv(x)'r(cx (*)

Vp(X) &tant uniforme et holomorphe
dans A . Par suite, on a

= U, (x, g)

» 2 2
= pC Ty v K(CxP) Y
Cependant, comme nous avons remarque

plus haut, Uy(x,y> est une série
entiere de 4 ne contenant que des



termes de degré au moins égaux a 2.
Donc w,(x, §> ne peut pas contenir le
terme du premier degré en k , d'ou il
résulte

’
C'=ze , Uas= (C’( ) h (%),
De méme, on obtient en générale
Uy = (C‘x‘)ka(n,

Vi (X2 &tant une fonction uniforme et
holomorphe dans A que l'on peut
calculer par quadrature. Par conséqu-
ent

[-od
- PR K P
‘ué (¢« vk , p=e

Pour obtenir l'expression analy-
tique de ¥(z,x, 4,) , il suffit de
faire un prolongement analytique de

4 le long dtun contour tournant

autour de 1'origine une fois dans le
sens négatif. On trouve ainsi

P
H €x,X%s,4,) = Z (Cx*)&v‘-‘(x)’ (/5)
K =i

On peut facilement vérifier que les
fonctions V(%) 5 V(%) , oo oOnt,
en genera.le, un point singulier es-
sentiel a l'origine. Mais, quand
l'origine est un pole de §, , R
ees au plus de premier ordre, «, ,

Y. , ... sont toutes holomorphes a
l'origine.

Dans ce cas, notre résultat coin-
cide avec celui de Briot et Bouquet.

Dans la dzscussion faite plus haut,
nous avons suppose que les points
singuliers fixes de 1'équation (1)
soient en nombre fini, Mais » quoiqu’
ils soient en nombre infini, notre
conclusion subsiste encore, i con-
dition que l'origme soit un point
singulier fixe isolé. Pour le démon-
trer, il suffit de faire une modifi~
cation convenable des domaines F
et F ' . Nous sommes ainsi arrive au
théoreme suivant.
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THEOREME. Se¢it X =0 un point
singulier fixe isolé de 1'équation
(1), et 4§ = ¢ ¢x, %, 4o) une solution
prenant la valeur initiale ¥ pour

X=x, « Si IJ,1 est suffisamment
petit et si le résidu A de
a8, /e(xy & x=0 n'est pas un nombre
rationnel, P(x,%, 4> a des
branches dont les expressions sont
de la forme (15) dans le domaine
annulaire autour de l'origine ne
contenant aucun des points singuliers
fixes,

Notre relsultat peut, s'étendre, sous
certaines conditions, au cas ol Qu(x) ,
4c(x) sont des fonctions multiformes,
Lais ici, nous ne discuterons pas en
détail sur ce sujet.

(*) Regu le 17 Sep. 1953,
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