
Zϋti BEWEIS DER VEBAILOEMEINERϋNG DES FIXPUNKTSATZΞS

Von Hukukanβ NIKAIDO

Essei X eine kompakte, konvexe
in einem n-dimensionalen Eukli-

dischen Raume, und /c%> eine trans-
formation, die ftir alle Punkten xe X
definiert ist und als ihre Werte
abgeschlossene, konvexe Untermengen
von X hat /(*) heisst nach
oben halbstβtig, wenn: aus x

H
 -* x ,

^
n
 _* ̂ und y

n
 € /( Xn) folgt

Pίir jede nach oben halbstetige Jcx)
von X gibt es einen solchen Punkt
X , dass X € /<*; . Diesβ Ver-
allgemβinerung des Brouwerschen Pix-
punktsatzes wurde von J von Neumann
[2] initiert und von S. Kakutani [2]
aufgestellt und bewiesen. Letztllch
hat K Fan [3] diesen Kakutanischen
Satz auf lokal konvexe topologische
lineare R£ume erweitert; dabei heisst
/ u ) nach oben halbstetig, wenn es
fur jede /ex; enthaltende offene
Menge O ©ine solche ϋmgebung von
X gibt, so dass f(Wχ) C O
Eine solche Verallgemeinerung des
Fixpunktsatzes ist sehr wϋnschens-
wert urn so mehr, als man mit den in
der Neumannschen Theorie der Gesel]-
schaί'tsspiel relevanten Minimaxsa*tze
mittels dieser Verallgemeinerung
glatt verfahrt Unser Zweck ist
nicht es, eine wβitere Verallgemein-
erung der oben erwahnten 'Vβrke zu
versuchen, sondern es, einen anderen
Beweis der Panschen Verallgemeinerung
des Kakutanischen Satzes zu zeigen,
auf Grund einer Charakterisierung
der kompakten kengen in einem 3okal
konvexen topologischen linearen
Raume, die zwar schon von M Hukuhara
[4] festgestellt ist, die wir aber
in dieseir; Wβrke von der Pseudo-Norm
unabhδngig beweisen wollen

β

Charakterisierung der kom-
pakten iί.engen*

L sei ein topologischer l ine-
ar er Raum, der durchweg fίir lokal
konvex angenomiDen sei«

Eine stθtige auf einer Unteπnenge
von U erklarte Abbildung in U. *
x v $ U ) , h e i s s t U -VerschSeb-
ung, wenn es eine solche Omgόbung des
Nullpunktβs \J g ibt , d a s s i t x ) ~ x ^ U
fύ*r jeden x in ihrem Definit ions-
gebietβo

Nun beweisen wir den die kompakten
Aίengen von U charakterisiβrenden

Satz Ist X eine kompakte
Menge in L , so gibt es fair jede
beliebige u eine U-Verschiebung,
die X auf eine Euklidische kompakte
ft'enge abbildet. Umgekehrt, wenn
eine abgeschlossene Menge x in einem
vollsta'ndigen U fur jede {J auf
eine kompakte Menge U-verschoben
werden kann, so 1st X kompakt.

Dieser Satz ist ja eine Verall-
gemeinerung der Alexandroffschen
Charakterisierung der kompakten Mengen
in einem separabelen Hilbβrtischen
Raume in zieclich allgemeine lineare
Ra'ume.

Wir mogen annehmen, dass die zu
betrachtenden Umgβbungen des Nullpun-
ktes alle konvex und symmetrisch
seiβn

Nun ist L als eine topologische
Gruppe ein rβgularer Raum, also na-
tίirlich Hausdroffsch. Andererseits,
da X eine korapakte Untermenge von
L ist, ist X als ein Hausdorff-
schβr kompakter Raum normal,

Sei U eine beliebige ϋmgebung
des Nullpunktes

Dann gibt es filr jeden x * X
eine solchθ Umgebung Vx des Null-
punk tes, dass

U) V "
X
)

Λ
 X C(%+U) A X.

Sodann, aus der Kompaktheit von
X folgt, dass man ein solches Sys-
tem von endlich vielen Punkten *

v
* X

finden kann, das genUgt:

U) X C K+

Da X normal i s t , fΠr jede i gibt
es eine ree31β s t e t i g e , auf X de-
f in ier te Punktion, ψi%) , so
dass Ti

x 4 *L + U ,
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und f.tx> i 1 fUr jedenx*X,

Es ist leicht zu sehen, dass

s

(I) Σ. V*> > 0

ftfr jeden > * X

( I I ) Aus f vcx> > 0 f o l g t x « o .4+

Bβtrachten wlr die s t e t i g e Ab~
bi3 dung

wobei C <-**/**/
HUlle von { α.

v
;

die konvexe
bezeichnet.

Wir zeigen, dasa die oben erhaltene
eine TJ-Verschiebung 1st,

In der Tat, da, wiβ oben gesehen
ist, aus f»vtx> > 0 folgt -χ-*te 0
und, da \J konvβx ist, haben wir
sofort
Iιx> - x « - x

U

ί'ur jθden

Umgekehrt, sei angenominen, dass
eine abgeschlossene Kenge X in
einem vollsta'ndigen U bei jeder
beliebigen U auf eine kompakte Menge
U-versohoben werden kann

Ware X nicht total beschrSnkt,
so gltbe es eine solnhe Punktfolge
\ t«\ C X , dass Γύr l^ j C

v
 - Cj ̂ U ,

wo bei y eine geeignetθ IJpigebung
ist.

Sodann wShlen wir eine ϋmgebung
des Nullpunktes V > di© erfUllt:

V - V + V c U

Sei $tx^ eine V-Verschiebung,
die X auΓ eine kompakte ίίenge ab-
bildet Da 3KX) kompakt ist,
fur geeignete χ

0
 und J. (i % j* )

so haben wir

V-
was der Annehmung widβrsρricht« So-
Eit muss X total beschr»nkt sein

Und X ist notwendigerweise kom-
pakt als eine total beschra'nkte abge-
schlosaene Mengβ in einem vollstδndi-

Fixpunkts&tze

Nachdem die Existenz der ϋ-Ver-
sohiβbungen fίίr X festgestellt
worden ist, 1st es leicht zu bβweisen
den Fixpunktsatz ftir eine stetige
Transformation, x — > /tx) , die
eine konvexe kompakte X C L

 i n

sich abbildeto

Zum Bewβis des Satzes sei U eine
beliebige ϋmgebung des Nullpunktes
und § ex) eine ϋ-Verschiebung,
die X auf ein Eukl idlsches Kompaktum
M abbildet; verm6*ge unsβrer Kon-
struktion von $cx> haben wir

Wir bezβichnen ltdt C ί M ) die
konvexe HUllθ von M «>

Nun bildet die stetige Abbildung,
% -v §(icx» , C C M ) in CCM) ab,
und, nach dexr. Brouwβrschen Fixpunkt-
satz, gibt es einen Punkt α «• C(M)c X »
so dass <*- — $ (ft*-)) •

Aber, da ϊ (
χ
> eine U-Ver-

schiebung ist, so besagt 4.

Somit haben wir, dass fίίr jede (J

eine nicht leere, abgeschlossene
Menge in X 1st;

So aus der Kompaktheit von X folgt,
dass

A
u
 * <j>

alle UL

Und die Punktβ e Q\* A
υ
 sind

natiίrlich die Fixpunkte von f tx>

Mttels der U-Verschiebungen kor»nen
wir auch die K«Fansche Verallgemei-
nerurug des ̂ eumann-Kakutaniscnen Fix
punktsatzes beweisen

5s seien E , P" topologische
RSume und ^CF 5 die Faxrdlie aller
abgeschlossenen Mengen in p « Eine



Abbildung E" * x — » f u ) * ^ )
heisst nach oben halbstetig, wenn es
fUr jede -ftx> enthaltende offene
Mβnge O θina Utngθbung \Λ/

X
 von x

gibt, so daas ^ W x ) C- O

Palls Fϋ βin linearer_Jiaura 1st,
bezeichnen wir mit ^ c Λ ^ )

 d i θ ϋ n
~

terfamilie von fJίlΓ) , die aυs
alien konvexen abgβschlossenen Unter-
mengen von £"" besteht.

Satz Es seien L und X wie
oben FUr jede nach oben halbstetige
Abblldυng *̂x> von X in ^
gibt es ainen solchen Punkt x.*
dass x e fuy «

Sei U eine Umgebung des Null-
punktes und J> ιx) e%ne V-Ver-
schiebung, nit V + V C U , die X
auΓ ein Euklidisches Kompaktian c X
abbildβt.

Wir bezeichnen, wie oben, rrJtCCA)
die konvexe HUllβ ̂ ) einar Untermenge
A c L

Dapn ist die Abbildung

Folglich haben wir, angesichts
(9),

c U.

Denn, erstens i s t 5 t x < > eine
V-Verschiebung und zwe itens i s t V
konvex

Da anderersoits
ist, haben wir

Cit) * e £ ̂ .{.

konvex

Somit haben wir gesehen, dass fur
jede

eine nicht leere, abgeschlossentί*^
Untermenge von )( i s t β

Dann, aus der Kompaktheit von
l t

nach oben halbstetig

In der Tat, s e i O
enthaltende oi'fene Kenge, die vermĉ ge
der lokalen Konvexitδt von L Γur
konvex angonowmen werden magβ Da
O natΐirlich ?C4ιx>) enthalt,
i s t ^ Λ θ ) eine j(x) enthal-
tende offene Untermenge von X ,
und fo lg l ich gibt es eine Uwgebung
Vx von TC , so dass ^ V X J f ζ

Daraus f o3,gt δ ( f ( W> X )) C O .
Aber, da Q konvex i s t , haben wir
auch C L § l f ( V * A X ) ) ] C O , was
besagt, dass die betrachtete Abbildung
nach oben halbstetig i s t o

Nun, weil die TransX'ormation,
C [ δ C 3 C C 5 X 3

in ^J
c
[CClCK)13 abbildet, gibt

es, nach dem Neumann-Kakutaβischen
Satz, einen Punkt α € C C ? C X ) 3 <- X >
s o das s

Nach (8) kann man ein System von
endlich vielen Punkten, 4j * "f O>
finden, so dass fiir gewisse ree31e
Zahlen 0; n i t β z> o , 57> ^ x

- i. V.

und fUr
x e ί ex)

fiir alle U

e /̂  > Hu haben wir

(*) Bβweis dafur, dass Ku In
X abgeschlossen i s t β

S e i ^ ^ X_ , Λ 4 f t Λ > + U
s o , da ^ ί β-> -+ U ) Λ X in X
abgeschlossen i s t , gibt es eine Um-
gebαng cies Nul3punktes \/ , die
genUgt:

V ) •*- Q ) Λ X = f

A n d e r e r s e i t s , g i b t e s , wegen der
H a l b s t e t i g k e i t von f t x ) , e i n e
Umgebung \y/α v o n ^ - , so dass
{CW X ) c jioy + g und v / , c α + V

Dann fur x €• \Λ/Λ n X haben
wir -x ^ j u u u
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