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Introduction. 1l. Le champs de
fonctions analytiques de variables
quelconques s’ étend aux champs de.
arithmétique, algébre, analyae, géomé -
trie, et scliences exactes, C'est un
fait, treés ASimple mais tout fondemen-
tal. On revera aux nouveaux problé-
mes qui y s’attachent. C’est une des
ralsons que nous avons commencé &
édtudier la théorie des fonctions ana-
lytiques de plusieurs variables.

, Revenons ar introduction de notre
Memoire I [5] : ol se trouve une
famille de problémes tout fondamentaux
reliés intimement les uns aux autres,

Esseéntiellement dit, c’est H.Behnke
et P,Thullen [ 21 qui ont poae ces
problémes avec des raisons 1’ Stre,
dont une est historique, et cela par
une methode tout a fait concréte,
precisement dit, en exposant un Ouvrage
de la mesure convenable. (Voir: Theo-
rie der Funktionen mehrerer komplexer
Veraenderlichen, 1934, specialement
pages 54, 68, 79,)

Par les Memoires 1-vi [5] , nous
avons falt un expériment pour savoir
la vole,

, Depgis lors, nous nous sommes,occupés
efforcement, avant tout, pour revoir
les rbésultats et méthodes, d’ou a par-
tir, dont nous exposerons, une partie
dans la Note actuelle, et 1’autre partie
dans ia Note suivante. Dont, nous al-
lons expliquer brisévement la raison.

2. H Poincare a repris un probleme
essentiellemeny importent pour la ci-
vilisatlon, 1’education étant comprise,
par exemple. Un probleme depuls 1la
lointaine, mais c’est lul qui en a pre-
miérement parler, explicitement. Mais
sans ,expliquer la raison profonde, ni
la méthode concrete, nous pensons ainsi,
C’est le probleme suivant:

, Probleme (a) - De quelle maniere le
découvert mathématique se présente 2

Et, 11 nous semble gue, c’est R.
Descartes qui a fournl la recherche,
que nous somme en train de faire dévote-
ment, avant tout, d’une méthode con-
venable de la représentation.

Pareilllement, 11 y a le probléme
que voici:

Probleme (A) - De quelle maniere
une étude d’une seule et la méme branche
des sclences mathématiques 8e pousse de
plus en plus per une seule et la meme
personne au sens propre ?

Naturellement, il y a, un ordre de
problémes, qui nous apparaissons, comme
e@nsemble, arithmetique, c est-a-dire,
dénombrable actuellement, entre (a,A)
et s etend aux deux cotes. Nous avons
décidé de les étudier éfforcément pos-

sible, pour 1’éclaircir plus ou moins
la matrice de la civilisation.

3, Specialement, nous semblons que,
les problémes (A), (a), pour fixer
1’1dée, possédent une seule et la méme
partie essentielle, autrement dit, ces
problémes se ressemblent & la partie
essentielle.

Et, ¢’ est pour 1 experiment criti-
que, pour affirmer notre idée ci-dessus,
visiblement, que nous exposons la pré-
sente Note,

4., La présente Note et la Note sui-
vante, comme ensemble, consiste en deux’
parties, dont: la partie I et la pre-
miére moitie. A de la partie II sont
mathematiquement exactes a nous; mais
le reste ne 1’est jamais, dont nous
expliquerons la raison: quoique nous
en avons examiné le mode de raisonne-
ment, ¢ etait sans papler, nous y avons
quand mem9 parcouru 1e champs des logi-
ques mathématiques ol 1’ intuition pure
ne demeure plus, sans doute,

5. Donc, naturellement, du pre-
sente Note, ne se présente agucune re-
striction pour le lecteur pour étudier
le champs actuel et exposer le resultat,
nous pensons ainsi,

6. Disant un mot, eeee €3t cormencé
a decider, de décider .... coule dans
1a ex}ase, se forme de plus en plus et
8’ arrét 4 etre formulé; nous voyons
ainsi. (Je voudrais dire fci le remer-
ciement profond 3 Fiju-Kal, pour son
secours depuis le temps de la Note sur
les domaines pseudoconvexes, jusqu’au
temps actuel.)
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I. Le domaine finil et sans point
de ramification.

Conme nous venons de le dire, pour
les résultats exposés dans nos Hémnires
I-VI, nous avons essaié de les etendre
aux domaines du titre, et nous 1’ avons
fini a la fin de 1943,

Comme H.Behnke et K.Stein £13 1es
ont déja indiqués, le théoreme sur le
développement (ou approximation) de
fonctions holomorpbes reste subsister,
11 en est de méme pour 1les théoremes
concernant les problemes de P.Cousin
pourvu 81 1’on se restreint aux domaines
d’nolomorphie de feuilles bornees, et
dont le premier fournit le deuxiéme au
cas général d’un lemme suffisante pour
le passage 4 laslimite.

Le seul probléme qui reste & traiter
est donc, ce qul concerne la conception,
holomorphe-convexe (regular—konvex) que
H.Behnke a introduite et formulée avec
P.Thullen au page 72 de leur Ouvrage [2]
dont la partie actuellement 1m?ortante
et que la trolsieme domaine (B, < B/
& R) est par définition de feuilles
bornees; or:

Problsme — <« Tout domaine pseudo-
convexe (fini, sans point de ramifica-
tion) est-il holomorphe-convexe % »

Dont, la conception de F.Hartogs,
domaine pseudoconvexs, donnée dans le
Memoire VI [5] peut étre immédiate-
ment géneraliaee (puisque, sans goint
de ramification), Pour le probleme
actuel, le theorsme de H.Cartan et P,
Thullen [4 1 ne repond plus pour les
domaines d’ holomorphie, sauf le cas de
feullles bornées. Or, la réponce est
affirmative,

II. Idaux holomorphes.

Mainteﬂant, nous allons parler de la
deuxidme generalisation. Dans ce cas,
11 faut parler d’abord 1 1ndéterm1na-
tion de la voie & décider. C est ainsi:
ou bien, si 1’on faire la generalisation
oen admettant des points & 1’infini, 11
y a quelques problémes, mals ils ne sem~

slent pas essentiels; ou bien, si celul
de points critiques, c’est-a-dire, de
points de ramificatlion, dans ge cas,
nous avons arrivé finalement a aperce-
voir des divers sorts de difricultés,
tout a falt nouvelles a obsServer, ...e.
et nous avons trouve que:

1° Supposons le domaine £ sur le
plan de ls veriasble 2 , et la fonc-
tion holomorphe f(z) A trailter, et
on pourrs su cas essentlel, déformer
continuement le domaine (de la forme
originale a 1’intérieur). 2° Au con-
traire, si c¢’est pour un domaine con-
tenant le point critique %, , la

déformation continue n’est permise
plus.

¢’est un fait tout a fait fonda-
mental; nous appelgns entre nous, le
cas comme la deuxieme d’8tre arith-
metique, et celul des premier non-

arithmetique.

Nous sommes ainsi devenus de re-
connaitre qu’il est 1nd1spensable 8
nous, d’étudier d’abord, les idéaux
du titre,

A. Eléments de 1’1ddal et
- probleme a partir

Nous nous restreindrons aux domaines
univalents g 1’espace fini de n/vari-
ables complexes, pour fixer l 1dee,
tou jours sguf le cas ou la reciproque
est indiquee, explicitement,

En donnant la liberté a 1’ element
analytique de C.Welerstrass, et en méme
temps, en prolongeant celul de B.Rie-
mann au champs général, ou méme 1’ in-
tuition physique ne demeure plus; con-
cevoyons une paire ordonnée ( F, ),
dont § est le domaine connexe ou
non, et F 1la fonction holomorphe dans

5§ , et nous conviendrons que (f, §)
= 0 , ou bien 81 f =0 ou bien si

§ =0 . Considérons un ensemble (I)
des éléments ( ¥, § ), et nous 1’ex-
primerons aussi en disant que f ¢ (I)
pour § . L’ensemble (I) sera ap-
pele 1déal holomorphe, ou selon le cas,
simplement ideal, 8’11 satisfait aux
conditions suivantes:

1° s1 (f, §)e(I)et (&, §'D
quelconque, alors on a of € (I)
pour S/\S

2° 81 (F, 8)e (D), (5,8)e(D), alors
ona f+ 4§ ¢(1) pour §nE&

De la définition, la suivante:

« 81 (f,&)e(ﬂ, § > &, ,
alors on a §,Y€e (I) » = Donc,
on peut dire qae £ ¢ (I ou non en
un point. Etant .donnés un idéal (I)
et un domaine pseudobase de (L) pour

& 5, 81 elle consiste d’un nombre
finl de fonctions holomorphes, c ’est-
a-dire, uniformes dans et apparte-
nant & (I) en tout point P de &
et si, pour toute fonction § appar-
tenant & (I) en tout point su voisinage
de P on a toujours, identiquement

$ = o F +d,BE+ -+ & F, en

p , o otnat des fonctions holo-
morphes. Et, nous avons:

Probleme I - «Trouver une pseudo-
base a’un id idgal donné (I) pour un
domaine donné U . >

La partie essentielle de ce pro-
bleme est, comme nous le verrons plus
tard (voir 1le¢ probleme (E)), la sui-

- 16 -



vante:

ngbleme II — «Trouver une pseudo-

base de (I) pour un point dormé P de

£ o c’est-d-dire, pour un voisinage
déterminé de P .»

Nous appellerons toute base comme
ci-dessus, base locale, On ne peut
pas résoudre les problemes II sans con-
dition, puisqu’il y a des divers exem-

ples. Or, parmls les problemes de II,
ce qui est a traiter pour la premiére
fois, est la sulvant:

(O AR +AF+  + AR=G

et nous appellerons tout systéme

(A, A, , A,) consistaent des fonc~
tions holomorphes dans un domalne
(connexe ou non) contenu dans %
satisfalaantAidentiquement 8 la rela-
tion (1), d’etre une solution de
l’equation (1) pour § . Considerons
1’ensemble (I) consistant de toutes
les paires ordonnées ( A, ) des
solutions de (1) pour § , (I) est
un 1déal, et le probléme dit plus
haut, C’est:

Prob I1 ~~ «Trouver pour un
point donne de & une base locale
pour, 1’1déal expliqué ci-dessus,

@={(a, N} >
Avec H,Cartan, nous allons expli-

quer la signification de ce probleme.
Rassemblons une sorte de problemes,
seulement en respe cta L_ﬁxgx;_l_&gg,

4 la sensation, et 1’allure propre
d’histoire.

D)abord, solent f,, F,- . F, f, @
fonctions holomorphes dans un domaine
S 3 8’11 existe une solution de la
forme § - @ o= 4Pty Py R
étant des fonctions holomorphes dans
& , nous appelons avec P.Ge.Le. Dirie
chlet que les fonctions £ , ¢ sont
congruentes dans % , par rapport a
(F) , et avec lui nous le désignerons
par =% mod(F) o Soit P un
point de & , deux fonctions holomor=
phes sont appelées congruentes en P ,
8’11 en est ainsi pour un voisinage
de P ; et:

obleme de Ae. Well — <«Etant donnés
un domaine univalent, fermé et borné A
8 l’espace de m variables complexes,
une combinaison (ne pas ordonnee)
(R, F., , R de’ fonctions holo~-
morphes au voisinage de A est une
fonction & de la méme nature, et cela
de telle fagon que & = mod ( V)
en tout point P de A ; trouver un
systéme de fonctions A, (.=1,2, -, )
holomorphes au voisinag,e de A , tel
que P= AFf + AR + +AFFP identi-
quement,

S
Nous avons rencontré ce probléme

dans le Mémoire V5], & 1’ hypothése de
AWeil (1932-1935) E6]

Probleme (C) — «Reprenons au sens
cl-dessus, 4 , (R, K R
supposons qu’&a tout poim: P. de A ’
11 correspond un polycylindre élémen-
taire () et une fonction ¢ holomor-
phe dans (¥) , et cela de fagon que,
pour toute paire de (7) contigus, les
fonctions correspondaptes soient con=-
gruentes par rapport a (F) en tout
point de la partie commune; et nous
proposerons de trouver une fonction

holomorphe ® au voisinage de 4 de
manieére que d = ¢ mod ( F) en
tout point £ de A >

Noua ayons rencontré ce probleme
déja au Mémoire If5].

Ensuite, soient (f, f., ,f;),
(9, @, -, %) deux combinaisons
de fonctions holomorphes dans un domai-
ne & ; elles seront appelées équiva-
lentes dans © , 8’1l existe deux re-
lations des formes, Q= Ay F vy, fa

+-~~+D(.Lpf1, Ci=1, 2, , 1) et
f=(3«<f Bin @ + o +P3 G Cy= 1,
2 ¥y ie‘l; nous le designerons par
C {) ~ (?) . Nous appellerons que
(£) ~ () en un point ? de I ,
8’11 en estainsi pour un voisinage de

P :

Probleme = «Dans les circon-
stances geometriques du prob}éme (c),
supposons qu’il corresponde a chaque
(7) une combinaison finie (F) de
fonctions holomorphes, de fagon que,
pour toute paire de (7) contigus,
les combinaisons correspondantes solent
equivalentes en tout point de la partie
communej et nous proposerons de trouver
une combinaison finie (F) de fonctions
holomorphes au volsinage de 4 , de
fagon que (F) ~ (f) en tout point P
de A >

Nous avons rencontr-e ce probleme au
Mémoire II[tlet nous 1’ avons évité en
trouvant une autre voie, le théoréme
I; c’est sur cette voie que H Behnke
ot K.Stein ont atteint aux résultats
expliqués a I,

Ce théoréme I du Mémoire II [5]
peut etre constaté plus simplement, pour
le 1ecteur, mai; notre folis, la vole
orlglnal a 1a demonstration, est la
coulbde d’un élément (1931), de la Note
exposée en 19343 nous 1’expliquerons
dans un Mémoire ultérieur, au temps
propre; la Note consiste en quelques
é1éments, qui geront publiés aux temps
propres, aux détails, quoique ne pas
tout prochainement,

Ce sont la famille de problemes dit
plus haut, Or, H.Cartan a indiqué dans
un Mémoire tout récent [ 3] , que
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, “81 1le probleme 111 est toujours
resoluble, il en est de nméme pour les
problemes, de A.Weil, (C) et (E),
pourvu si 1 on se restreint aux do-
maines :fermés A _extérieurement ho-
lomorphe-convexes. >

Cela, sans démonstratlon, mais
avec toutes les préparations. Donc, ,
disormais, le probléme III sera appele
d’aprea le nom de H,Qgrtgn, puisque,
c’est lui qui a premierement donné au
probléme la raison d’8tre, suffisante.

C’est le probléme de H.Cartan que
nous cherchions, pour faire le point
de/depart. Or nous disons que: Le

eme H.Cartan est toujours
résoluble,

Dans ‘la Note suivante nous parle-
rons d’une forme commode de condi-
tions nécessaires et suffisantes pour
1’existence de bases locales d’idéaux
holomorphes, d’un exemple et d4’un
sous-exemple trés important & nous,

(Fin de la premiere Note,
le 1 Décembre 1949,)
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