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Resume

Nous calculons dans cet article des groupes d'homotopies et des groupes d'homologies

de 1'espace HA^°m p des systemes lineaires Hamiltoniens antisymetriques accessibles et ob-

servables. En particulier, en utilisant des suites spectrales, dans quelque cas, nous obtenons

completement Γhomologie de HA^°m p. Appliquant ces resultats de topologiqe algebrique, on

peut donner des reponses a des questions ouvertes de la theorie des systemes lineaires.

I. Introduction

Soient A,B et C trois matrices complexes d'ordres respectivement n x n, n x m et
p x n. Un systeme lineaire a coefficients complexes est donne par Γapplication entree-
sortie

(1) y(s) = C(sln - AΓ'SwOO

ou donne de faςon equivalente (voir Hinrichsen e.a. [20], Kalman e.a. [23]) par des
equations d'etats

( dx(t)/dt = Ax(t] + Bu(t)

\ y(t} = Cx(t),

ou"x(t) G Cn, u(t) G Cp, sont, respectivement, Γetat et le controle au temps t > 0. Un
tel systeme est dit:

(i) Hamiltonien antisymetrique si A est une matrice antihermitienne, i.e. A = —A*.
(ϋ) accessible si rang[B, AB,A2B,... ,An~lB] = n.

(iii) observable si rang[CT, AτCfΓ

9 (AT)2CT,..., (Aτ}n-lCfΓ] = n, ou Aτ est la trans-
posee de A.

Nous allons designer par HA^°n)P Γespace des systemes lineaire Hamiltoniens anti-
symetriques accessibles et observables. On va expliquer brievement la terminologie (i):
Rappelons qu'une matrice X d'ordre 2n est dite Hamiltonienne si (JX)T == Jx, J est
la structure complexe standard, i.e.

O In

Et alors si R2n est la reelification de Γespace vectoriel complexe Cn, il est facile de
constater que la matrice reelle X, qui est la reellification de la matrice complexe A, est
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Hamiltonienne antisymetrique quand, et seulement quand, A est antihermitienne (voir
Mneimne et Testard [32]). Deux triplets (Az,Bi,Cz) Hamiltoniens antisymetriques ac-
cessibles et observables, i = 1,2, c'est-a-dire qu'ils satisfont les conditions (i), (ii), (iii),
sont dits semblables s'ils sont transformer Γun en Γautre par un changement de base
hermitienne dans Γespace vectoriel hermitien Cn, i.e. s'il existe T € J7(n,C) tel que
(Aι,Bι,Cι) = (TA2T-1

yTB2,C2T-1). Cette relation donne une action de conjugaison
• — - CIO

du groupe unitaire t/(n,C) sur Γensemble HAnm)p de tout triplet Hamiltonien an-
tisymetrique accessible et observable: T.(A, B,C) W (TAT"1 ,TB,CT"1). On constate
que tout triplet conjugue determine la meme matrice de transfert G(λ) = C(\In— A)~1B,
c'est done la meme application entree-sortie. En raison de cela, HA*° Ό est identifie a

- — -ao '
Γespace des orbites HAn mp/ί/(n, C).

II y a des raisons qui nous commandent d'etudier la topologie de ΈLA^mp. Nous
allons citer trois de ces raisons.

(i) Quel est le minimum de nombre de points critiques d'une fonction objective sur
HAjJ^p? Meme question pour les functions de Morse?

(ii) Pouvons-nous parametrer continuellement tous les systemes lineaires Hamiltoni-
ens antisymetriques accessibles et observables par une forme normale ?

(iii) Dans Γeventualite oύ il n'existe pas les formes normales continues sur la totalite,
queues sont les formes normales locales?

La premiere question a ete suggere par Delchamps [9] sur Γespace des systemes
lineaires accessibles et observables. La seconde question a laquelle on s 'inter esse tres
souvent dans la theorie des systemes lineaires a ete posee par Kalman et elle a ete resolu
par Hazewinkel et Kalman [17] pour le cas des systemes lineaires accessibles.

Les types de la troisieme question, qui sont envisagees dans le probleme de la clas-
sification des germes a singularite isolee et de la caracterisation des champs isochores a
integrate convergente, ont ete posee et ont ete reglee par J. P. Franςoise [12,13].

On trouve que les reponses aux questions precede ntes ont un rapport avec la topolo-
gie de HA^j p que nous etudions dans cet acticle.

Nous commenςons par le premier resultat suivant sur la structure de variete de
HA^^ p que nous pouvons prouver en utilisant le meme argument que dans N.H. Phan
[37,38]:'

— ao
THEOREME. (i) HAn m p est un sous-sensemble ouvert de Zanski reel et dense

de Γespace vectonel reel de tons les triplets (A,B,C) dans Cn x n x Cn x m x Cί>xn ids
que A = —A* . C'est done une variete analytique de dimension n2 + 2nm + 2pn.

--- 3.O
(ii) Le groupe de Lie U(n, C) agit librement; analytiquement sur HAn m et en plus,

' . — ao
le graphe de cette action, c'est-ά-dire Γensemble des paires (x, T <x), x G HAn m,

- — ao — ao '
T £ ί/(n,C); est une sous-vanete analytique fermee de H An m p x HAn m p.

(iii) D'apres (ii) on a alors que (voir Dieudonne [10], Mneimne et Testard Ϊ32]̂

v est une vanete analytique de dimension 2nm + 2pn = dimHA n m p
— '_

— dimt/(n, C) et en plus, la projection canomque P H An m p — > HA^^ est
un fibre principal de groupe structural ί/(n, C).

Cet acticle est organise comme suit. Grace au theoreme de transversalite R. Thorn,
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nous commenςons au premier paragraphe Γexamen de quelques aspects d'homotopies
de HA^p. A la suite, dans le deuxieme paragraphe, en appliquant le Theoreme de
Whitehead, nous deter minerons quelques groupes d 'homologies en utilisant ceux d'une
Grassmannienne qui sont aussi ceux de 1'espace des systemes lineaires Hamiltoniens an-
tisymetriques accessibles HAn)m>p(n) (voir N. H. Phan [37]). Toutefois, en comparant
leurs caracteristiques dΈuler, a la fin du paragraphe, nous demontrerons que la topolo-
gie de HAn)m>ί>(n) est absolument differente de celle de HA^p. Dans le troisieme
paragraphe nous donnerons quelques suites spectrales d 'homologies associees a HA^^p

qui nous permetteront de calculer ses groupes d'homologies dans quelques cas. Mais, en
general, nous ne savons pas a quels termes ces suites spectrales s'arretent. Done nous
ferons une conjecture.

II. Homotopie de HA^ p

Les groupes d'homotopies ILi(X), definis pour tout entier non negatif d'un espace
topologique X , sont des invariants topologiques import ants de X. Us nous donnent cer-
taines informations sur X . Par exemple, Ϊ[Q(X) est defini comme Γensemble de toutes les
composantes connexes par arcs de X. Le groupe fundamental Πι(X) est engendre par
des lacets fermes dans X qui ne sont pas contractiles. En particulier, soit 52 la sphere
de Riemann; alors Π0(52) = {0} = Πι(S2). Π2(52) = Z avec Γapplication identifie
id : 52 — > S2 est un generateur. U3(52) = Z avec Γapplication de Hopf hS3 — * S2 est un
generateur (voir Mosher et Tangora [33]). Apres, en utilisant les suites spectrales, J. P.
Serre (voir McCleary [29]) a montre que ΠU(52) = Z2. Ce resultat de J. P. Serre donne
bien des surprises dans la topologie algebrique.

En general, le calcul des groupes d'homotopies d'un espace topologique quelconque
est tres complique. II est si difficile qu'on ne connait pas encore tous les Ui(S2) que Γon
cherche depuis plus de cinquante ans. C'est pourquoi celui de HA^ p est aussi tres
complique. Bien que, nous allons montrer dans ce paragraphe le resultat suivant

THEOREME II. 1. Soit 2max{m,p} > 2. Alors pour 0 < i < 2max{m,p} - 2; on a
En parttcuher

Le Theoreme sera demontre grace au lemme:

- — ao
LEMME ILL Πi(HAn m>p) Ξ {0}; pour O <i< 2max{m,p} - 2.

- --- ao
Demonstration du Theoreme II. 1. Puisque la projection canonique P HAn mp

mιp est un U(n^ C)-fibre principal, on a la suite longue exacte d'homotopie:

. . . - IW(n, C) -
-— -— - a.o

-* Π,_ι^(n, C) -* Π,_ι(HAnιm>p)

En vertu du Lemme II. 2. on arrive a ce qu'on voulait de montrer.

Nous aurons besoin pour la demonstration du Lemme II. 2. des quelques resultats
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algebriques geometriques suivants:

LEMME Π.3. Soit An,m>ί> = {(A, B,C) G Cn x n x Cn X m x C^n\A = -A*}. Pour
chaque 0 < r < n, on designe par:

HAn,m,P(r) = {(A,B,C) € An:mip;™ng[B,AB,A2B,..., An~lB\ = r}.

Alors HAn>m)p(r) est une sous-vanete analytique de An>m>p de dimension n2-h2mr+2pn.

Demonstration du Lemme II.3. Si r = n, le resultat est clair car HAnjm>p(n) est un
sous-ensemble ouvert de Zariski dans An>m>ί? (cf. N. H. Phan [37]). On va done considerer
les cas r < nJSoit An,m = {(A,B) G C"xn x Cnxm A = -A*}. Pour O < r < n,

on designe: HAnjm(r) = {(A^B) G An)m;rang[#,j4jE?, ^425, ...,An~lB] — r}. Alors

HAn,m,P(r) Ξ HAn,m(r)xC?Xn. Soit SAn>m(r) le sous-ensemble de tout (A,B) G An,m

de la forme

Άι 0
Λ = o

oύ ^2 = —-AJ et (^4ι,5ι) G HAr>m(r), cest-a^dire que le rang [Bi, A\B\, A\Bι, ...,

Λp1^!] = r. Puisque (voir N.H. Phan [37]) HAΓjm(r) est une sous-variete ouverte de

Γespace vectoriel reel A r>m, SAn>m(r) est une sous-variete relle de An>m de dimension
r2 + 2rm+ (n-r)2. Soit b(r, n-r) : = !7(r,C) x l/(n-r,C) le sous-groupe du £/(n, C)
de toutes les matrices unitaires de la forme

Nous considerons une action du groupe de Lie D(r,n — r) sur t/(n, C) x SAn>m(r)
donnee par P - (S,(A,B)) ^ (SP~l, P - (A,B)\ ou P . (A,B) = (PAP-^PB). On
peut verifier (cf. N.H. Phan [36, 37]) que cette action est libre, analytique^t^que son

graphe est une sous-variete fermee de (C/(n, C) x SAn)m(r)) x (£7(n, C) x SAn>m(r)).
On en deuit^voir Dieudonne [10], Mneimne et Testard [32]) que Γespace des^orbites

C/(n, C) x SAn>m(r)/Z>(r, n —r) est une variete de dimension dim(ί/(n, C) x SAn>m(r))

— dimD(r, n — r) = n2 + 2rm. En suite, on trouve que C/(n, C) x SAn;m(r)/JD(r, n — r)

est isomorphe arialytiquement a HAn)m(r) par Γapplication [D(r, n — r) — orbite de
(5, (A, JS))] H^ (SAS~l,SB). Le Lemme est done demontre.

COROLLAIRE II.4. Le sous-ensemble X — HAn)m>ί,(n)\HAn m p est une reunion

des sous-vanete differentiates de HAn)fn)p(n) dont le minimum de leurs codimensions
est 2p.

Demonstration du Corollaire II.4. Pour 0 < r < n — Ion designe

SAn,m)P(r) = {(A,B,C) G HAn,m,p(n);

Alors X = UίSAn.m.pW;0 < r < n_- 1}. En vertu du Lemme H.3., SAn>m)ί,(r)
est une sous-variete differentiable de HAnjm)ί>(n) de dimension n2 + 2pr -j- 2nm. Le

codimSAn>m>i>(r) est done egal a 2p(n — r). Le Corollaire est demontre.
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—-ao —-
LEMME II.5. Soil c : HAn m p —» HAn>m)p(n) Γincluston canonique. Alors c tnduit

-—-ao ' L ~-
un isomorhisme cz : Π z HA n m p —> Π;(HAn)m)ί,(n)) pour i < 2p — 2 et c; est surjectif
pour i = 2p — 1.

Demonstration du Lemme Π.5. Soit [/] £ Π2 (HAn>m)p(n)). D'apres Hirsch (voir

[21]) la classe d'homotopie [/] contient une C°°-application f. Sl —* HAn>m)ί,(n) ou
S* est la sphere de dimension i. D'une autre faςon, dans chaque voisinage U/ G Cyy

(Sz, HAn>mjί>(n)) de / contient une C^-application #_telle que g est homotope a /

et g transverse toutes les sous-varietes SAnjm>p(r) de HAn)fn)p(n), 0 < r < n — 1, oύ

Cg (5% HAn,m,p(rc)) est Γespace topologique des <7°°-applications de S* dans
HAn>m>ί)(n) avec la topologie faible^ Done d'apres le Theoreme de transversalite de

Thorn si dim5* = i < min{ codim SAn>m)p(r)} = 2p, g'1 (SAn)m>p(r)) = 0, c'est-a-dire

que g est une application de S* dans HAn m ^(r). En plus Ci([^]) = [c o g] — [/], a est
—- ao

done surjectif si i < 2p. Soit maintenant [g] G Πz (HAn m ) et Ci[g] = [c o g] = [0],
' . .— ao

c'est-a-dire que cog est homotope a Γapplication constante c o cf; d : Sl —> HAn m

Sl H^ {*}. Soit H : S* x [0,1] —>• HAn>m>^(n) une homotopie joignant c o g et cod. On

peut supposer que H £ C^(Si xjO, 1], HAn>m,p(n)) car C% (Si x [0,1], HAn>m>J,(n))

est dense dans C^ (5* x [0,1], HAn)m>ί>(n)). Puisque cog(St) et cod(52) appartiennent

a HAn m p, cog et cod transversent toutes les sous-variete SAn)m)1,(r) de HAnjm)ί,(n),
pour tout 0 < r < n — 1 (voir Arnold [0], Narashimhan [34]). Encore d'apres le Thereme
de transversalite de Thorn (Guillemin et Pollack [15], Arnold [0], Narashimhan [34]), il

existe une C^-application H S* x [0,1] -+ HAn)m)p(n) telle que H satisfait les deux
conditions:

(i) H = H sur le sous-ensemble S2 x {0,1} de_5* x [0,1].

(ii) H est transverse toutes les sous-varietes SAnjm)p(r).

C'est pourquoi si dim(5z x [0,1]) — i + 1 < min{codimSAn)m>ί,(r)} = 2p, on a

H(S* x [0, l])nSAn)m>i,(r) = 0, pour tout 0 < r < n—1, par le Theoreme de transversalite
de Thorn (voir Arnold [0] ou Narashimhan [34]). Done H est une application de 5* dans
•—HO
HAn m p joignant cog et cod. D?ou c2 est injectif pour 0 < i < 2p — 2. Le Lemme est
demontre.

LEMME II.6. Π ί(HAnjm>p(n)) ̂  {0} pour i<2m- 2.

Demonstration. ^JParce que Ή.An)m)p(n) — An>m)p\y{HAn)m>ί,(r); 0 < r < n —

1} dont min{codimHAn)m>ί)(r)} = 2ra, en utilisant le meme argument qu'en II.5, on

constate que Π2 (HAn)m>ί)(n)) -̂  Πt (An > m j p) pour i < 2m — 2. Le Lemme est done
demontre car ΐίi(An)m)p) = {0} pour tout i.

Supposons maintenant que ί/(n, C) agit sur HAn>m)p(n) par 5 ( A , B y C ) = (SAS"1,

55, C5"1). L'espace des orbites associe est HAnjm)ί,(n)_^ HAn)m)ί,(n)/ί7(n, C). Dans

[37] nous avons demontre que la projection canonique HAn>m)ί?(n) —» HAn)m)ί)(n) est
un fibre principal de groupe structural £7(n,C). On a alors une suite exacte longue
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d'homotopie

• - -> Π, (tf(n, C)) -> Π, (HAn|mϊp(n)) -> Π<(HAn,m,p(n)) -

Π.-iίtfίn, C)) -> Πt _ι(HAn|mιp(n)) -> Πf.1(HAnιm|p(n)) -+ - -

En vertu du Lemme II. β. on obtient bien:

COROLLAIRE Π.7. Πt (HAn>mjp(n)) -=> Et-ι(U(n, C)) pour i < 2m - 2.

Nous allons retourner maintenant au Lemme II. 2.

— ao — ao
Demonstration du Lemme Π.2. Soit Ί : HAn m p — > HAn p m donne par (A, 5, C)

ι-» (Aτ ,CT ,BT). Alors T est un isomorphisme de fibre principal. Par Lemme II. 5 on a
le schema

: Π i ί H A ; Z) -=+ Πf (A n | m | p(n)) pour i < 2p - 2

.
d : Πt (HAn)p)m; Z) -̂  ΠiHAn)p)m(n)) pour i < 2m - 2.

D'apres Lemme II .6 on obtient ce qu'on devait demontrer.

III. Variantes du Theoreme II. 1 et Corollaires

Le but de ce paragraphe est de donner quelques applications du Theoreme ILL pour
obtenir des groupes d'homologies de HA^p. Soit (<GZ,ι(n5C), K l,nm(C),G?

n,nm(C)) le
GL(n,C)-fibre principal universel oύ V^ jnm(C) est la variete de Stiefel de toutes les
matrices complexes d'ordre n x nm ayant le rang n, Gn)nm(C) est la Grassmannienne
et la projection

P' Vntnm(C)

transforme X £ Vn nm(C) en le sous-espace vectoriel complexe de dimension n de
' — -ao

Cnm engendre par n rangees de X. Chaque (A, J3,C) G HA n m p nous designons par
X(A, B) le sous-espace vectoriel de dimension n engendre par n rangees de la matrice

[B,AB,A2B, . ..\An~lB]. II est clair que Γapplication R : HA^|P -* Gn>nm(C) definie
par

[t7(n, C) - orbite de (A, B, C)] H— f X(A> B)

est une application classifiante (c'est-a-dire qu'elle est un homomorhisme de fibre princi-
pal). D'apres la terminologie dans Hazewinkel [16], cette application est dite Γimmersion
de Kalman.

THEOREME III.l. Suppose n > 1. Nous designons: d = max{m,p} et

B CV -
'B'C)]- Sί = p.

On a alors que ^application R : HA^^ p — > Gn)nd(C) induit des isomorphismes sur

les groupes d'homotopies Rl : Πi(HA^|p) -̂  Πj(Gn,nd(C)) pour 0 < i < 2d - 2 =
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2max{ra,p} — 2 et Rz est surjectif pour i = 2d — 1.

Demonstration. On a d'abord le schema commutatif

t/(n,C) - > HA*°,p -ίU p

Jinc JΛ JΛ

GI(n,C) - > Fn,nm(C) — — Gn,nm(C)

oύ les p sont des projections canoniques, inc est 1 'inclusion naturelle et

R(A,B,C)*—*[B,AB,A2B,...,An-lB].

En prennant les suites exactes longues de chaque fibre principal, nous obtenons:

al'= incj Λ, ft S inc,

Π, (Vn,Bro(C)) - Πί(Gn,nm(C)) ̂  Π,

oύ inc; sont des isomorphismes pour tout i car inc f/(n, C) — > GL(n, C) est une equival-
ence d'homotopie. En utilisant le meme argument que dans la demonstration des Lemmes
II.5 et II.6, on trouve que Π ί(VΓ

n>nm(C)) = {O} pour t < 2n(m - 1) (cf. McCleary [29],

Switzer [41]). Done en vertu du Lemme II. 2 on deduit Ri : 2 - p - i n , n

est un isomorphisme pour 0 < i < min{2max{m,p} — 2, 2n(m — 1)} est surjectif pour
i — min{2max{m,p} — l,2n(m — 1)}. Nous considerons maintenant Γapplication de
HAj^p dans Gnjnp(C) definie par (A, B, C) »->• R(AT , C7) et remplaςont m par p dans
Γargument precedent, on va obtenir ce qu'on devait demontrer car 2max{m,p} — 2 <
2n(m — 1) et 2max{p, m} < 2n(p — 1) quand n > 1. Le Theoreme est demontre.

D'apres le Theoreme de Whitehead (voir McCleary [29], Spanier [40]), nous obtenons
immediatement le corollaire suivant :

COROLLAIRE III.2. Rz : Hi(HAip]F) ft(Gn,nd(C);F)) pour 0 < i < 2d -
2 — 2max{m,p} — 2 et Rϊ est surjectif pour i = 2d— 1 ou F est un anneau quelconque.

Rappelons qu'on a designe dans le paragraphe II par

HAn.m^n) = {(A, B, C) G An>m,p rang[£, AB, A2B, - - , An'lB] = n}.
— ̂ ao
HA n m p est alors une sous-variete ouverte de HAn>m)i,(n). Soit ΈLAn)m,p(n) =

HAnmip(n) / ί/(n,C) oύ ί/(n,C) agit sur HAn>m>p(n) par S - (A,B,C) '= (SAS~\
SB, CS-1}.

Dans [37] nous avons demontre Theoreme suivant:

THEOREME III. 3. (voir N.H. Phan [37]).

n>m)p ς n , n - m -

pour tout q. On a done que la caractenstique d'Euler χ(HAn)m)ί>(n)) de HAn)mjί,(n); le
nombre est defim par

dim HAn,m)p(n)

χ(HAnιm>p(n)) =
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est egal a (n + m — l)!/n!mL

Le resultat suivant nous permet de determiner quelques groupes d'homotopies de
HA^j^p par ceux de HAn>mjp(n).

THEOREME III.4. L 'inclusion naturelle

(inc)2 : Πi(HAa™>p) -=-> Πi(HAn|m>p(n))

est isomorphe pour i < 2p — 2 et (inc)j est suryectif pour i — 2p — 1. Done on a,
par le Theoreme de Whitehead, le meme resultat pour (inc); : Jf2'(HAa^l.)(n)) —»•

— -ao - —
Demonstration. Parce que Γinclusion naturelle incHAn m p — *• HAn)mj9(n) est un

homomorphisme de fibre principal, on a le schema commutatif ou deux lignes sont des
suites exactes longues

= incj nc8

• - -> Πέ(ί/(n, C)) -. Π, (HAn,m,p(n)) -, Π<(HAn,m,f)(n)) -» Π,_1(£A(n, C))

D'apres le Lemme II.2 et le Lemme II. 6 on a pour i < 2m — 2:

incj = incj = inca

---- , Π<(^(n, C)) -» O ̂  Π,-(HAn|mιp(n)) -* O -, Π^ι(ί/(n? C))

Le Theoreme est demontre.

COROLLAIRE III.5. JΪ^HA*^ Z) S ίrg(Gn>n+max{mlP}-ι (C); Z) pour 9 <
2max{m,p} — 2.

Demonstration. En vertu du Theoreme III. 4 et du Theoreme de Whitehead, on a
le schema

(inc)< JΪ, (HA~ ^ Z) $ ^(HAn,m,p(n); Z) pour i < 2p - 2

(inc)< #,(HA*° m; Z) - ^(HAn,p,m(n); Z) pour i < 2m - 2.

Parce que 7ί qui est induite par Γapplication (A,B,C) -̂)• (ylτ, (T7, J5T) est un iso-
morphisme pour tout i, d'apres le Theoreme III. 3 (ii) on deduit ce que Γon voulait
demontrer.

Avant de donner la reponse au la question sur Γexistence des formes normales con-
tinues, on rappelle la dfinition suivante

~ . — — ΛO
DEFINITION III. 6 (voir BirkhofFet Maclane [2]). Une application N : H A n p m — *

- — ̂ ao
H An p m est dite une forme normale pour Γaction de conjugaison de t/(n,C) si elle
satisfait aux deux conditions suivantes:
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(i) ( A j B j C ) et N(A,B,C) sont dans une meme orbίte.
(ii) ΛΓμ',B',C") = N(A,B,C) quand et settlement quand (A',B',Cf) et (A,B,C)

sont dans une meme orbite.
Si N est une application continue, on dit qu'elle est une forme normale continue.

COROLLAIRE III. 7. Sϊ min{m,p} > 1, alors il n'existe pas des formes normales
• — ao

continues sur la totalite HAn m p.

- — ao - — ao
Demonstration. Soit TV : HAn p m — > H An p m une forme normale continue. On

va montrer que HAn p m est isomorphe a U(n, C) x HAa° m. En effet, soit (A, B, C) =
S μ',£',C"), alors '311(4,8') = R(A,B) ou R(A,B)' = [B AB A2B . . . An~lB].
Done que

5 = R(A, B)R* (A', B')(R(A', B')If(A1, B1)]-1

oύ R*(A, B) est Γadjointe de R(A,B). Cette egalite donne une C°°- application / du
graphe de Faction du groupe (7(n,C) dans ί7(n,C);

_ _ _ . ϊ* Λ

Soit N : HAa^m — > HA n p m une application donnee par [(A,B,C)] H^ N(A,B,C) oύ
[(A, B, C)] est la U(n, C)-όrbite de (A, B, C). Ainsi, Γapplication g U(n, C) x HAa<? m

- — ao
-» HAn>p>m donne par

(5, [μ, 5, C)]) ̂  5 - ΛΓ(p, B, C)}) = 5 - ΛΓ(μ, 5, (7))

est une bijection continue dont Γinverse est

μ, 5, c) H. (/(jv(μ, B, c)), μ, 5, c)), [μ, B, c)]).
- Λ.O

Done HAn,pιm(n) S £^(n, C) x HA*° m(n). II en resulte:
_ ___ ao

ΠχHAn|J, |m(n)) S Πχt/(n,C) x HA~m(n)) S ΠχHA~m(n)) x Π,(tf(n,C))

pour tout j. C'est pourquoi Πi(HAa^ |m(n))xΠs (J7(n, C)) - {0} pour ί < 2max{p, m}~
2 par Lemme II. 2. Mais par le Thόreme II. 1 et par les rsultats connus sur Π2 ({7(n, C))
(voir McCleary [29]) c'est une contradiction si min{m,p} > 1. Le Corollaire est demontre.

Nous allons examiner maintenant des fonctions objectives sur HAa

p>m. D'apres la
terminologie de Delchamps [9], une fonction reelle differentiate /HAa^ p —»• R est dite
une fonction objective si pour tout α £ R, le sous-ensemble /""1((—oo, α]) de HAa<^p

est compact.
L'existence des fonctions objectives sur HAa^ p est tres possible. Par exemple, les

fonctions objectives sont apparues dans le probleme d'identification des systemes (voir
Delchamps [9]). En particulier, des fonctions de Morse sur HAa^ p sont des fonctions
objectives. Done 1'ensemble de tous les fonctions objectives forme un sous-ensemble dense
dans Γespace de tous les applications continues de HAa^ p dans R.

Nous designons par c(f) le cardinal du sous-ensemble des points critiques de la
fonction objective /. Soit P - M —> M un fibre principal. Designons par b(M) le cardinal
d'un recouvrement ouvert plus fin {U^} de M telle que pour chaque Ut, Pi : P~l(Ut)
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— »• Ut est un fibre principal trivial. Dans [22] James montre que c(f) > b(M) oύ / est
une fonction objective sur M. Soit g : M —•»• Gn)jb(C) une application classifiante, oύ
Gn,k(C) est une Grassmannienne. Eilenberg montre dans [11] (cf. aussi Delchamps [10])
que b(M) > r0 + 1 oύ

r0 = maxr;u;ι w2 w3 - wr

et H*(X]F) est le groupe de cohomologie de Γespace topologique X a coefficients dans
un corps F. Done en vertu du Corollaire III. 2 on a:

THEOREMS III.8. Toute fonction objective swrHA^p a au moins 2max{m,jp} —
2 points critiques.

Soit βi(M\F) le zleme-nombre de Betti d'une variete M, i.e. # (M\F) = dirn^ff,
(M; ί7) oύ F est un corps. Le polynόme de Poincare a indetermine t de M est defini par

dimM

p(t)=

Le polynόme de Morse d'une fonction de Morse / sur M avec c, note le nombre des
points critiques d'indice i est defini par

dim Aί

m(ί) = ̂  ct f .
1=0

Un resultat central de la theoreme de Morse est:

THEOREMS III.9 (Γinequalitie de Morse, voir Milnor [30]). Supposons que f est
une fonction de Morse sur la variete M. Alors il existe des reels α; > O tels que
m(i) - p(t) = (1 + i)(a0 + ait -i- a2t

2 + - •)

Voir Milnor [30]. D'apres le Theoreme III.9 et le Corollaire III.2 on a

COROLLAIRE III. 10. Soit βq = άimHq (Gn>n+max{m)p}_ι(C) Z2). Alors toute
fonction de Morse sur HA^^ p a au moms

max{m,p} — 2

2 Σ A
z=0

points critiques.

Dans resultats III. 4. nous avons determine quelques groupes d'homologies de
HA^j p en utilisant ceux de HAn>m>p(n) que nous avons bien connu. Mais la determina-
tion du groupe d'homologie complete ff*(HA*^j >p) de HA^^ p est encore un probleme
ouvert. Toutefois, par le resultat suivant, on peut dire sύrement que la topologie de

^jp et celle de HAn>m)p(n) sont absolument differentes.

THEOREME III.ll. La caractenstique d'Euler de HA^ p est toujours zero, (mats
celle de HAn>m)ί>(n) est toujours differente de zero par le Theoreme HI. 3).
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Demonstration. Nous identifions HAa<^ p a Γespace de toutes les matrices de
' - — ao

transfers G(λ) = C(\In - A)~1B oύ λ E C et (A,B,C) G HAn>mjp (Dans [27] C.
Martin et R. Hermann prouvent que chaque matrice de transfert £?(λ), avec (A,B, C)
est accessible et observable, est une matrice aux coefficients de functions rationnelles
strictes) .

Nous considerons maintenant une action du cercle S1 = {z G C; \z\ = 1} sur
HAa^ donnee par d : S1 x HA^ιf, -> HA*° ̂  (z,C(λ!n - A)~1B) ^ C(z\In -

A)~1B. On peut constater que Γensemble (HA^p)
d des points fixes de cette action

est vide car si une matrice aux coefficients fonctions rationnelles est constante sur S1,
alors elle est constante partout. Done en appliquant les resultats connus de la theorie de
Smith sur Faction du cercle sur une variete (voir Bredon [1] Th. VII; 1.6.), on deduit

que la caracteristique dΈuler de HA*^ est gal a celle de Γensemble (HAa^p)
d. Elle

est done nulle. Le Theoreme est demontre.

IV. Quelques applications des suites spectrales

Des suites spectrales ont ete utilisees dans N. H. Phan [35] et dans B. M. Mann et
R. J. Milgram [26] pour calculer Γhomologie des espaces des systemes linaires accessibles
et observables. On sait que ce sont des instruments si forts qu'on les utile pour obtenir
beaucoup de resultats tres profondes en topologie algebrique (voir McCleary [29], Spanier
[40], Switzer [41], Mosher et Tangora [33]). Toutefois, le calcul des suites spectrales, en
general, n'est aussi pas simple.

On va repeter brievement quelques notations qu'on trouvera en detail dans les livres
de McCleary [29], Spanier [40], Switzer [41] .

I V.I. Preliminaires sur des suites spectrales
Supposons qu'on veut calculer H* . L 'espace H* est un R- module gradue ou une K-

algebre gradue ou etc ..... Get H* peut etre Γhomologie ou la cohomologie de quelque
espace etc ..... Dans tout les cas, c'est difficile de trouver completement H* . Done on
introduit quelques conditions supple mentaires: Supposons que H* est filtre, i.e. H* muni
d'une filtration (decroissante) : H* D FnH* D Fn+1#* - O - - O {0}. Par exemple, on
suppose encore que H* est un espace vectoriel gradue: H* = {Hn}] Hn = {O} si n <
0. Dans ce cas il existe une filtration donnee par F*H* = {.F*}; FPH* = ®n>pH

n La
filtration de H* peut degenerer en un autre espace vectoriel gradue qui est dit Γespace
vectoriel associe gradue et defini par EQ(H*) = FPH* /FP+1H* . Nous trouvons que si
dimHn < oo pour tout n, on peut calculer H* de {E$} en prenant la somme directe
des Ep: H* = ®P=QEQ(H*). En general, on ne peut pas calculer completement #*,
mais on peut esperer que H* sera deduit de EQ(H*). La theorie des suites spectrales,
ou bien comme on dit, le but des suites spectrales, consiste essentiellement a utiliser des
filtrations pour construire par "approximations successives" H* .

On appelle module differentiel bigradue sur un anneau R toute collection de R-
modules {Ep>q}, ou p, q sont des entiers, r sont des entiers non negatifs, avec une ap-
plication Λ-lineaire, άr : E** — *> E** , la differentielle, de bidegre (sys — 1) ou bien
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(— s, —s -f 1), qui satisfait d% — 0. Soit

lmdr : EΓs'q+'-1 — E?'"

le module d'homologie du complexe ({£***}, dr).

DEFINITION IV. 1.1 (voir McCleary [29], Switzer [41]). Nous appelons suite spec-
trale toute collection de modules differentiels bigradue; ({E?>q , dr }), ou r = 1, 2, , les
bigrades differentielles dr sont ou bien (— r, — r + 1) (pour une suite spectrale de type
d'homologie) ou bien (r, r — 1) (pour une suite spectrale de type de cohomologie) et

est isomorphe a H£ q(E**,dr).

DEFINITION IV.1.2 (voir McCleary[29], Switzer [41]). Une suite spectrale est dite

degenere au 7Vιeme - terme E*fi si les differentielles dr — 0 pour tout r < N.

DEFINTION IV.1.3 (voir McCleary [29], Switzer[41]). Une suite spectrale (££*,dr)
des Tϋ-module est dite convergence a Jϊ-module H* si H * a une filtration F* telle que
Eξg S FPHP+<*/F*>+lHP+« = Efrq(H*) ou E£ est le terme limite de la suite spectrale.

Si la suite spectrale est degeneree au terme Eff, on deduit que

771** f~^ r-r** r**> r^> ITT**
JC/ΛΓ = i-/Λ7 _L1 — ' ' ' — -C/oo '

Nous allons citer deux suites spectrales importantes.

THEOREME IV. 1.4 (Les suites spectrales d'homologie de Leray - Serre, voir McCleary
[29]). Soit G un groupe abelien. Etant donnee une fibration, de fibre F, F — » E — >•
B ou B est connexe par arcs. Alors il exzste une suite spectrale de type d'homologie
{Er,dr} qm converge vers H*(E G] avec E*Λ* Hp(B\Hq(F\G)\ ou Hp(B\Kq(F\G))
est Vhomologie de B avec des coefficients locaux dans Γhomologie de F.

THEOREME IV. 1.5 (Les suites spectrales de cohomologie de Leray - Serre, voir
McCleary [29]). Soit R un anneau commutatif avec unite. Etant donnee une fibra-
tion, de fibre F, F — » E — » B ou B est connexe par arcs. Alors il existe une suite
spectrale de type de cohomologie d'algebres {E$*ydr} qui converge vers H*(E\R) avec
E%>q Ξ Hp(B'ίn

q(F]R)) ou HP(B;H*(F]G)) est la cohomologie de B avec des coeffi-
cients locaux dans la cohomologie de F .

Remarquons. que (voir McCleary [29] Proposion 5.4) si B est un espace simple-
ment connexe, on a: E%'9 = Hp(B',Hq(F >G)),ou G est un groupe abelien et E^q =
H*(B\K) ®κ H*(F]K), ou K est un corps.

IV.2. Sur Γhomologie de
ΆCί ' - ~ — ίlO

Rappelons que HA^_p = HAn,mιf> / U(n,C), HA = {(A,B,C) € An,m,p;

Soit 6; la ziέme-colonne de la matrice B. Puisque le rang[5, AB, A2B, . , A"'1 B] =
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n, dans le systeme des nra vecteurs

contient n vecteurs lineairement independants qu'on peut tirer par la methode suivante
(voir N.H. Phan [36], D. Hinrichsen [19]).

Nous aliens de gauche a droite dans le systeme precedent et effaςons tous les vecteurs
qui dependent lineairement des vecteurs qui les precedent. Les vecteurs restant qui for-
ment une base de Cn sont ordonne comme suit:

De plus, les kj sont des nombres entiers non-negatifs et ΣjLi fy = n Si kj = 0, le

bloc correspondant {6j, Abj , . . . yA
k*~lbj} n'apparait pas a H(A> B). II est clair que les

nombres fci, k2r . ., km sont des invariants de la relation de conjugaison car

#(SAS^Sfl) = S[6i,46i,..^

pour tout 5 appartenant a £7(n,C). On note la collection de ces nombres entiers par
k(A,B] = (*ι, *2, .., km). On designe par Kn)Tn = {(*ι,t2>. .. ,tm) G Zm; ^ > 0
etj^?l1 kj = n}. Alors, k(A, B) G KntTn Maintenant, pour chaque k G KnίTn, on pose:

— •— ao
Hao(k) = {(A,B,C) G HAn)m>p; tel que k(A,B) = k}.

Soit β(A, B) une matrice unitaire obtenue de la matrice H(A, B) ci-dessus par le procede
d'ortho- normalisation de Gram-Schmidt de matrice H(A,B). On designe par (Ak, Bk,
Ck) = (G(A,B)-1AG(A,B), G(A,B}~1B, Θ(A,B)). On peut demontrer avec le meme
argument dans Nguyen. H.P. [38] que:

THEOREME IV. 2.1. L' application (A,BtC) *-* (Ak,Bk,Ck) est une forme normale
(pour faction semblable de U(n,C)) continue sur chaque sous-ensemble Hao(k). En
plus, Ak, Bk et Ck ont les formes spectales smvantes:

Nm)

/an

0

0

\ o

*

021

0

0

• *

• *

. 0

* \

*

• αmι

• o /

C2

ou

/ * \
-aj2

-ajkj

3

*

0

1 0 /

< kι + %_! + 1;
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Bk = [ & ϊ , & 2 > " * ^m]> J — 1,2, ....m; ctj2, ,ajkj sont des nombres reels positifs, Oji
est un nombre positif si kj > 0 et αμ = 0 si kj = 0; X j i , - - , X j k j sont des nombres
imaginaires (leurs parties reelles sont nulles). Les elements note * dans bj qui est la

jleme-colonne de Bk sont des complexes. La matrice Ck est definie par les conditions:
rang[C, JVfCp . . . , (NfΫ'Cj] = kj pour 0 < j < m.

On pose, pour chaque k G ϋfn >m, Hao(k) = Hao(k)/U(n, C). La collection {Hao(k)] k
G Knym} a une propriete speciale que nous allons demontrer ci-dessous apres avoir rap-
peler la definition suivante:

DEFINITION IV. 2. 2 (voir Whitney [42], Le Dung Trang et Tessier [25]). Soit X un
ensemble sous-analytique. Soit {Xι\ i G /} une famille localement finie de sous-ensembles
sous-analytiques non singuliers connexes de X. On dit que la famille { X z ] i G /} est une
stratification sous-analytique de X si

(i) Famille {-X",; i G /} est une partition de X .
(ii) La fermeture Xi de X% dans X et le bord X%\X% de X% sont des sous-ensembles

sous-analytiques de X. Les sous-ensembles X% sont appelles strates de la stratifi-
cation.

(iii) On dit qu'une stratification de X satisfait a la propriete de la frontiere si XiΓ\X3 φ
0, on a Xj D Xj . Remarquons que dans ce cas ΛΓt et Xt\Xtί pour tout i G /, sont
unions des strates qui ont des dimensions moindres que celle de Xz .

THEOREMS IV. 2. 3. La collection {Hao(k}\k G Knm} est une stratification qui
- — ao '

satisfait la propriete de la frontiere de HA n m p .

Demonstration. Etant donne

HAn,m = {(A,B) G Cn x n x Cn x n;rang[j5,A5,A2β,.. ,An-1B] = n et A = -A*}

J7(n,C) agit semblablement sur HAnym par S - (A,B) = (SAS~l,SB). L'espace des

orbites associe est HAn^ = HAn)m/U(n,C). Pour chaque k G Kn)m, on pose: H(k) —

{(A, B) G ί/A^m tel que k(A,B) = k} et pose H(k) = H(k)/U(τϊ,C). Dans [38] nous
avons demontre que la collection {#(&);& G Kn,m} forme une decomposition cellulaire
analytique de Γespace des orbites HAnyTn c'est-a-dire qu'elle est une stratification qui
satisfait a la propriete de la frontiere dont les strates sont isomorphes analytiquement a
des ouverts de Hp . Nous considerons maintenant le schema commutatif

ao P

i ft

A, B)

ou P sont deux projections canoniques des fibre principaux respectivement et h est induit
par h. II est clair que h est une fibration et que h~1(H(k)) — Hao(k) pour tout k G Kn)m
Done {^Γαo(Ar); r̂ G Kn,m} est une stratification qui satisfait a la propriete de la frontire.
Le Theoreme est demontre.
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Pour chaque k = (&ι, &2> > &m) € ^n,m °n definit P application

Pkl : #00((*ι, *2, . . .,*„)) — > #αo((fc2, . . . , *m))

donnee par: (Ak,Bk,C%) (-»• (A*, 5*, Cj) = c'est-a-dire qu'on obtient Ak, Bk, C% en
jetant fci premieres rangees dans Ak, Bk, CjjΓ respectivement. Et puis on definit Pk2:
Hao((k2, . . ., fcm)) -> Hao((k3, . . ., Jbm)), etc. DΌu Γon deduit le resultat clair suivant:

PROPOSITION IV.2.4. Pour k = (kι,k2,...,km) e Knιm. II extste une smte de
fibrations

j c-> J ξ Γ β β ( ( J b l , J b 2 , . . . , t m ) )

C(m-l)ta χ HAf2°pιl -» Jϊ0<>((fc2, is, . . ,*m))

I Pkm-ι

> x

Maintenant on filtre HA^p en posant, pour chaque q > 0, Lq = \J{Hao(k)]

dimHao(k) > q}. Rappelons du fait que Hao(k) est un sous-ensemble ouvert de Γensem-
ble H(k) - {(A, B, C) £ HAn>m)p(n); tel que k(A, B) = k}, par un resultat de N.H. Phan
[37], Hao(k) est une sous- varied de HA^ p de dimension 2n + 2N(k) + 2np oύ N(k)
= kι + (kι +^2) -h + (^i -f&2 + ...fcm_ι). Les L^ forment une filtration decroissante de
HA^^p, i.e. Lq D ^^+ι En plus, on trouve que Γespace quotient Lq/Lq+\ est isomor-

phe a ΣNq(k\Lq Lq+1) ¥ Σ,Nq(k) Hao(k) oii^X est la notation de la suspension de

Γespace topologique X ΣX : = X x [0, l]/(X x {0}UX x {!}) et^2X : = E(Σ^)5

et oύ Nq(k) = dimHao(k). Done d'apres le Theoreme de Atiyah-Hirzebruch-Whitehead
(voir R.M. Switzer [41], Th.15.6 et 15.7) il existe une suit spectral d'homologie associe

a la filtration {Lq} dont le terme Eft, est donne par E^ S H*(ΣNW Hao(k\, F) oύ F
est un corps. Alors en vertu de la Proposition IV. 2. 5. et du Theoreme de Leray-Serre
IV.1.4. on a:

THEOREME IV. 2. 5. Soil F un corps, alors il existe une suite spectrale d'homologie
{Eft,} qui converge a H*(H.A%o

m^\F) dont le terme EU contient

N(k)

®kH*(Σ(K*k?tPtι x HAao^2,p, 1 x - . . x HAf^>p)1;F))

oύ k passent par tons les partitions k = (kι , Ar2, . . . , km) € A"n>m et Nq(k) = 2n+27V(fc)-f
2np; N(k) = kι + (*ι + k2) + - - - -f (*ι + k2 + - + tm-ι). '

Nous conjecturons que cette suite spectrale s'arrete au terme E%+ c'est-a-dire que
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Si p = 1, dans le meme esprit que precedemment au Theoreme IV.2.3. et a la Proposition
IV.2.4. on a, pour chaque k = (kι, k%, , km) 6 Knιm, une suite de fibrations

Hao((k2,k3,...,km))

-> x

{*} x HAf°M = Ha°((km)).

Done en vertu du Theore IV. 2. 5. HAj£° χ a un role important pour determiner Γhomo-

logie de HA^p. Ci-dessous nous allons Γexaminer.

IV.3. Sur 1'homologie de HAn 11. Rappelons que

HA«°ι = {(A,b,c) € Cnxn x Cnxl x C l x";Λ = -A*,ιeaιg[b,Ab)A
tb,...,An-1b] = n,

et ΐΆng[cT,ATcT, (Aτ)2cτ,..., (Aτfcτ] = n}.

Soit 5 une matrice unitaire telle que SA3'1 — diag[αι, 0 2 , . . . , an] = A. On pose 56 =
(61,62,.. ,6n)

τ = 6, cS~l = (cι,c2,.. .,cn) = c. On sait que

~Ί \ / I

0 φ det[6,Ab,...,in-16] = det

*„/

det
1

\1

~"X

α?

α?"1

-74 ^

• a"-1/
Le premier facteur de cette formule est un determinant de Vandermonde, on obtient

—&°
done que (A, 6, c) appartient a HAn x 1 si et seulement si αz •£ a3, αz sont des imaginaires

pures, bi / 0 et cz / 0 pour tout 0 < i φ j < n. On pose 60 = 6, CQ = c et AQ =
diag[αι,α 2 )..., αn] tel que αi < a^ < < αn. Alors Γapplication (^4,6, c) ι—>• (^40,^o,co)

est une forme normale sur HAn;1 x pour Faction de conjugaison du /7(n,C). HA^ x

est done identifie a Γespace

{( (α 1 ) . . . ,α n ) , (6 1 , . . . ,6 n ) , (c ι ! . . . ) c n ) )eR n xC n xC n ;α 1 <.--<α n ;6 i ^O,c i 5 έC»} .

Soit F(Λ, n) un espace de configuration defini par

F(R,n) = {(αι,α 2 , . . . ,α n ) GR n ;α i ί a, si 2 / j}.

Le groupe symetrique «Sn de toutes les bijections d'ensemble contenant n elements dans
lui-meme agit librement sur F(R, n) par correspondance des coordonnees. L'espace des
orbites associe est designe par DPn(R) = F(R,n)/Sn On en conclut que:

THEOREME IV.3.1. Sott F un anneau arbitraire avec unite, on a

ι ;F) £ H*(DPn(R) x (51)2n;F)
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S Ht(DPn(R);F)®FH*((S1)2n;F);

#(HA£?|i;F) Si ®t+d=t[Ht(DPn(R);F) ®F

oύ Sl est le cercle unite. II vient done que

\ 0 , sti^O eti£l.

Enfin nous considerons le cas n — 1.
IV.4. Sur Phomologie de HA^p. Rappelons que

— -ao
HA l j m > p = {(α, 6, c) £ C x Cm x Cp; α est un imaginaire pur, b φ 0 et c ̂  0}.

Dans ce cas, la fibration mentionne dans la demonstration du Theoreme IV. 2. 3., est de
la forme:

CP\{0}

HAl>m.

On peut constater que EA\ m equivaut homotopiquement a Γespace projectif complexe

En appliquant le Theoreme de Leray-Serre I V.I. 5. et en utilisant le meme argument
qu'en N. H. Phan [35], nous obtenons:

THEOREME IV.4. Soient F un corps arbitraire, H* (H A? ̂  >p F) Γalgebre de co-
homologie de H Af ̂  p et soil {E}*} la suite spectrale de cohomologie associee avec la
fibration (CP\{O}, Hf^tpJ HAi>m) precedents. Alors on a: {#**} s'arrete au terme
E%*, et en plus,

E? 5ί H*(HAf^p;F) Si H' (P^C); F)

H*(CP\{0};F) S

ou F[x2\ est Γagebre de polynόme engendre par x^ at degre2, {x™} est Γideal engendre
par (x2)m etE[y2p-ι] est Γalgebre exteneure engendree par y^p-i de degre 2p — 1.
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