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CLASSES CARACTERISTIQUES NON TRIVIALES
DE SOUS-FEUILLETAGES LOCALEMENT HOMOGENES

PAR DEMETRIO DOMINGUEZ

§1. Introduction.

Nous reprenons les notations de [5]. Plus particuliérement, nous considérons
un sous-feuilletage localement homogéne (F;, Fy)=(Fg,, Fg,) de codimension
(@1, ¢2)=(dim 3/g,, dim g/g,) sur une variété différentiable M=I"\G/H de dimen-
sion n=dim g/h, ot HCG,CG,CG désignent des groupes de Lie, hCg.Cg,Cg
leurs algébres de Lie, H étant fermé dans G, et I'CG un sous-groupe discret
opérant de maniére proprement discontinue et sans points fixes sur G/H. Le
sous-feuilletage (F;, F;) sur M est induit par le sous-feuilletage sur G determiné
par les orbites des opérations a droite de G, et G,. En particulier, d=¢,—¢,
=dim g,/&s-

Roussarie [7], Kamber-Tondeur [9] et Yamato [15] construisent des feuille-
tages localement homogénes ayant des classes caractéristiques secondaires ou
exotiques non nulles. Cordero-Masa [4] et Carballés [3] ne donnent aucun
exemple de sous-feuilletages (F,, F,) sur M, admettant des classes caractéristiques
secondaires ou exotiques non nulles qui ne peuvent pas s’obtenir en considérant
séparément les feuilletages de la paire.

Dans ce travail, nous décrivons le calcul de ’homomorphisme caractéristique
pour les sous-feuilletages localement homogénes, en utilisant des techniques
analogues a celles de Kamber-Tondeur [9], [10] et [11]. Pour appliquer les
résultats, nous donnons quelques exemples de sous-feuilletages localement homo-
génes (F,, F,) sur M, ayant des classes caractéristiques secondaires non nulles
qui n’appartiennent pas a la sous-algébre de Hpr(M) engendrée par les classes
caractéristiques des feuilletages de la paire.

Le §2 montre que le fibré normal v(F,, F,)=Q,PQo=(TM/F,\)P(F,/F;) d’'un
sous-feuilletage localement homogéne (F, Fy)=(Fg,, Fg,) de codimension (g, ¢2)
=(g, ¢1+d) sur M=I'"G/H est associé au fibré principal (F;, F;)-feuilleté
localement homogéne

P=P,+P,=I"G X gG,+I"GCX gGy=I G X xg(G, X Gy)—M
par la représentation d’isotropie

o0=(p1, po): GiXG—GL(5/g)XGL(g1/8)=CGL(g)XGL(d),
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et que la structure (F,, F,)-feuilletée induite par celle de P=P,+P, dans
Q.PQ, coincide avec la connexion partielle de Bott somme. Par suite, si
o(HX H)C0(g;)X O(d), I'homomorphisme caractéristique 44 du sous-feuilletage
(F,, F,) se factorise de la maniére suivante:

*

w(dp A(0)« T
4y: HWO ) ——> HW(g:,Dg., HXH);) ——> H(g, H) —> Hpr(M),

A (P)=14°4(0)y étant 'homomorphisme caractéristique généralisé du fibré prin-
cipal (Fy, Fy)-feuilleté localement homogéne P, ot 8=0,+0,: 5—g,Dg. désigne
I’application linéaire déterminée par une certaine connexion adaptée somme
w=w,+@, sur P=P,+P,, et ol 7:(Ag*)yz—2(M) est I'inclusion canonique. Ces
résultats ‘réduisent le calcul de I’homomorphisme caractéristique d’un sous-
feuilletage localement homogéne 'a un calcul purement algébrique qui peut se
faire moyennant certaines hypothéses avec les’ méthodes des paragraphes 3, 4
et 5 de ce travail. .

Au §3 on considére quelques fibrés plats de la forme P=I\GX yG—
M=I~G/H dont lhomomorphlsme caracterxsthue généralisé A(P)=7: H(g, H)
—Hpr(M) est injectif.

Le §4 étudie des classes de cohomologie dans H(W(g,Eng, H X H,;);) et
contient le calcul de I’homomorphisme 4(8)y: HW(g,Dg., HXH);)—H(g, H)
pour certains cas particuliers.

Le §5 réduit, pour certaines paires de groupes de Lie, le calcul de ’homo-
morphisme W(dp)*: HW(g’, H))—~HW (g, H);) a celui d’'un homomorphisme
(d’algébres gradudes) p*: HAW (g"),))—HAW(g);)). Ces résultats s’appliquent
en particulier au probléme du prolongement de feuilletages.

Enfin, au §6 on donne, pour appliquer les résultats des paragraphes précé-
dents, quelques exemples de sous-feuilletages localement homogénes (F;, F,) sur
M, ayant des classes caractéristiques secondaires nhon nulles qui n’appartiennent
pas a la sous-algébre de Hpr(M) engendrée par les classes caractéristiques des
feuilletages de la paire. L’un de ces exemples peut étre considéré comme une
généralisation de '’exemple donné par Roussarie dans [7]. De méme, on inter-
préte géométriquement ces nouveaux invariants.

Jexprime ma gratitude et remercie a X.M. Masa qui a présidé a I’élabo-
ration de ce travail. .

§2. Classes caractéristiques des sous-feuilletages localement homogénes.

Dans ce paragraphe, en utilisant des techniques similaires a celles de
Kamber-Tondeur [10], nous montrons que I’homomorphisme caractéristique d’un
sous-feuilletage localement homogéne est le composé de trois homomorphismes
qui réduisent le calcul d’un tel homomorphisme a un calcul purement algébrique.

Soient HCG,CG,CG des groupes de Lie, hCg,Cg,C g leurs algébres de
Lie. Supposons que H soit fermé dans G. Soit I'CG un sous-groupe discret
opérant de maniére proprement discontinue et sans points fixes sur G/H; par
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conséquent, I'espace localement homogéne M=I\G/H est une variété différen-
tiable de dimension n=dim g/h. Pour chaque /=1, 2, considérons le fibré prin-
cipal feuilleté localement homogéne P,=I"\G X zG;—M, ou le feuilletage sur P;
est induit par les orbites de 'action diagonale de G; sur GXG;, et ou le feuil-
letage localement homogéne F;=Fs, de codimension ¢;=dimg/g; sur M est
induit par le feuilletage sur G défini par l’opération a droite de G,. Puisque
G,CG,, on vérifie que (F,, F;) est un sous-feuilletage de codimension (g;, ¢,) sur
M et que

P=P,+P,=I""GX 4G+ "G X 3G, =G X 5(G, X Gp)—M

est un fibré principal (F, F;)-feuilleté de groupe structural G,XG,. En particu-
lier, on a donc d=¢,—¢,=dim g,/gs.

DEFINITION 2.1. Un tel fibré principal (Fy, Fy)-feuilleté P=P,+ P, sera appelé
un fibré principal (Fy, F,)-feuilleté localement homogene. Un tel sous-fewilletage
(Fy, F,) sera appelé un sous-feuilletage localement homogeéne. Si I'={e}, on dira
simplement que P=P,+P,=G X (G, X G)—~M=G/H (resp. (Fi, Fy))=(Fg,, Fg,)) est
un fibvé principal (Fy, Fy)-feuilleté homogéne (resp. un sous-feuilletage homogéne).

Remarque. Soit F=F; un feuilletage localement homogéne sur M=I"\G/H
considéré comme un sous-feuilletage (Fy, Fz). On a alors: (i) Fi=F,=F pour
G,=G,=G; (i) ,=TM et F,=F pour G;=G et G,=G; (ili) F,=F et F,=0
pour G,=G et G,=H.

Soit (I, Fo)=(F¢,, Fs,) un sous-feuilletage localement homogéne de codimen-
sion (g, g.) sur M=I'\G/H, et soit d=g¢,—¢,=0. Considérons le fibré normal
Q:DQe=(TM/F))D(F/F,) (resp. Q:=TM/F,) de (F), F,) (resp. de F;). Nous
obtenons alors le résultat suivant.

LEMME 2.2. Le fibré normal Q,PQ, de (Fy, F,) est izssocz'é au ﬁéré prin-
cipal (Fy, Fy)-feuilleté localement homogéne P=P,+P,=I\GX yG,+I'"GX yG,=
I'NG X 5(G,XG,) par la représentation d’isotropie

o=(p1, Po)3 GiXG,— GL(g/8)XGL(g:/82)=GL(g)XGL(d).

De plus, la structure (Fy, F,)-feuilletée induite par celle de P=P,+ P, dans Q,PQ,
coincide avec la connexion partielle de Bott somme.

Démonstration. En effet, a la suite exacte de H-modules
0— go/h— gi/h — me=g,/g:—0
correspond la suite exacte de fibrés vectoriels

0—I'"GXggs/h— I GXgg,/h— I GXym,—0
Il Il Il
0 F, F, Qo 0
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associés au H-fibré principal ’N\G—M. D’aprés Kamber-Tondeur [10], la con-
nexion partielle plate induite par celle de P;, i=1, 2, dans Q;=I\G X gm;=
P;Xg,;m; coincide avec la connexion partielle de Bott, ou m;=g/g;. Il en résulte
que la structure F,-feuilletée induite par celle de P, dans Q,=1" NG X M= Py X g,m
coincide avec la connexion partielle de Bott (donnée dans [4]), d’ot le lemme. [

Il est clair que la suite exacte de G,-modules
0—my—>my—m —0
conduit a la suite exacte de fibrés vectoriels
0— Q=P Xg,my — Qe=PyXg,my = Q= Py X gm =P Xgm, — 0.

Par conséquent, la structure F,-feuilletée canonique de @, est induite par la
connexion partielle plate de P,.
On en déduit le

COROLLAIRE 2.3. S’il existe une scission G,-équivariante 0,: g—g, de la suite
exacte de G,-modules 0—g,—g—m,=g/g,—0, alors Q, et Q,DQ, sont isomorphes
comme fibrés vectoriels F,-feuilletés.

Pour simplifier le calcul de I’homomorphisme caractéristique d’un sous-feuil-
letage localement homogéne, supposons que o(HX H)CO(q,)XO(d) et que, pour
chaque 7=1, 2, il existe une scission H-équivariante #;: g—g; de la suite exacte
de G,-modules

O—>gi—>g—->mi:§/gi—>0-

Ces conditions sont évidemment vérifiées si H est un sous-groupe compact de
G. D’autre part, on considére la section s: M—P/(HxH) de la projection cano-
nique #:P/(HX H)—M, induite par la section canonique G—G X ({e}X{e}) de
G X(G,XGy)—G. Alors, d’aprés Kamber-Tondeur [10], le H—DG-homomor-
phisme 4(6,):W(g,)—Ag*, i=1,2, induit par @; satisfait 4(6.,)F**W(g.)C
F?(g)Ag*=APm¥- Ag* pour p=0; par conséquent, F>@+1W(g,)CKer (). Si,
de plus, 0;, i=1, 2, est G;-équivariante, 4(6;) est un G;,— DG-homomorphisme
satisfaisant 4(6,)F**W(g,)CF?*?(g,)Ag* pour p=0; par suite, on a F2@/Z+OW(g;)
CKer 4(6,).

On désigne maintenant par 6=0,+6, lapplication linéaire composée
(8,, 0:)-4: 5—3Dg—g.PDg:, ou A est I'application diagonale. Puisque le
H—DG-homomorphisme 4(8): W(g,Dg)=W(g,)QW(g:)—Ag* induit par 6 est
donné par la composition pe(4(8,)Q4(8,)), ot p désigne la multiplication de
Ag*, on obtient alors A(0) F**W(g,Dg.)CF?(g)Ag* et A(O)F**W(g,Dg)C
F?(g,)Ag* pour p=0. Par conséquent, [='F*u+VW(g,Pg,)+F e W(g,Dg.)
CKer4(6). Si, pour chaque i=1, 2, 6; est G;-équivariante, alors on vérifie
A(0) F**W (g, Dg.)CF*?(g)Ag* et A(6)F**W(g,Dg.)CF*?(g.)Ag* pour p=0; par
suite, [”='F¥a+D DY (g Bg,)4 FAlaerd 2D (g Bg,)CKer 4(6).
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D’autre part, considérons la connexion adaptée somme w=w,+w, sur
P=P,+P,=I'"GX x(G,XG,), déterminée par §=0,+6,. Il est clair que w est
une connexion basique somme sur P si, pour chaque /=1, 2, 8; est G;-équivari-
ante. Alors, par un raisonnement analogue a celui qui a conduit au Théoréme
3.7 dans [10], on obtient le résultat suivant.

LEMME 2.4. L’homomorphisme caractéristique généralisé 4+(P) du fibré prin-
cipal (F,, F,)-feuilleté localement homogéne P=P,+P, se factorise de la maniere
suivante :

A(0)x T
4«(P): HW (g,Dg», HXH);) ———> H(g, H) ——> Hpr(M),

ou 7:(Ag¥)p—R2(M) est Uinclusion canonique. Si, de plus, 0, est G-équivariante
pour 1=1, 2, alors I’idéal I est remplacé par 1”.

On déduit des Lemmes 2.2 et 2.4 le

THEOREME 2.5. L’homomorphisme caractéristique Ay du sous-feuilleiage lo-
calement homogeéne (Fy, F)=(Fg,, Fg,) de codimension (q,, g») Sur M=I~G/H est
donné par la composition

(dp)*

w 4(0)4 T*
4y HWO) HW(g:Dg:, HXH);) ——> H(g, H) ————> Hpr(M).

Si 0;, 1=1, 2, est G;-équivariante, alors I est remplacé par 1”.

Remarques. 1) Il est clair que, pour les homomorphismes caractéristiques
généralisés dyu(P,), d4(P,), dsr,(P) (de P considéré comme un fibré principal
Fy-feuilleté), 44(Q,), 4+(Q0), dyr, (de Q,DQ, considéré comme un fibré vectoriel
F,-feuilleté) et 44(Q,), on a alors les factorisations suivantes:

Ai(P)=7x>d(0:)5=A45(P)-W(dp:)* : HW (g1, H)q,) = Hpe(M) pour /=1, 2;
Ayep(P)=15d(0)xr,= A(P) ps : HW (8182, HX H)q,) = Hpr(M);
A:(Q=4x(P)-W(dp.)*=ds-W(dp))* : HW Oyp,) > Hpr(M) ;
A:(Qo)=4x(Py)-W(dpo)*=ds-W(dpy)* : HW (gl(d), O(d))q,) = Hpr(M);
dyr,=dyr,(P)W(do)*= Ay pi: HW (gl(g)Dgl(d), O(g) X O(d))y,) = Hpr(M) ;
4:(Qo)=4x(P2)°W(dpo)*= x> ps=W(dp")* : HW Oy,) — Hpp(M),

ou p, p’, p: et pi, i=1,2, sont les homomorphismes canoniques, ou p,: G;—
GL(3/g,)=GL(g:) est la représentation d’isotropie, et ou p’:GL(g:)XGL(d)—
GL(q,) est I'inclusion canonique. De méme, si 6;, i=1, 2, est G;-équivariante,
alors, pour tronquer les algébres de Weil précédentes, ¢;, i=1, 2 (resp. I) est
remplacé par [(g;+1)/2] (resp. par I”).

2) On peut aussi considérer les cas particuliers suivants:
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i) Pour G; et G, connexes, on vérifie que (F, Fy)=(Fg,, Fs,) est un sous-
feuilletage a fibré normal orientable et que la structure (F,, F,)-feuilletée du
fibré P'=L(Q,)+L(Q,) des repéres transverses a (F,, F,) est induite par une
structure (F, F;)-feuilletée d’une GL*(g,)XGL*(d)-réduction de P’. Dans ce
cas, la cohomologie H(WO ;) =HW (gl(q,)Pgl(d), O(g;)XO0(d));) est remplacée
par HW(gl(g)Dgi(d), SO(g.) X SOd)) ).

ii) Pour G, et G, compacts, (Fy, F;) est un sous-feuilletage riemannien ;
par conséquent, HWO,) est remplacé par H(W(so(q,)Pso(d), HiX Hy);»), ou
H, X H,CO(g,)XO(d) est un sous-groupe fermé tel que p(HX H)C H,X H,.

iii) Pour H={e}, (Fi, F;) est un sous-feuilletage a fibré normal trivialisé ;
par suite, HIVO,) est remplacé par HW ;)= HW (gl(q,)PDgl(d))).

Dans le calcul de I’homomorphisme caractéristique d’un sous-feuilletage
localement homogéne, les résultats suivants sont intéressants.

PROPOSITION 2.6. Il exists un DG-homomorphisme k :W(g,Dg., HXH);—
W(g., H)q, tel que k-W(dp)=id et Au(P)=A4x(P))oks. Par suite, on a alors
Im4(P)=Im4.(P,)). Si 6;, i=1, 2, est G,-équivariante, q, (resp. I) est remplacé
par [(q:+1)/2] (vesp. par I”). '

Démonstration. En effect, & est le DG-homomorphisme induit par le
H— DG-homomorphisme composé

1o(id@Qk(00)) : W(g,Dg2) =W (g)QW(g2) = W(g)Q@W(g,) = W(gy),

ou k(#,) est 'homomorphisme de Weil de la scission H-équivariante ,=0,°7;:
g,—3—g, de 0—g,—g,—g,/8,—0 (i, étant U'inclusion canonique), et ot g est la
multiplication de W(g,). On achéve donc la démonstration en appliquant le
Lemme 4.9 dans [11] & I’homomorphisme %(#,). |

On en déduit le
COROLLAIRE 2.7. Pour que Im 4y #1Im 44(Qy), ¢l faut que Im 44(Q,)#Im 4,(P,).

Soient 7,: G,—G, l'inclusion canonique et 4: G,—G,X G, "application diago-
nale. Considérons I’homomorphisme composé p=(z,, id)ed:Gy—G,XG,. On
vérifie évidemment que la structure Fy-feuilletée canonique de P=I"\G X z(G, X G,)
est la p-extension de la structure F,-feuilletée de P,=I"GX yG,. On a ainsi
démontré la

PROPOSITION 2.8. Il existe un DG-homomorphisme a:W(g,Dg:, HX H)e,—
W(gs, H)q, tel que asW(dp)=id et dsp,(P)=4sx(Po)eax. Il s’ensuit que Im dyp,(P)
=Imd«(P.). Par conséquent, si Imdy(Q)=Imdu(P;), alors Im dyp,=Im 4:(Q:).
Si 0;, i=1, 2, est Gi-équivariante, q, est remplacé par [(g.+1)/2].

En résumé:
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COROLLAIRE 2.9. _Pour un sous-feuilletage localement homogene (F, Fy)=
(Fg,, Fg,) sur M=I'\G/H, il y a un diagramme commutatif

N N N N
Im 44(Py) = Im 4x(P) D Im dyp,(P) = Im A4y (P,)

de sous-algebres de Hpp(M).

Soient (Fy, Fo)=(Fg,, Fs,) et (F1, Fg):(FGi, F(;:Z) deux sous-feuilletages locale-
ment homogénes de codimension (¢, ¢,) sur M=I\G/H et M'=I""~G’/H’
respectivement. Supposons qu’il existe un homomorphisme de groupes de Lie
f:G'—=G tel que f(GHCG,, i:i, 2, f(HYCH et f(I')CI, et tel que les appli-
cations linéaires induites g’/g}—3/g:, =1, 2, soient des isomorphismes. Alors
’application f:M’—M induite par f est transverse a (Fi, F,). De plus, on a
donc (Fi, F)=7"(F\, F)=(f"'(F), f*(F.). Par suite,

PROPOSITION 2.10. L’homomorphisme caractéristique 4y de (Fi, F}) se facto-
rise de la maniére suivante:

7%

Ay

A; . H(WOI) HDR<M) HDR<M/) ’

o Ay est I’homomorphisme caractéristiqgue de (Fy, Fy).

§3. Fibrés plats.

Le but de ce paragraphe est d’étudier des cas ou ’homomorphisme cano-
nique 7y : H(g, H)—Hpr(M) est injectif.

Avec les notations du paragraphe précédent, il est clair que 7, est simple-
ment I’homomorphisme caractéristique généralisé A4(P) du G-fibré plat
P=I"GX ygG—-M=I\G/H. Si le groupe de Lie G est compact, il est évident
que I’homomorphisme canonique 7, est injectif et que I” G est un sous-groupe
fini. De méme, si G est compact connexe, 7x est un isomorphisme. Dans le
cas ot G n’est pas nécessairement compact, on démontre sans difficulté le

LEMME 3.1. Soit H un sous-groupe compact d'un groupe de Lie G. Alors
tout sous-groupe discret I'CG opere de maniere proprement discontinue sur G/H.
De plus, si H={e} ou si le sous-groupe discret I'CG est sans torsion, I" opere
sans points fixes sur G/H; par suite, M=I'\G/H est une variété différentiable.

Il est immédiat de vérifier que ’algébre de Lie g d’un groupe de Lie G est
unimodulaire, pourvu que G admette un sous-groupe discret et uniforme I
Nous obtenons alors le résultat suivant.

THEOREME 3.2. Soit H un sous-groupe compact d'un groupe de Lie G.

Supposons que G admette un sous-groupe discret et uniforme I'. Si H={e} ou si
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I est sans 1orsion, alors M=I'\G/H est une variété compacte et [’homomorphisme
canonique s H(g, H)—Hpr(M) est injectif.

Démonstration. La premiére assertion résulte donc immédiatement du Lem-
me 3.1. Pour démontrer la seconde assertion, considérons la composante con-
nexe H, (resp. G,) de H (resp. de G) et le sous-groupe discret et uniforme
I''=I'nG,=G,. Soit i:M'=I"""G,/Hy—~M=I'"G/H !’application induite par
inclusion canonique 7:G,—G. Il est clair que 1’homomorphisme canonique
*: H(g, H—H(g, H,) est injectif. D’aprés le Lemme 4.88 dans [9], I’homo-
morphisme canonique 7k : H(g, Ho)—Hpr(M’) est aussi injectif. Puisque 1*oyy
=7ker*, il s’ensuit que I"homomorphisme 7, est injectif. Ceci achéve la démon-
stration du théoréme. O

Exemple. Soit G I'un des groupes de Lie suivants: SL(g), GL*(g) et GL(g),
avec ¢=1. Soit HCG un sous-groupe compact. On peut considérer (cf. Borel
[1]) un sous-groupe discret, uniforme et sans torsion I"CSL(g). Alors, en utili-
sant I'isomorphisme de groupes de Lie

¢=(log, id)+¢: GL*(g) ——> GL*(1)x SL(g) ——> RX SL(g),

avec ¢(A)=(dét A, (dét A)"'/?-A) pour A=GL*(g), on obtient un sous-groupe
discret, uniforme et sans torsion I',=¢ (ZXI") de GL*(q) et GL(q), ot ZCR
est le groupe additif des entiers. Par suite, les hypotheéses du Théoréme 3.2
sont vérifiées dans les trois cas précédents.

§4. Sur le calcul de I’homomorphisme 4(8)x.

Dans ce paragraphe, en utilisant les notations de [11], nous donnons le
calcul de I’homomorphisme 4(8)y: HW(g,PDg., HXH);)—>H(g, H). Pour les
paires de groupes de Lie (G, H) considérés, on suppose que [(G)=I(g), que H
ait un nombre fini de composantes connexes et qu’il existe une scission H-équi-
variante @,:g—h de la suite exacte de H-modules 0—h—g—g/h—0, ou (g, h)
est la paire d’algébres de Lie correspondante.

Soient (G;, H,), j=1, 2, deux paires de groupes de Lie, (g;, h;) leurs paires
d’algébres de Lie. On désigne par (G, H) la paire de groupes de Lie
(G, XG,, HiXH,), par (g, h) sa paire d’algebres de Lie (g,Dg., h.Dh,), et par
#*: [(Gy)—I(H,;), j=1, 2, les applications de restrictions. Etant donnée une paire
(g1, g») d’entiers, avec 0=<¢,=<¢,, considérons des polyndémes homogénes invari-
ants X.=Keri*CI*(G,), a=1, ---, s, et Iy Keri3*CI*(G,), a’=1, -+, s/, tels
que degX,<degXs pour a<p, et degX, <degXs pour a’<p’. Pour @,=I°?i(G,),
7=1, 2, avec 0= p,<q, et 0<p=p,+p.=<¢,, posons

z=TX, - Ty O.QTX; -+ ToXyr - 0.sW(g, H)=W(g:, HIQQW(g., H,),

ou les T X ,cWimeain(g H) et T,. X, €Wimsair(g, [,) sont respectivement des
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cochaines transgressives relatives pour X, et X, (ceci signifie que dT X.=2, et
dT,. X, =X,). Supposons maintenant que les conditions (de cocycle) suivantes
soient vérifiées :

(i) degX+2p,=2(q,+1) ou degX,+2p=2(g,+1) pour s>0 et s'=0;

(ii) degXi+2p=2(¢.+1) pour s=0 et s'>0;

(iii) les conditions (i) et (ii) pour s>0 et s’>0.

Alors, par un raisonnement analogue a celui qui a conduit au Lemme 4.33 dans
[11], on obtient le résultat suivant.

LEMME 4.1. La cochaine zeW (g, H) est un cocycle dans W(g, H); et sa
classe de cohomologie [zl HW (g, H);) ne dépend pas du choix des cochaines
transgressives relatives T o Xo et To Xy pour X et X, respectivement.

Remarques. 1) La classe de cohomologie [z] appartient a I'image de
I'homomorphisme canonique HW(g,, H),)—HW (g, H);) (resp. HW(gs, H),,)
—HW(g, H);)) si s’=p,=0 (resp. si s=p,=0). De méme, [z] appartient a
I'image de I’homomorphisme canonique HW(g, H),)—»HW (g, H);) si degX,
+2p=2(¢q.+1) pour s>0.

2) Le lemme précédent est intéressant dans le cas ou, pour chaque j=1I1, 2,
(g, h;) est une CS-paire (i.e. une paire réductive d’algébres de Lie admettant
une transgression 7; pour g; telle que Kerij*=Idéal(z;P,)CI(g,), ou P; désigne
I’espace de Samelson de la paire (g;, k), parce que (cf. [3] et [9]) il existe un
isomorphisme (d’algébres graduées) & : HA R [(H) — HW(g, H);) induit
par le DG-homomorphisme &: A;QI(H)=APRI(G),QI(H)= AP, QAP,QU(G)R
I(G,)  RIH)RI(H,)—W (g, H); défini, pour j=1, 2, par &@,)=®, pour @, I(G,),
ET)=h(6HT ;) pour ¥,cI(H,), et &v,)=T z;v;) pour y;=P; ol h(6}: I(H,)
—W(g;, H;) est 'homomorphisme de Chern-Weil d’une scission H;-équivariante
0i:g,~h; de 0—h;—~g;—~g;/h;—0, ot 7; est une transgression pour g; satisfai-
sant Kerif*=Idéal(z,P,)CI(G,), et ot T; est 'opérateur de transgression relatif
universel —AY(6}): Ker#*—W(g,, H;) (voir [11] pour plus de détails).

D’autre part, le calcul de I’homomorphisme 4(0)y est abordé comme suit.
Soient HCG,—G,CG des groupes de Lie, hCg,Cg,C g leurs algébres de Lie
(pas nécessairement réductives). Supposons que, pour chaque j=1I1, 2, il existe
une scission H-équivariante 6;:g—g; de la suite exacte de Gj;modules
0—g;—~g—m;=g/g;,—0. Pour la paire (¢;, ¢.)=(dim g/g,, dim g/g,), considérons
I’homomorphisme 4(0)y: HW(g,Pg., HX H);)—H(g, H) induit par le H—DG-
homomorphisme 4(8)=p-(4(8,)R4(8,)) : W(g,Dg.) =W (g, )XW (g.)—Ag* déter-
miné par l'application linéaire §=80,40,: g—g,Pg,, ot p désigne la multipli-
cation de Ag*. Soit maintenant [z]e HW(g,Pg., HX H);) la classe de cohomo-
logie construite dans le Lemme 4.1. Alors, par une technique similaire a celle
de Kamber-Tondeur ([11], Proposition 4.58), nous obtenons le résultat suivant.

PROPOSITION 4.2. 4(0).[z]1=0=H(g, H) si [l'une des conditions suivantes
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est vérifite: (i) @,€I%(G)-1(G,); (i) D,IHG)-I(G,). Si 6; j=1,2, est
G j-équivariante, I'idéal I est remplacé par I”.

Pour le calcul de I'image de 4(0), supposons que (Z, h) soit une CS-paire.
Considérons les applications de restrictions 7% : I(G)—I(G,), j=1, 2, et res: I(G)—
I(H). On a alors Ker res=Idéal{¢,, ---, ¢,}CI(G)=R[é,, ---, ¢.], 0St<r=rang g,
avec degi,=degcC; pour 1Sa<B=t. Il s’ensuit que les suspensions relatives
Fa=05xCoEH™PY (5 H), a=1, ---,t, des ¢, fournissent une base de I’espace de
Samelson de la paire (g, h). Par suite, on a

H(g, H)=A(3,, -, 3OQIH)/I*(G)-I(H).

D’autre part, notons 2n, le degré de ¢,. Supposons qu’il existe deux géné-
rateurs ¢; et ¢;, avec 1=7, j'<t et j#;/, tels que

z'i"c',:% V.- 0,1(Gy), avec ¥;,=Kerd* et @;,I*"1(G,),
z';“c‘,-::%‘, Ui @y €1(Gy), avec Ty Kerid* et @) 1272(Gy),
et tels que n;=¢,+1 ou n;+p,=¢.+1, et ny+p,=g.+1. Etant donné un opé-

rateur de transgression relatif universel T, (resp. T,) pour la paire (G,, H)
(resp. pour la paire (G,, H)), démontrons alors le théoréme suivant.

THEOREME 4.3. Pour toute suite 1=4,<---<i;<t d’entiers i.#+7j, ' tels que
Ny +p1=qi+1 ou ny+pit+p.=g.+1, on a la formule

A(ﬁ)*kzk}’ [Tll.;k(::il Tll.;kC-iS‘le'jk M @jk®T2w‘;" ' ¢§' k']
=3, A - AT, ANF;\NTy #0€ H(g, H).

Si, de plus, 0., i=1, 2, est Gi-équivariante, la paire (q,, ¢;) est remplacée par la
paire ([(¢:+1)/2], [(g2+1)/2]).

Démonstration. Considérons le cas général, puisque la seconde assertion se
démontre de fagon analogue. Comme

T{Z.ikéj:§ TV D;neW(gy, H)
(resp. T;ié‘éj::; T8 - @y eW(g,, H))
est une cochaine transgressive relative pour 7§¢;€Kerb* (resp. pour i§¢ €Kerig*),
et comme n;2¢,+1 ou n;4p.=q.+1, et ny+p,=g,+1, en utilisant les notations

du Théoréme 4.47 dans [11], on obtient alors, pour n;+p,=¢;+1 ou n; +p,+
ﬁzzﬁh"i‘l:
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5&-,/\-~-/\yis/\y‘j/\y‘,-'
=7 < NGl NGwCj NG5l
=[/\ (01)lelcla—ﬁ21(01)c'ia)
A(SAOITI 4 K604 AOITT - 400 1)
=A(0)*k§‘,' (Ta¥ci, - TukCoy Tk P QT ¥ - D]
+0=H(g, H),
d’ou le théoréme. O
On en déduit le

COROLLAIRE 4.4. F;A¥,€Im4(0)f. Par suite, dimIm4(0)s=1. Si, de plus,
1+ pa=gq., alors

Idéal(F; A7 )=(F;\Fy)- A(Fs, -+, F)CTIm A(0)%,
d’ou
dim Im 4(8)§=2t"% Si 6., i=1, 2, est G-équivariante, la paire (qi, ¢) est rem-
placée par ([(q:+1)/2], [(g.+1)/2]).

Remarque. Dans le cas ol p,=¢,, en vertu du Théoréme 4.47 dans [11],

on a donc
4(60)« ; [le'i"c'il Tﬂ'ikfis'wajk -0,,R1]

=3, N NI NV, #0€H(g, H)
pour 1=<7,<--<i;<t, 0<s<t—1, avec i,#j. Par conséquent,
Idéal(7,)=5,- A(F, -~ , F)CIm 4(0,)$CIm 4(0)%,

d’ott dim Im4(6)£=2¢"'. De méme, pour toute suite t’'<7;<---<i,<t d’entiers
ia, on obtient A(0)4[T¥¢;, -+ T1i¥¢;,Q11=F:, N\ AF:,#=0€ H(g, H), ol t est
le plus petit entier, 1=<t'<¢, tel que n,>¢q, pour t’<a<t¢. Par suite, on a alors
AFyv1, 5 F)CTIm 4(0)x«CIm 4(0)s, d’ot dim Im 4(0),=2¢"%. Si 6, est G,-équi-
variante, on peut remplacer ¢, par [(¢,+1)/2].

§5. Calcul de ’homomorphisme W(dp)*.

Dans ce paragraphe on réduit le calcul de I’homomorphisme W(dp)*:
HW(g’, H))—HW (g, H);) a celui d’un homomorphisme (d’algébres graduées)
p*: HA)—H(A;). Pour cela, nous supposons que les paires d’algébres de Lie
(g, h) des paires de groupes de Lie considérés (G, H) soient CS-paires, que
I(G)=I(g) et que H ait un nombre fini de composantes connexes.

Soient (G, H) et (G’, H’) des paires de groupes de Lie (vérifiant les hypo-
théses précédentes), (g, h) et (g, h’) leurs paires d’algebres de Lie. Considérons
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les applications de restrictions 7§ : I(G)—I(H) et i5*: I[(G")—I(H’). On a alors
Kerd¥=Idéal{c,, -+, ¢;,} CTI(G)=R[c;, -+, ¢,], 0=t<r=rangg, avec degc,=
degcp pour 1Sa<fB=<t. De méme, on obtient donc Keri*=Idéal{ci, ::-, cir} C
I(GN=R[ci, -+, ¢ir], 0=t’'<Sr'=rangg’, avec degc,<degcp pour lSa<B=t".
Il s’ensuit que les suspensions relatives y,=oxc.€ H™P?i (g, H), 1<a<t (resp.
yh=ckc,e Himrair(g/ ) 1<a<t’) des c.=Keri¥ (resp. des ¢, Keriy*) four-
nissent une base de I’espace de Samelson P (resp. P’) de la paire (g, h) (resp.
de la paire (g’, h')).

D’autre part, supposons qu’il existe un homomorphisme de groupes de Lie
p:G—G’ tel que p(H)CH’. On désigne par p,:H—H’ I’homomorphisme de
groupes de Lie induit par p. En particulier, ’homomorphisme p*:I(G")—I(G)
déterminé par p applique Ker7;* dans Kerdf. Il est immédiat de voir que, pour
chaque a=1, -+, ¢/, I’élément p*c,cKer/fCI*(G) peut s’écrire d’une facon et
d’une seule sous la forme

t
p*ca= Elcﬁ(aaﬂ—k@aﬂ),
avec a3 R=IG) et Dag=R[cy, -+, ¢, 1T TIHG).

De plus, si p*c,+#0, on obtient degc,=degcs pour a.s+#0, et degc,=degcs+
deg@a‘g pour @,5+#0; par suite, ang-Pap=0 pour a=1, ---, ¢ et f=1, -, ¢t
Etant donné un entier ¢=0, considérons maintenant le DG-homomorphisme

0: Al=AP'QRIG"), — A=APRIG),

induit par p* sur I(G"), et caractérisé comme homomorphisme d’algébres gra-
duées sur AP’ par la formule

13
p(ya)= Elyﬁ®(aaﬂ+@aﬂ) pour a=1, -+, t'.

Alors le calcul de I’homomorphisme W (dp)*: HW(g’, H))—HW (g, H),) se fait
a l'aide du théoréme suivant.

THEOREME 5.1. L’ homomorphisme W(dp)* se factorise de la maniere suivante :

&’ . p*Q0t
W(dpy*: HW(g’, H")g) ——> H(A)Q 1 [(H) ——>

A ¢
HA)® 1o [(H) ——> HW (g, H),).

Démonstration. 1l suffit de prouver que le diagramme suivant est commu-
tatif :

w(dp)*
HW(g’, H))) ——> H(W(Ag, H),)
14 >+ &

—> H(Aq) »

H(Ay)
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ot &, et &, désignent respectivement les homomorphismes induits en cohomologie
par les DG-homomorphismes déterminés par les formules :

£(@)=0 pour DI(G) et &(y,)=Toc, pour a=1, -, ¢,
&(9)=0" pour O’€I(G’) et &(y4)=Tic, pour a=1, --, ',
T, (resp. T§) étant I'opérateur de transgression relatif universel pour (G, H)
(resp. pour (G’, H’)), déterminé par une scission H-équivariante ,: g—h (resp.
H’-équivariante 6;: g’—h’) de Q—»hjg—)g/hﬁo (resp. de 0—h'—g'—g’/h’—0).
Pour montrer que W(dp)*-£x=Exep*, considérons la base de Vey de H(A))

fournie (cf. [9], Théoréme 5.110) par les classes de cohomologie des cocycles
mondmiaux
1ips

’ I oAt ’ 171
26, =Y OHRCH=Yi, N\ - ANy, Qct’t - cp

avec j,=0, 0=deg ¢(;,=2¢, 1=i,< - <i;=t/, 0=s=<t’, degc; +deg c(;=2(g+1)
pour $>0, j,=0 pour a<i, si s>0, et j,=0 pour a=1, ---, ¢’ si s=0. Puisque,
pour chaque a=1, -, s,

t . .
W(dp)T(l)C;a, ‘Sgl TOC,@'(aialg""@iaﬁ)ewlmpalr(gﬁ H)

sont deux cochaines transgressives relatives pour p*ci =Ker ¢¥, on obtient donc,
en vertu du Lemme 4.1,

W(dp)*éklzt, p))=[W(dp)Tici, - W(dp)Tici, p*cts]
=[(f]Tocp-(ai +9; ))m(ﬁToc -(ay +@~~)>-p*c'~>]
=1 18 18 = 8 is8 is8 ¥
zé*(ﬁ*[zl(i,j)])-

Ceci achéve la démonstration du théoréme. 0

A

Remarques. 1) 11 est clair que ’homomorphisme g* est défini sur la base
de Vey de H(Ay par la formule

t t
0L 1= (561,54 05,)) (5, 96@(a1,,+ 01, ) - 07|
En particulier, pour deg ct;>=2g, on a alors
) ’ - : . ‘ X/
P*[Za,j)]—[(glyﬂﬂi,ﬂ)/\ ‘/\<Elyﬁaisp>®.0*€m]-
2) Comme I’homomorphisme &y=£&4 . u> est injectif pour paires de groupes

de Lie (G, H), il en résulte que la construction de p* est fonctoriel pour homomo-
rphismes de paires de groupes de Lie

0:(G, H)— (G, H").
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3) Si, de plus, les applications de restrictions 7§ et #* sont surjectives,
’homomorphisme W(dp)* est donné par la composition

A

£r—1 Ax

&% P 4 o &«
W(dp)*: HW(g', H')) —> H(Ap —> H(A) —> HW(g, H)).

Soit maintenant [z{:, 5]1=[7&cl;»] un élément de la base de Vey de H(A{,)
CHW(g’, H),). On en déduit le

COROLLAIRE 5.2. Si deg ci;y=2q et s’il existe un a=1, -+, s (avec s>0) tel
que ainﬂzo pour tout B=1, ---, t, alors

[z, y1=Ker W(dp)*.

On peut apphquer ce résultat au probléme du prolongement de feuilletages
comme suit. Etant donnés des entiers g1, gs et d, avec 0<q,<¢q. et d=¢,—q,>0,
prenons (G, H)=(GL(¢g,) XGL(d), O(¢g,) X O(d)), (G, H)=(GL(gs), O(gs)) et p : (G, H)
—(G’, H’) I'inclusion canonique. Il est bien évident que

H(W(g) H)q2>gH(Aq2)=H(A(ylr Vs 'ty qui—l)®A(y{r yllb R yéd’—l)
Q(R[cy, €3y vy €q, JQORLct, €3, 5 €allg,)

et que R
HW(g', H')g)=H(Ag,)=HW Oy,)

ZH(A(J?'{, Y5, y2Qz—l)®R[clr ¢4y, ctlllz]‘h)’

ou les éléments y;, y; et y? (de degrés 2/—1) sont respzsctivement les suspen-
sions relatives des polyndmes de Chern ¢;€I(G L(g))=R[cy, -, ¢q,]1, ¢i€I(GL(d))
=R[ci, -+, ¢yl et !el(GL(g)=R[cY, -+, ct] de degrés 2i, avec 7 impair, et
ou ¢;=[(g:+1)/2], i=1, 2, et d’=[(d+1)/2].

D’autre part, comme "homomorphisme p*: I(G")~I(G)=I(G L(g,)QI(G L(d))
est donné, pour chaque j=1, ---, ¢,, par la formule

o¥c= Z}cl®c] «, avec ¢;=0 pour i>¢q,, ¢;=0 pour i>d
et co=c¢{=1, on obtient donc
P4-D= 37 @IRI®eh-o+ DBV Beri-oB]
pour j=1, -, ¢4, avec ¥y, =0 pour i>q; et y3;-,=0 pour ¢>d’. Considérons

la base de Vey de H(WO,,) fournie par les classes de cohomologie des cocycles
monoémiaux

ni . //Jq
26, 5= Y ei-QCH= 8,1 N\ - N YT Qe 2

avec j,=0, 0<2p=deg ¢{»p<2q,, 1=54,< - <i,=Zq;, 0Ss5=¢q;, #1+p=¢.+1 pour
s>0, 7,=0 pour tout entier impair a<2{,—1 si s>0, et j,=0 pour tout entier
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impair a si s=0. D’aprés le Corollaire 5.2, si p=g, et s’il existe un a=1, ---, s
(avec s>0) tel que i,=max(g;, d’)+1, alors on a [z, ]l=Ker W(dp)*.

Soit maintenant (F, F;) un sous-feuilletage de codimension (g, ¢») sur une
variété différentiable M de dimension n. Alors, en vertu du Théoréme 6.1 dans
[4], on a donc Ker W(dp)*CKer 44«(Q.), o0 44(Q.) désigne I’'homomorphisme
caractéristique du feuilletage F,. Par suite, on a obtenu le résultat suivant.

THEOREME 5.3. Soit F, un feuilletage de codimension q, sur M. Si p=q, et
s'il existe un a=1, ---,s (avec s$>0) vérifiant i,=max(qi, d’)+1 tel _q‘ie
A:(Q:)[z i, 5]1#0E Hpp(M), aucun feuilletage intégrablement homotope a F, ne peut
se prolonger en un feuilletage F de codimension q sur M, avec ¢;<¢q=d si ¢,=<d,
et d<q=q, si ¢,>d.

Pour un feuilletage F, de codimension ¢,=3 sur M, on considére un cocycle
de la forme z=y A yi;-1Qcl; avec deg cf;=2¢.. On en déduit le

COROLLAIRE 5.4. Si la classe 4+(Q.)[z]1< Hpr(M) n’est pas nulle, aucun feuil-
letage intégrablement homotope a F, ne peut se prolonger en un feuilletage F, de
codimension g, sur M pour 0<q,<q., sauf dans les cas ou (g, g2)=(2¢g5—1, 2g5)
ou (g1, q2)=(1, 2g3).

Il est clair que, pour ¢,=295=2, aucun feuilletage intégrablement homotope
a F, ne peut se prolonger en un feuilletage de codimension impaire, pourvu que
Q.=TM/F, soit un fibré vectoriel orienté ayant une classe de Pfaff non nulle.

Exemple. Compte tenu du Théoréme 5.37 dans [11], on voit donc que, pour
g:=2, toutes les hypothéses précédentes sont vérifiées par le feuilletage locale-
ment homogéne Fy=Fspgu+1,10, (resp. Fo=Fgr+g+1,15,) de codimension g, sur
M=I~\SL(g,+1)/S0(g,) (resp. sur M=I"~GL*(q,+1)/S0(g,)), ou les groupes de
Lie SL(g,+1, 1), et GL*(g.+1, 1), seront donnés dans le §6, et ou I” (resp. )
est un sous-groupz discret, uniforme et sans torsion de SL(g.+1) (resp. de
GL*(g.+1)).

Remarque. Dans le cas ou (Fy, F;) est un sous-feuilletage de codimension
(g1, q2) sur M a fibré normal trivialisé, on obtient donc 44(Q:)[ 2. 51=0€ Hpr(M)
si p=g¢, et ¢’il existe un a=1, ---, s tel que i,=max(q;, d)+1, ot [z, ;] est un
élément de la base de Vey de

H*(W(gl(ge))g,) = H*(W o, )=H*(A(¥Y, y%, -, ¥HQR[c, ¢4, -+, cylg,)
fournie par les classes de cohomologie des cocycles mondmiaux
2, p=YHQRchH=y 1N - /\J’éls@C/fjl Ct’z’zjqz

avec .20, 0=2p=deg c(;y<2¢,, 1=i,< - <i:=5¢s, 0<5=qs, 1 +p=got1, et
7«=0 pour a<i,. D’autre part, soit maintenant F, un feuilletage de codimen-
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sion g,=2 sur M a fibré normal trivialisé. On considére un cocycle de la forme
2=y NyeQcly avec degcl;p=2¢,. Si la classe 44(Q:)[z]€ Hpr(M) n’est pas
nulle, il est évident qu’un feuilletage F; (2 fibré normal trivialisé) intégrablement
homotope a F, ne peut pas se prolonger en un feuilletage F; de codimension g,
sur M tel que le fibré normal du sous-feuilletage (F,, F;) de codimension (g,, ¢»)
soit trivialisé, avec 0<g;<¢g.. C’est par exemple le cas si F, est le feuilletage
localement homogéne Fsyg,+1, 15 SUr M=I"\SL(g.+1) avec ¢.=2, ot I'CSL(g.+1)
est un sous-groupe discret et uniforme. Un autre exemple de ce cas est obtenu
en prenant Fo=Fgr+ 41,1 €6 M=IGL*(g>+1) avec ¢.=2, ot 'CGL*(g.+1) est
un sous-groupe discret et uniforme.

D’autre part, le calcul de I’homomorphisme W(dp)*: HW(g’, H);) —
HW (g, H);) peut se faire comme suit. Soient (G,, H;) et (Gi, Hj), i=1, 2, des
paires de groupes de Lie (vérifiant les hypothéses usuelles de ce paragraphe).
Supposons que, pour chaque 7=1, 2, il existe un homomorphisme de paires de
groupes de Lie p;: (G;, H)—(G}, H}). Considérons maintenant 1’homomorphisme
de paires de groupes de Lie

p=(p1, p2): (G, H)=(G:X G, HiXHy) = (G', H)=(G{XG3, H{XH3).

Etant donnée une paire (g, ¢.) d’entiers, avec 0=¢,=<¢., par une technique
identique a celle du Théoréme 5.1, on construit un homomorphisme de DG-
algébres p: A;=AP'RI(G’');—A;=APRI(G);. Ainsi, en reprenant les notations
du Théoréme 5.1, par un raisonnement identique a celui utilisé dans la demon-
stration de ce théoréme, nous obtenons le résultat suivant.

THEOREME 5.5. Pour I’homomorphisme W(dp)*, on a la factorisation suivante :

& et
W(dp)*: HW(g', H')1) —> HAN®: o> I(H') ———> HA )10, I(H)

£
—> HWV (g, H).).

Remarques. 1) Comme ’homomorphisme Ei=buc.u>: H(A,)—»H(W(g, H);)
est injectif pour paires de groupes de Lie (G, H)=(G,X G,, H X H,), il s’ensuit

que la construction de ’homomorphisme §* est fonctoriel pour homomorphismes
de paires de groupes de Lie

p=(p1, p2): (G, H)=(G,XG,, Hi X H,) = (G’, H)=(G{ XG5, H{ X H}).

2) Si, de plus, les applications de restrictions 7% et 7;* sont surjectives,
I’homomorphisme W(dp)* se factorise de la maniére suivante:

A

a
/-1 A

§ P . &
W(dp)*: HW(g’, H');) —} H(A) — H(A)) —} HW (g, H),).
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3) Pour le calcul de Ker W(dp)*, on obtient un résultat analogue a celui du
Corollaire 5.2.

§6. Quelques exemples.

Pour appliquer les résultats et techniques des paragraphes précédents et du

travail [5], nous donnons dans ce paragraphe quelques exemples de sous-
feuilletages localement homogénes (F,, F,)=(Fg,, Fg,) de codimension (g;, ¢;) sur
M=I'\G/H ayant des classes caractéristiques secondaires ou exotiques non
nulles qui n’appartiennent pas a la sous-algébre de Hpr(M), engendrée par les
classes caractéristiques des feuilletages de la paire. De méme, nous reprenons
les notations des paragraphes précédents et de [5].

a) Exemples de sous-feuilletages localement homogenes dont les fibrés normaux
Q. et Q:PQ, ne sont pas isomorphes comme fibrés vectoriels Fy-feuilletés (cf. [5],
Corollaire 4.5).

Etant donnés des entiers d=1 et 7=0, avec j=<d, on considére le sous-
groupe fermé GL(d+1, j)CGL(d+1) des matrices de la forme

A *
% | :

Xj *

| 00 0]A

avec Ay, Ay, 0, 4,EGL(1) et A=GL(d—j+1). En particulier, SL(d+1, j)=
GL(d+1, ;)NSL(d+1) est un sous-groupe fermé de SL(d+1). On désigne par
GL*(d+1, j)y=GL(d+1, j), (resp. par SL(d+1, 7)) la composante connexe du
groupe GL(d+1, j) (resp. du groupe SL(d+1, j)). Par conséquent, SL(d+1, )
CGL*(d+1, j) pour j=0,1, .-, d. De méme, on a donc le diagramme com-
mutatif suivant:

T(d+1),=GL*(d+1, d)C - CGL*d+1, 1),CGL*(d+1, 0, =GL*(d+1)

n n n n n
T@+1) = GLd+1, d)|c - GL(d+1,1) € GL(d+1,0) = GL(d+1)
U U U U U
ST(d+1)= SL(d+1,d) C--C SLd+1,1) C SL(d+1,0) =SL{+1)
U U U U Il

ST(d+1)y= SL(d+1, d),C - C SL(d+1, 1)yC SL(d+1, 0)y=SL(d+1),
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ou T(d+1), (resp. ST(d-+1),) est la composante connexe du groupe T(d-+1) des
matrices triangulaires (resp. du groupe ST(d+1) des matrices triangulaires de

déterminant 1).

Exemple 1. Prenons G=SL(d+2), G,=SL(d+2, 1), G,=SL(d+2,2), H=
SO(d) (avec d=1). Soit I'CSL(d+2) un sous-groupe discret, uniforme et sans
torsion. Alors, en vertu du Théoréme 3.2, M=I\G/H est une variété compacte
connexe et orientable, et I’homomorphisme canonique 74 : H(g, H)— Hpr(M) est
injectif. De plus, on a donc

AFs, Fsy =5 Fan-1, Fat1, Fass) pour d=2n—1

H(g, H)E{
A(Fs, Fs, -+ 5 Fon-1, Fat1, Far2)QR[eal/(el) pour d=2n,

ou les ¥; sont les suspensions relatives des polyndmes de Chern ¢;=Ker res=
Idéal{ES) C-a, Ty Ezn-ly Ed+1y c-d+2}CI(G)ER[EZy 6-3; Tty C-d+2:ly et Oﬁ enEIzn(SO(Zn))

est le polyndme de Pfaff.
D’autre part, considérons le sous-feuilletage localement homogéne (F,, F;)=

(Fg,, Fs,) de codimension (g, g2)=(d+1, 2d+1) sur M a fibré normal orienté.
Nous obtenons alors le résultat suivant.

THEOREME 6.1. L’homomorphisme caractéristique
dy: HW(gl(d+1)Pgl(d), SO(d+1)X SO(d));) — Hpr(M)

de ce sous-feuilletage vérifie les propriétés suivantes:
(i) Une R-base de Im 44C Hpr(M) est fournie par les classes linéairement

indépendantes suivantes :
AL 91N Y2621 - A2t -1 Qe QIRQLRP = 7 4(Faiy -1 A+ AFi g1 AT a1 QP),
A1 A Y2621 = AY2iy-1 Rt QiR QP]
=£-75(Foi, 1\ - AFoig-i AFa11 A Fa0:QP) et Ax[1QIQIRQIQP]=7x(1Q D)

pour 254, < - <i,=<n, 0<s=<n—1 (avec s=0 pour n=1), ou p=(—1)"+'(d+2)+*
et k=(—10*Y(d+2)**(d+1)¢*, et on P=1 si d=2n—1, et =1 ou P=ce, si
d=2n. De plus, les éléments 7+(1QD) fournissent une R-base des classes carac-
téristiques primaires de la SO(d)-réduction I'\SL(d+2)—>M de L(Q,).

(ii) Pour d=2n—1, on obtient

Imdi=1+F a2 AFs, Fs, -+, Fan-1, Fas1)), IMALQ)=74(Fas2- AFs, Fs, -+, Fon-1),
Im AIFzzr*((y—d+2/\yd+1)'A(js; Fss s Fan-1)) et Im 45(Q:)=Im 45(Q)=0;

par conséquent, dimIm 4§=2" et dim Im 4{(Q,)=dim Im 4§p,=2""*. Il en résulte
que
0=Im 4{(Q»)=Im 4x(Qo)SIm 4L(Q)SIm Li=Im 4L(Q,)PIm LiF, .
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(iii) Pour d=2n, on a donc

Im di=7:(Fa+o* A(Fs, Fs, **+  Fon-1, Fas1)QR[e21/(eR)DIQR[en]*/(e2)),

Im 44Q)=1+Fase* A(Fs, Fs, *+, Fon-1, Fas1)),

Im dir,=75(Fass AFas1) AFs, Fs, -+ 5 Fon-1)QR[ ]/ (eR)DIRQRe,]*/(e})),

Im 44(Q0)=7x(1QR[e,]*/(e?)) et Im 44(Q»)=0;
par suite, dimIm4f=2"*"4+1, dimIm4LQ,)=2" dimImdfp, =2"+1 et
dim Im 4{(Qo)=1. Il S’ensuit que

0=Im 4L(Q)SIm 4LQ0)EIm 4ip, SIm 4(Q)+Im Lip, SIm 45 .

(iv) L’ensemble Np, r,,Clmdf des classes caractéristiques secondaires non
nulles de (Fy, F,), qui n’appartiennent pas & la sous-algebre de Hpp(M), engendrée
par les classes caractéristiques des feuilletages de la paive, est donné par

75(Fara AFar)  A(Fs, Fs, =+, Fen-1))— {0} pour d=2n—1

N(FI,FZ):{
T*(§d+z~/1(is, Fs, s Fan-1, Fae1)QRLen]*/(e2))— {0} pour d=2n.

Par conséquent, ces classes secondaires engendrent un sous-espace vectoriel de
Hpp(M) de dimension 2t4/%,

(v) Pour certaines classes de Godbillon-Vey de ce sous-feuilletage, on a la
Sformule

k
A*[y1®0%+l-k®yf®clld+k]=(d+2)d+2_k(d+1)d+l(k—l)(d; )T*(J_/dﬂ AFa+2)

pour k=0, 1, -+, d+1. Puisque, pour k#1 et 0<k<d+1, les classes précédentes
ne sont pas nulles, le Corollaire 4.5 dans [5] montre que Q, et Q,PQ, ne sont
pas isomorphes comme fibrés vectoriels Fy-feuilletés. De méme, on vérifie que la
structure (Fi, F))-feuilletée de P=L(Q,)+L(Q,) n'est pas induite par une structure
(Fy, Fy)-feuilletée d’une SL(q\)X SL(d)-réduction de P, et que les sous-algébres de
Lie g, et g, ne sont pas réductives dans 3.

(vi) Les autres classes de Godbillon-Vey de (F,, F,) sont données par
4x(Q0[y:1Qct =4[y, Qct " QLRL]=—(d +2)**14(Fa+2) %0,
A [1Rcd ¥Ry (Rei+*1=0 pour k=0, 1, ---, d+1.
(vii) Pour d=2n, la classe
4:QDLYi A Y a1 @ct ]1=(d+2)** (T ar1 AT o)

n'est pas nulle. Par suite, d’apreés le Corollaive 5.4, aucun feuilletage intégrable-
ment homotope & F, ne peut se prolonger en un feuilletage de codimension q, avec
0<g<g=2n+1.
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(viii) Les classes rigides appartiennent a Ker dy.
(ix) Les anneaux de Pontrjagin de Q;, i=0, 1, 2, et Q,PQ, sont triviaux.

Démonstration. Considérons la paire de groupes de Lie (G, G3)=(GL*(d+1),
GL*(1)XGL*(d)) et sa paire d’algébres de Lie (g, g5)=(gl(d+1), gl(1)Dgi(d)).
Soient w=(xy, ) : G, X G.—G{XG; la projection canonique et p’=(p}, pf): G{X G}
—GL*(d+1)XGL*(d) ’homomorphisme de groupes de Lie défini par

0'(A, (4, B)=(pi(A), pi(4, B))=(dét A-A, 27*-B) pour (A4, (1, BYeG{XG;.
Il est immédiat de voir que la représentation d’isotropie
0=(p1, po): GiX Gy — GL¥(m)XGL*(my)=GL*(d+1)XGL*(d)
se factorise de la maniére suivante:
p=p’w: G XGy, = GIXGy— GL*(d+1)XGL*(d).

Considérons maintenant, pour chaque 7=1, 2, une scission G’;-équivariante
0:: g—g; de la suite exacte 0—g;,—g—m,;=R%—0. Il s’ensuit que, pour =1, 2,
I’application composée 0;=dn;~0,: g—g’; est une scission G’;-équivariante de la
suite exacte 0—g;—g—m;=R*—0. En particulier, ’application linéaire 6=
0,+0,: g—g,@Pg, détermine une connexion adaptée somme sur le fibré principal
(F,, Fy)-feuilleté localement homogéne

P=P,4+P,=I'"GXxgG+I'"GX yGoy=I" "G X zg(G,XGy) — M.

De méme, I’application linéaire §’'=dr-0=0{+0% : g—giPg" induit une connexion
basique somme sur le fibré principal (FG'1 , FGIZ)-feuilleté localement homogéne

P'=Pl4+Pi=I'"GCX gGi4+ TG X zgG,=T' "G X x(G|XG,) — M.

Il en résulte que I'homomorphisme caractéristique 44 du sous-feuilletage (F;, F5)
est donné par la composition

A= AP W(doy* s HW (gld+1)Dgld), SO(d+1)X SO(d))1) — Hor(M),
ou
Ay(P)y=dy(P)-W(dr)* =75 4(0 ) : HW (giDg%, HX H)1)— H(g, H)— Hpr(M)

est I’homomorphisme caractéristique généralisé du fibré principal (FGII, F"z')'
feuilleté localement homogéne P’=P]+P; (a connexion basique somme déterminée
par §'=dr-0=20,+0%).

D’apprés le Théoréme 4.3, pour calculer I’homomorphisme 4(8')y, il faut
d’abord considérer les applications de restrictions

- -
i I(SL(d+2)) £-> I(GL(d+1)) —Z—0> IGL)XGL(d))
IR n R

R[EZ: Tty 5d+2:| - R[Ch T cd‘H] - R[CY]@R[C{, Tty C:l]
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données respectivement, pour j=1, ---, d+1, par les formules suivantes:

1¥Cj41=Cj41—C,C; AVEC Cg42=0,

ifc,=c,+cllci- avec c;=1 et ¢y, =0,

T5Cm=Chm—cici—clcic,—i—cPc)—y avec ci=1 et ch+1=Cy+2=0,
ou les ¢,, ¢, ¢ et ¢? sont les polyndmes de Chern. Par conséquent, Gu+: €t
Caq+: sont les deux générateurs pour appliquer le Théoréme 4.3. De méme, pour
utiliser la Proposition 4.2, considérons les congruités suivantes mod I*(SL(d +2)).

I(GL(d+1)):
c,=ci pour j=1, -, d+1, c¥?=c,c4+,=0,

et les congruités correspondantes mod [*(SL(d+2))-I(GL(1)XGL(d)): ¢, =
2( DEc*(ci4c) i =(ci+c)cs1+(—=1)¢%? pour j=1, ---d+1 (avec cj+,=0),
clitt=c ’,"( 2 a, el ”) pour =1, ou les a;, sont des entiers, ¢/%+t=(c[+c")4+

_0 pour t>2 et ((,‘1+C” d+1c/1/d—(cl+c// d ”d+15(—1)d(d+c )c/z — ”d“dd-
D’autre part, pour le calcul de ’homomorphisme W(dp’)*, d’aprés le Théo-
réme 5.5, il faut considérer ’homomorphisme

p*=p*Qps*: (GL(A+1)RQNGL(d) —> I(GL(d+1)RI(GL(1) X GL(d))
IR IR
R[ch Ty cd+l]®RI:cf; Tty c:i] - Rl:clr Tty cd+1]®(R[c ]®R[61) Tty c:i])

défini par les formules suivantes:

. Lyd+1—
poi¥e,= 2( i—k

k=0

k)c{‘kck pour j=I1, ---, d+1 (avec ¢,=1),

pxch= Z:( 1)~ k(d ﬁ) 1=k, pour j=I1, -, d (avec ch=1).

Par suite, on a alors

f){(yj):yj®1+yl®( 2 <d+—1k k)

c{"*‘lck> pour ;j impair et 1=;7=d+1,

pe(¥N=y:RQ91+1 (2( 1)y~ ”(d :) -k ’) pour ; impair et 1<7<d,

ou les y;, % et y sont respectivement les suspensions relatives des polyndmes
de Chern cj, ¢} et ¢/, avec j impair.
Compte tenu des Propositions 2.6 et 2.8, on obtient donc

Im dy=Im 4(P")=Im 44(P{) et Im dyp,=Im 4:(Py).

Le théoréme en résulte. O
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Remarques. 1) Pour @=1 si d=2n—1 et @=e, si d=2n, le volume
ALy AYsA A Y221 QiR 1Qc? R@P]=k 75 (Fs A+ AFen-1 AT as1 AT 142 QP)

de M, avec k=(—1)"(d+2)%**(d+1)¢*!, est un invariant non nul du sous-feuil-
letage (Fy, Fy), qui n’appartient pas a la sous-algébre de Hpr(M) engendrée par
les classes caractéristiques des feuilletages de la paire. De méme, pour d=2n—1,
I'un de ces invariants est la classe de Godbillon-Vey

4 [y:RctH' Ry 1Rci?]1=—(d +2)4+*(d +1)¢+*- 75(Fa+ AFas2)#0.

2) Le Théoréme 6.1 est une généralisation du Théoréme 5.37 (parties (i),
(ii), (iii), (iv) et (vii)) dans [11]. En particulier, ’Exemple 1 est une généralisa-
tion de ’exemple de Roussarie [7].

Exemple 2. Prenons G=SL(d+2), G,;=SL(d+2, 1), G,=SL(d+2,2), H=
O(d) et I'CSL(d+2) un sous-groupe discret, uniforme et sans torsion. Con-
sidérons le sous-feuilletage localement homogéne (F,, F,)=(Fg,, Fg,) de codimen-
sion (g, g.)=(d+1, 2d+1) sur M=I"~G/H (dont le fibré normal n’est pas néces-
sairement orientable). En oubliant maintenant la structure orientée du fibré
normal du sous-feuilletage donné dans I’Exemple 1, on déduit du Théoréme 6.1
et de la Proposition 2.10 le résultat suivant.

THEOREME 6.2. L’homomorphisme caractéristigue dy: HWO;)—Hpe(M) de
ce sous-feuilletage est donné par le Théoreme 6.1, en remplacant le polyndome de
Pfaff e, par 0 pour d=2n. Par suite, on vérifie les propriétés suivantes:

(i) Pour d=2n—1, on a donc

0=Im 4%(Q.)=Im 44(Q0)SIm 4L(Q)SIm Li=Im 4(Q.)DIm Lir,
avec
Im Aizf*(y—dn'/l(ya; Yoy =05 Von-1, y_dﬂ)), Im A;(Ql)zf*(ydw'/l(ys; Vs -“,%n-l))

et Im A;F2=r*((yd+2/\y-d+l)'A/\(S’.S; Fs, =+, Fan-1)); par conséquent, dimIm4§=2"
et dim Im 44(Q,)=dim Im 4§p,=2""".
(i) Pour d=2n, on obtient

0=Im 44(Qz)=Im 4L(Q)SIm 44(Q,)=Im 4

avec Im Ay = 14(Fase A(Fs, Fs, =5 Fonor, Farr) et Imdip, = r:(Fare AT asr):
A(Fs, Fs, =+ 5 Fan-1)); par suite, dimIm 4f=dimIm 45(Q,)=2" et dimIm 4fp,=2""".
(iii) Pour d=2n—1, il en résulte que

Nery rp=7+((Fas2 AFas1) A Fs, Fs, -+, Fan-1))—1{0}

est Uensemble des classes caractéristiques secondaires non nulles de (Fy, F.), qui
n’appartiennent pas & la sous-algébre de Hpr(M) engendrée par les classes carac-
téristiques des feuilletages de la paire.
iv) Q. et Q,BQ, ne sont pas isomorphes comme fibrés vectoriels Fy-feuilletés.
(v) Aucun feuilletage intégrablement homotope a F, ne peut se prolonger en
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un feuilletage de codimension q pour 0<q<g,=2n+1.
(vi) Les classes rigides appartiennent a Ker dy.
(vii) Les anneaux de Pontrjagin de Q;, i=0, 1, 2, et Q,PQ, sont triviaux.

On p=ut maintenant discuter I’exemple suivant.

Exemple 3. Pour d=1et 0<;<d—1, considérons les sous-feuilletages locale-
ment homogénes de codimension (g, g.)=(d—j+1, 2(d—;)+1) induits par les
groupes de Lie correspondants aux quatre cas suivants:

i) G=SL(d+2, /), G,=SL(d+2, j+1), Gy=SL(d+2, j+2),, H=SO(d—7j)
et I' un sous-groupe discret, uniforme et sans torsion de SL(d+2) (resp. de
GL*(d—j+2)) pour j=0 (resp. pour j>0).

ii) G=SL(d+2, ), G;=SL(d+2, j+1), G,=SL(d+2, j+2), H=0(d—j) et
I" le groupe donné dans le cas i).

iiiy G=GL*(d+2, j), G,=GL*d+2, j+1)y, G.=GL*(d+2, j+2),, H=
SO(d—j) et 'CGL*(d—j+2) un sous-groupe discret, uniforme et sans torsion.

iv) G=GL(d+2,)), G,=GL(d+2, j+1), G,=GL(d+2, j+2), H=0(d—j)
et I' le groupe considéré dans le cas iii).

Il est clair que les fibrés normaux des sous-feuilletages localement homo-
génes correspondants aux cas i) et iii) sont orientés; de plus, on déduit du
Théoréme 6.1 et de la Proposition 2.10 que les classes caractéristiques de ces
sous-feuilletages sont données par le Théoréme 6.1 en remplagant d=1 par
d—j=1. De méme, les classes caractéristiques des sous-feuilletages localement
homogénes correspondants aux cas ii) et iv) sont données par le Théoréme 6.2
(en remplagant d=1 par d—j=1). Par suite, pour les cas i) et iii) (resp. pour
les cas ii) et iv)), on vérifie les propriétés énoncées dans le Théoréme 6.1 (resp.
dans le Théoréme 6.2). Il en résulte que, pour d=1 et 0<;<d—1, la sous-
algébre de Lie si(d+1, j+1) (resp. gi(d+1, j+1)) n’est pas réductive dans
sli(d+1, j) (resp. dans gi(d+1, j)). Puisque le centre Z 4+, de si(d+1, 7)
est zéro (resp. le centre de gi(d+1, ;) est donné par Z 441, p=R. I, ot I désigne
la matrice identité), il s’ensuit que, pour d=1 et 1<;<d, l’algébre de Lie
si(d+1, 7) (resp. gi(d+1, 7)) n’est pas réductive.

D’autre part, si dans ’Exemple 3 (cas i), ii), iii) et iv)), les groupes de Lie
G, G, et G, sont remplacés respectivement par les groupes de Lie G*, G! et Gi
de leurs matrices transposées, alors les classes caractéristiques de ces sous-
feuilletages localement homogeénes sont données (2 un signe prés) par I’Exemple
3. En particulier, pour j=0, on a donc

L[y, Qi RyiQcit]=— 4 [ 1: Rt RyiRci 41 #0= Hpg *(M) ,

ou 4k (resp. 4y) désigne I’homomorphisme caractéristique de chacun de ces
sous-feuilletages (resp. de chacun des sous-feuilletages donnés dans I’Exemple 3),
avec j=0.

On en déduit le
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COROLLAIRE 6.3. Il existe au moins deux sous-feuz'lletgges de codimension
(g1, g2)=(d+1, 2d+1) sur la variété correspondante M=I\G/H, qui ne sont pas
intégrablement homotopes.

b) Exemples de sous-feuilletages localement homogenes dont les fibrés normaux
Q. et Q,BQ, sont isomorphes comme fibrés vectoriels Fy-feuilletés (cf. Corollaire
2.3).

Exemple 4. Pour les groupes de Lie compacts connexes G=SU(d+2), G,=
U(d+1), G,=U1)xXU(d), H=SO(d) et I'={e} (avec d=1), considérons le sous-
feuilletage homogene (F,, F;)=(Fg,, Fg,) de codimension (g,, ¢.)=(2(d+1), 2(2d +1))
sur M=SU(d+2)/S0(d), dont le fibré normal complexe Q,PQ, admet une con-
nexion basique somme. Il est bien évident que ’homomorphisme caractéristique

dye: HW (u(d+1)Pu(d), SO(d+1)XSO0(d));-) —> H(g, H)=Hpr(M)

de ce sous-feuilletage peut étre calculé, pour d=2n—1 et d=2n, par les techni-
ques du Théoréme 6.1. De plus, les classes caractéristiques de (Fi, F,) sont
donndes par ce théoréme. Comme l’espace (U(d-+1)XU(d))/(SO(d+1)XSO(d))
n’est pas contractile, les classes caractéristiques précédentes ne dépendent que
de la classe d’homotopie de la section s: M—(U(Q,)+ U(Q,))/(SO(d+1)XSO(d))
induite par la section canonique SU(d+2)—SU(d+2)X({e} X {e}) de SU(d+2)x
(Ud+1D)X(UQ)yx Ud))), ou UQ,)+U(Q,) désigne le fibré des U(d+1)x U(d)-
reperes de Q,DQ,.

Remarque. Si dans I’Exemple 4, on remplace H=S0(d) par H=0(d), alors
les classes caractéristiques d’un tel sous-feuilletage sont données par le Théoréme
6.2.

Exemple 5. Prenons G=S5S0@4), G,=UQ2), G,=U)xUl) et H=I={e}.
Considérons le sous-feuilletage homogéne (F,, F;)=(Fg,, Fg,) de codimension (g,
g)=(2, 4) sur M=S50(4), dont le fibré normal complexe trivialis€¢ Q,PQ, admet
une connexion basique somme. Il est immédiat de voir que ’homomorphisme

caractéristique
dy: HW (u(1)Bu(l)) )= HW (s0(2)Ds0(2)) 1) —> H(so(4))= Hpr(M )

de ce sous-feuilletage vérifie les propriétés suivantes:
(i) Une base de Im Ad{CHiz(M)=A*(¥y,, %,) est fournie par les deux
classes linéairement indépendantes suivantes :

A4 9:Qc,:QLR1]=5,+2%, = Hip(M)
44[9:Qc,Ry1Qci]=—45NZ.€ Hfp(M),

ol y, et y, sont respectivement les suspensions des polynémes de Chern ¢, et
¢t dans J(UL)XUL))=R[c,JRQR[c!], et ou ¥, (resp. %) est la suspension du
polynéme de Pontrjagin p, (resp. du polyndme de Pfaff ,) dans I(SO4))=R[,, &.].

et
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(ii) Une base de Im 4%(Q,) (resp. de Im 4fr,) est fournie par la classe 7,+
2%, (resp. par la classe ¥,A%,). De plus, on a

0=Im 4L(Qx)=Im 44(Qo)SIm 4L(Q.)SIm Lf=Im 4K Q)PIm i, .

Par suite, dimIm 4§=2 et dim Im 44(Q,)=dim Im 4§p,=1.

(iii) Le volume invariant ¥, A %, de M est une classe caractéristique secondaire
(non nulle) de ce sous-feuilletage, qui n’appartient pas a la sous-algébre de
Hpr(M) engendrée par les classes caractéristiques des feuilletages de la paire.

¢) Exemples de sous-feuilletages localement homogeénes de la forme (F,, F;)=
(Fy, F,NF") avec F’ de codimension d=g,—q,=0.

Considérons d’abord le cas suivant: Soient Fi, i=1, 2, des feuilletages sur
M; de codimensions ¢, et d respectivement. On considére le sous-feuilletage
(Fy, F,)=(F{XTM,, F{XF};) de codimension (gi, g2)=(q1, ¢:+d) sur la variété
M=M;XM,. Alors, pour le feuilletage F'=TM,XF; de codimension d sur M,
on a F,=F,NF’. Compte tenu du Théoréme 4.6 dans [5], il en résulte que
I’homomorphisme caractéristique 4y de (F;, F,) se factorise de la maniére suivante :

4(Q1)R4(Q%)

dy: HWO 5 WO, ) @HW0,)
k
Hos( M@ Hpr(M:) —> Hpa(M),

ol p4 est ’homomorphisme canonique, ou 4x(Q%), /=1, 2, sont les homomor-
phismes caractéristiques des feuilletages Fj, et ou k4 est 'isomorphisme de
Kiinneth (pour cela, on suppose que dim Hpr(M,)<co ou dim Hpr(M,)<). En
faisant les identifications correspondantes a I’isomorphisme k4, on obtient 44(Q,)
=44(Q%). De méme, 'homomorphisme caractéristique 4+(Q,) est donné par la
composition

4:(Q0)=4x(Q3) p%: HW(gi(d), O(d)),,) —> HW Ou) —> Hpr(Ms,).

Par conséquent, pour 0<q,<g¢., les uniques classes de Godbillon-Vey de (F, F)
qui peuvent &tre non nulles sont les deux classes suivantes:
4x[9: Qe R@1@1]=4:x(Q)[y: Qe 1€ Hpr(M)C Hpr(M),
44 [9:@c1 Q@ 1®c1? 1= 4x(Q)[3:Rci 1R 4:(Q)[y1®e1*]
€ Hpr(M)QHpr(M:)= Hpr(M ).
En particulier, la classe de Godbillon-Vey de F, est nulle (cf. aussi Moussu [14]).

Supposons maintenant que les classes de Godbillon-Vey de F; et F; ne soient
pas nulles. On obtient alors le résultat suivant.

THEOREME 6.4. La classe de Godbillon-Vey A«[y,QctQviQci¢] est un in-
variant non nul du sous-feuilletage (F\, F;), qui ne peut pas s’obtenir en considérant
séparément les feuilletages de la paire.
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Remarque. Le Théoréme 6.4 est aussi valable dans le cas ol (Fy, F;) est un
sous-feuilletage a fibré normal orienté, avec ¢, ou d impair.

D’autre part, ces résultats sont appliqués aux sous-feuilletages localement
homogénes comme suit. Soient H,CGiCGs, i=1, 2, des groupes de Lie, h;C
g C g, leurs algébres de Lie. Supposons que, pour /=1, 2, H; soit fermé dans
G:. Soit I';,cG,, i=1, 2, un sous-groupe discret opérant de maniére proprement
discontinue et sans points fixes sur G;/H;. Considérons les feuilletages locale-
ment homogénes F;=Fg,,i=1,2, sur M;=I:\G;/H; de codimensions g¢,=
dim g,/g7 et d=dim g,/g% respectivement. Alors, pour les groupes de Lie

é=c,><62, Gl—_—GllXCz, Gg=G'1XG’2, H=H1><H2 et F—_—lerz,

le difféomorphisme canonique f: M=IG/H—s> M, x M, identifie le sous-feuil-
letage localement homogéne (F;, Fy)=(Fg,, Fg,) de codimension (g1, ¢:)=(g1, ¢:+d)
sur M avec le sous-feuilletage (F}XTM,, F| X F%) de codimension (g;, ¢.) sur
M, XM,. De méme, le feuilletage localement homogéne F’=Fgz .c; de codimen-
sion d sur M, avec Fy,N\F’'=F,, s’identifie a TM,x F,. Il s’ensuit que 1’homo-
morphisme caractéristique 4y de (Fy, F;) peut se calculer en utilisant les homo-
morphismes caractéristiques des feuilletages localement homogénes F{=Fg/ et

T
2 =Fgy.

Exemple 6. Soit (G,, G}) (resp. (G., G4)) I'une des paires de groupes de
Lie suivantes: (SL(g:+1), SL(g:+1, Do), (SL(g:+1), SL(g:+1, 1)), (GL*(g,+1),
GL*(g:+1, 1)) et (GL(g,+1), GL(g:+1, 1)) avec ¢,=1 (resp. (SL(d+1), SL(d+1,
o), (SL(d+1), SL(d+1, 1)), (GL*(d+1), GL*(d+1, 1),) et (GL(d+1), GL(d+1,1))
avec d=1). Prenons H,=G'N0(q,) et H,=G7N0O(d). Pour /=1, 2, considérons
un sous-groupe discret, uniforme et sans torsion I;CG,. Compte tenu de
I’Exemple 3, on vérifie que la classe de Godbillon-Vey

44 [y:Qct®y1Qei*]=(g: + D (d +1)** - 115(Fg,+1)Q7ex(Fa+) =0 Hpge (M)

du sous-feuilletage localement homegéne (F;, Fy))=(Fg,, Fs,) de codimension (g,
g2)=(q1, ¢:+d) sur M=IG/H=M,xXM, est un invariant (non nul) de ce sous-
feuilletage, qui n’appartient pas a la sous-algébre de Hpr(M) engendrée par les
classes caractéristiques des feuilletages de la paire.

Exemple 7. Soit (G,, G}) (resp. (G,, G%)) I'une des paires de groupes de Lie
suivantes: (SU(g,+1), Ulgy)) et (U(g,+1), U)X U(gy)) avec ¢g,=1 (resp. (SU(d+1),
U(d)) et (U(d+1), UQ)x U(d)) avec d=1). Prenons H\=I",={e} et H,=I"={e}.
En vertu de ’Exemple 4, la classe caractéristique secondaire

A [9:QchRyiQc't]=(g: + 1)1+ (d +1)**! '5’q1+1®y:i+17&OEHDR(M)

du sous—_f_euil}gtage homogéne (F;, F)=(Fg,, Fg,) de codimension (2,,, 2(¢;+d))
sur M=G,;XG, est un invariant (non nul) de ce sous-feuilletage, qui n’appartient
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pas a la sous-algébre de Hpp(M) engendrée par les classes caractéristiques des
feuilletages de la paire.

Exemple 8. Pour ¢;=1 et d=1, considérons les cas suivants:

i) G1=S02¢,+1), Gi=S02q,), H=I"={e}, G,=S02d+1), G4=S0(2d) et
H,=TI,={e}.

iiy G,=S0Q2¢,+1), Gi=S02q,), H=I={e}, G,=S02d), G;=S02d—1)
et H,=I",={e}.

Compte tenu du Théoréme 6.52 dans [10], il est immédiat de voir que le
sous-feuilletage homogéne de codimension (2¢;, 2(g,+d)) (resp. (2¢,, 2(q;+d)—1))
sur M=50(2¢,+1)XSO2d +1) (resp. sur M=S0(2¢,+1)XSO(2d)) correspondant
au cas i) (resp. au cas ii)) admet des invariants non nuls qui n’appartiennent
pas a la sous-algébre de Hpr(M) engendrée par les classes caractéristiques des
feuilletages de la paire. De plus, dans le cas i), on a donc dimIm 4,(Q.)=
2ita1-d1+1/21 - De méme, dans le cas ii), on obtient dim Im 44x(Q,)=2Ku-2+D/21 gj
¢:=d et dim Im 44(Q,)=2[¢-u+D /-1 gi g, <d.
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