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CLASSES CARACTERISTIQUES NON TRIVIALES

DE SOUS-FEUILLETAGES LOCALEMENT HOMOGENES

PAR DEMETRIO DOMΪNGUEZ

§ 1. Introduction.

Nous reprenons les notations de [5]. Plus particulierement, nous considerons
un sous-feuilletage localement homogene (Fu F2)=(FGι, FG2) de codimension
(QI> Q2):=(dim g/gu dim g/g2) sur une variete differentiable M=Γ\G/H de dimen-
sion n=dimg/h, oύ /-/cGgCGjCG designent des groupes de Lie, hCZgzdg^g
leurs algebres de Lie, H etant ferme dans G, et ΓdG un sous-groupe discret
operant de maniere proprement discontinue et sans points fixes sur G/H. Le
sous-feuilletage (Fu F2) sur M est induit par le sous-feuilletage sur G determine
par les orbites des operations a droite de Gx et G2. En particulier, d—q2—qx

=dim gjg2.
Roussarie [7], Kamber-Tondeur [9] et Yamato [15] construisent des feuille-

tages localement homogenes ayant des classes caracteristiques secondaires ou
exotiques non nulles. Cordero-Masa [4] et Carballes [3] ne donnent aucun
exemple de sous-feuilletages (Fi, F2) sur M, admettant des classes caracteristiques
secondaires ou exotiques non nulles qui ne peuvent pas s'obtenir en considerant
separement les feuilletages de la paire.

Dans ce travail, nous decrivons le calcul de Γhomomorphisme caracteristique
pour les sous-feuilletages localement homogenes, en utilisant des techniques
analogues a celles de Kamber-Tondeur [9], [10] et [11]. Pour appliquer les
resultats, nous donnons quelques exemples de sous-feuilletages localement homo-
genes (Flf F2) sur M, ayant des classes caracteristiques secondaires non nulles
qui n'appartiennent pas a la sous-algebre de HDR(M) engendree par les classes
caracteristiques des feuilletages de la paire.

Le §2 montre que le fibre normal v(Fly F2)=Q1®Q0=(TM/F1W(F1/F2) d'un
sous-feuilletage localement homogene (Flf F2)=(FGv FGz) de codimension (qu Q2)
—{QI, Qi+d) sur M—Γ^G/H est associe au fibre principal (Fu F2)-feuillete
localement homogene

par la representation d'isotropie
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et que la structure (Flf F2)-feuilletee induite par celle de P—Px+P2 dans
QiζBQo coincide avec la connexion partielle de Bott somme. Par suite, si
p(HxH)aO(q1)Xθ(d), Γhomomorphisme caracteristique Δ* du sous-feuilletage
(Flt F2) se factorise de la maniere suivante:

w(dp)* Δ{θ)* γ*
J* : HQVOj) > H(W(gi®g2, HxH)j) -> H(g, H) — * HDR(M),

etant Γhomomorphisme caracteristique generalise du fibre prin-
cipal (Flf F2)-feuillete localement homogene P, oύ Θ — Θ1

Jrθ2: g-*gi®g2 designe
Γapplication lineaire determinee par une certaine connexion adaptee somme
ω=ω1-\-ω2 sur P=P1+P2, et oύ γ:(Λg*)H^Q(M):est Γinclusion canonique. Ces
resultats reduisent le calcul de Γhomomorphisme caracteristique d'un sous-
feuilletage localement homogene a un calcul purement algebrique qui peut se
faϊre moyennant certaines hypotheses avec les methodes des paragraphes 3, 4
et 5 de ce travail.

Au §3 on considere quelques fibres plats de la forme P—Γ\GxHG->
M=Γ\G/H dont Γhomomorphisme caracteristique generalise A*(P)=γ* : H(g, H)
-+HDR(M) est injectif.

Le §4 etudie des classes de cohomologie dans H{W{gι@g2) ftxft);) et
contient le calcul de Γhomomorphisme A(θ)^: H(W(g1®g2, HxH)j)-^H(g, H)
pour certains cas particuliers.

Le §5 reduit, pour certaines paires de groupes de Lie, le calcul de Γhomo-
morphisme W(dp)*: H(W(g\ H')j)-*H(W(g, H)j) a celui d'un homomorphisme
(d'algebres graduees) p* : H{A(W(gf)i))-^H{A(W{g)i))' Ces resultats s'appliquent
en particulier au probleme du prolongement de feuilletages.

Enfin, au § 6 on donne, pour appliquer les resultats des paragraphes prece-
dents, quelques exemples de sous-feuilletages localement homogenes (Flf F2) sur
M, ayant des classes caracteristiques secondaires ήon nulles qui n'appartiennent
pas a la sous-algebre de HDR(M) engendree par les classes caracteristiques des
feuilletages de la paire. L'un de ces exemples peut etre considere comme une
generalisation de Γexemple donne par Roussarie dans [7]. De meme, on inter-
prete geometriquement ces nouveaux invariants.

J'exprime ma gratitude et remercie a X. M. Masa qui a preside a Γelabo-
ration de ce travail.

§2. Classes caracteristiques des sous-feuilletages localement homogenes.

Dans ce paragraphe, en utilisant des techniques similaires a celles de
Kamber-Tondeur [10], nous montrons que Γhomomorphisme caracteristique d'un
sous-feuilletage localement homogene est le compose de trois homomorphismes
qui reduisent le calcul d'un tel homomorphisme a un calcul purement algebrique.

Soient Z/cGaCGxCG des groupes de Lie, h(Zg2CigχC:g leurs algebres de
Lie. Supposons que H soit ferme dans G. Soit ΓdG un sous-groupe discret
operant de maniere proprement discontinue et sans points fixes sur G/H; par
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consequent, Γespace localement homogene M=Γ\G/H est une variete differen-
tiable de dimension n=άimg/h. Pour chaque i—1, 2, considerons le fibre prin-
cipal feuillete localement homogene Pi=Γ\GxHGi->M, oύ le feuilletage sur Pt

est induit par les orbites de Faction diagonale de Gt sur GxGif et ou le feuil-
letage localement homogene Jr

i—FGi de codimension qt—aim g/gt sur M est
induit par le feuilletage sur G defini par Γ operation a droite de Gt. Puisque
G2dGlf on verifie que {Fu F2) est un sous-feuilletage de codimension (qu q2) sur
M et que

P=P1+P2=Γ\Gx Hd+Γ^X HG2=Γ\Gx H(GίxG2)-^M

est un fibre principal (Fu F2)-feuillete de groupe structural GλxG2. En particu-
lier, on a done d—q%—q1=dimgι/g2.

DEFINITION 2.1. Un tel fibre principal (Fu F2)-feuillete P—PγΛ-P2sera appele
un fibre principal (Fίf F2)-feuillete localement homogene. Un tel sous-feuilletage
(Fu F2) sera appele un sous-feuilletage localement homogene. Si Γ={e), on dira
simplement que P=Pί+P2=GxH(G1XG2)->M=G/H (resp. (Fίf F2)=(FGί, FG2)) est
un fibre principal (Flf F2)-feuillete homogene {resp. un sous-feuilletage homogene).

Remarque. Soit F—FG un feuilletage localement homogene sur M—Γ^G/H

considere comme un sous-feuilletage (Fu F2). On a a lors : ( i ) FX-=F2—F pour

G1=G2=G; (ii) F1=TM et F2=F pour G^G et G2=G; (iii) F,=F et F 2 =0
pour Gx—G et G2—H.

Soit (Flf F 2 )=(F G l , FG2) un sous-feuilletage localement homogene de codimen-
sion (qίf q2) sur M=Γ\G/H, et soit d=q2—q1^O. Considerons le fibre normal
QiΦQo^TM/F.WiFJF,) (resp. Q2=TM/F2) de (Flt F2) (resp. de F2). Nous
obtenons alors le resultat suivant.

LEMME 2.2. Le fibre normal Qiθ<30 de (Fu F2) est associe au fibre prin-
cipal {Fu Fz)-feuillete localement homogene P=.Pι+P2—Γ^GXHGι+Γ\GxHG2—
Γ\GxH{GxχG2) par la representation dΊsotropie

p={pu po):G1xG2-*GL(g/g1)xGL(g1/g2)^GL<lq1)xGL(d).

De plus, la structure {Fu F2)-feuilletee induite par celle de P=P1-\-P2 dans ζ?iΘQ0

coincide avec la connexion partielle de Bott somme.

Demonstration. En effet, a la suite exacte de //-modules

0 -»gi/h -> gjh -> mo=g1/g2 -> 0

correspond la suite exacte de fibres vectoriels

0->Γ\GxHg2/h->Γ\GxHg1/h->Γ\GxHm0->0
II II II

0 > F2 > F , > Qo > 0
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associes au //-fibre principal Γ\G->M. D'apres Kamber-Tondeur [10], la con-
nexion partielle plate induite par celle de Pif i=l, 2, dans Qi=Γ\GxHmi^
PiXojni coincide avec la connexion partielle de Bott, oύ m^g/g^ II en resulte
que la s tructure ivfeui l letee induite par celle de P2 dans Q0=Γ\GxHm0^P2XG2m0

coincide avec la connexion partielle de Bott (donnee dans [4]), d'ou le lemme. D

II est clair que la suite exacte de G2-modules

0 —> mQ —> m2 —> mx —> 0

conduit a la suite exacte de fibres vectoriels

Par consequent, la structure F2-feuilletee canonique de Qι est induite par la
connexion partielle plate de P2.

On en deduit le

COROLLAIRE 2.3. S'il existe une scission G2-equivariante θx: g->gi de la suite
exacte de Gx-modules 0-^gί-^g-^m1=g/g1-^0} alors Q2 et Qλ@QQ sont isomorphes
comme fibres vectoriels F2-feuilletes.

Pour simplifier le calcul de Γhomomorphisme caracteristique d'un sous-feuil-
letage localement homogene, supposons que p(HxH)dO(q1)Xθ(d) et que, pour
chaque i=l, 2, il existe une scission //-equivariante θt'.g-^gi de la suite exacte
de GVmodules

0 -> gt -> g -> mi=g/gi -> 0.

Ces conditions sont evidemment verifiees si H est un sous-groupe compact de
G. D'autre part, on considere la section s:M->P/(HxH) de_ la_projection cano-
nique π :P/(HxH)^M, induite par la section canonique G->Gx({e) X {e}) de
GX(G1XG2)^G. Alors, d'apres Kamber-Tondeur [10], le tf-DG-homomor-
phisme Δ{θd: W(gi)-+Λg*, ί = l, 2, induit par θt satisfait 4(θt)F2pW(gi)c:
FvigiU^^Λvmf'Λg* pour^^O; par consequent, F2^+1W(gJcKerΔ(θi). Si,
de plus, θu ί = l , 2, est Gi-equivariante, Δ(θi) est un Gt—DG-homomorphisme
satisfaisant Δ{di)F2ΐ>W{gi)(ZF2Ί){gi)Λg" pour p^O par suite, on a

On designe maintenant par θ — θx-\-θ2 Γapplication lineaire composee
(θl9 θ2)°Δ\g-*g®g-*gι@g2, oύ Δ est Γapplication diagonale. Puisque le
#-DG-homomorphisme Δ{θ):W{gι@g2)=W(gι)®W{g2)^Λg" induit par θ est
donne par la composition μ°(Δ{θι)®Δ(θ2)), oύ μ designe la multiplication de
Λg*, on obtient alors Δ{θ)/F2vW{gι®g2)c:Fv{gι)Λg9' et Δ(θ)F2pW(g1®g2)Cl
Fp(g2)Λg* pour p>0. Par consequent, I^F^^Wig&gJ+F^'Wig&g,)
dKerΔ(θ). Si, pour chaque i=l, 2, θt est Gi-equivariante, alors on verifie
Δ{θyF^W{gι®g2)CLF^{gι)Λ^ et Δ(θ)F2pW(gl®g2)(ZF2p(g2)Λ^ pour p^O; par
suite, / / / / F 2 C C C + 1 ) / 2 ] + 1 W ( 0
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D'autre part, considerons la connexion adaptee somme ω=ωι+ω2 sur
P=P1

JrP2=Γ\GxH(GιxG2), determinee par θ—θ^θz. II est clair que ω est
une connexion basique somme sur P si, pour chaque 2 = 1, 2, θi est Gi-equivari-
ante. Alors, par un raisonnement analogue a celui qui a conduit au Theoreme
3.7 dans [10], on obtient le resultat suivant.

LEMME 2.4. U homomorphisme caracteristique generalise Δ*(P) du fibre prin-
cipal (Fi, F2)-feuillete localement homogene P—Px+P2 se factorise de la maniere
suivante:

Δ{θ)* γ*
Δ*{P): H(W(gι®g2, HxH)i) > H(g, H) > HDR(M),

ou γ : (Ag*)H-^Ώ(M) est Γ inclusion canonique. Si, de plus, θt est G i-e qui v art ante
pour 2 = 1, 2, alors Γideal I est remplace par I".

On deduit des Lemmes 2.2 et 2.4 le

THέOREME 2.5. Vhomomorphisme caracteristique Δ* du sous-feuilleίage lo-
calement homogene (Flf F2)—(FGι, FG2) de codimension (qu q2) sur M=Γ^G/H est
donne par la composition

w(dp)* J(0)* r*
J * : HQVOj) > H(W(gίφg2, HxH)i) > H(g, H) > HDR(M).

Si θif 2 = 1, 2, est G i-e qui vari ante, alors I est remplace par Γ''.

Remarques. 1) II est clair que, pour les homomorphismes caracteristiques
generalises J*(Λ), Δ*(P2), Δ*F2(P) (de P considere comme un fibre principal
ivfeuillete), J*(Oi)> Δ*(QQ), Δ*F2 (de QiΘQo considere comme un fibre vectoriel
F2-ίeuillete) et A*(Q2), on a alors les factorisations suivantes:

H(W(gi, H)q%) -* HDR(M) pour / = 1 , 2

, HXH\2) -> HDR(M)

: H(WOqi) -> HDR(M)

: H(W(gl(d), 0{d)\2) - i/

, 0{Ql)x0{d))q2)

oύ />, ί7, pi et /)J, f = l , 2, sont les homomorphismes canoniques, oύ ρ2'.G2-^
GL(g/g2)^GL(q2) est la representation d'isotropie, et oύ pr \GL(ql)xGL(d)-+
GL(q2) est Γinclusion canonique. De meme, si θiy i—1, 2, est Gi-equivariante,
alors, pour tronquer les algebres de Weil precedentes, qiy 2 = 1, 2 (resp. /) est
remplace par [(#t+l)/2] (resp. par Γ).

2) On peut aussi considerer les cas particuliers suivants:
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i ) Pour Gj et G2 connexes, on verifie que (Flf F2)=(FGl, FGQ) est un sous-
feuilletage a fibre normal orientable et que la structure (Flf F2)-feuilletee du
fibre P/=L(Q1)+L((5o) des reperes transverses a (Flt F2) est induite par une
structure (Flf F2)-feuilletee d'une GL+(q1)xGL+(d)-r eduction de P'. Dans ce
cas, la cohomologie H(WOI) = H(W(gl(q1)φgl(d), O(qι)Xθ(d))I) est remplacee
par H(W(gl(qί)®gl(d), SO(qi)xSO(d))j).

ii) Pour Gi et G2 compacts, (Fu F2) est un sous-feuilletage riemannien
par consequent, H(WOj) est remplace par H(W(so(ς1)®so(d)r i^Xiί/2)/"), ou
ftxHiCOiqJXOid) est un sous-groupe ferme tel que p{HxH)dHιXH2.

iii) Pour H—{e}, (Fu F2) est un sous-feuilletage a fibre normal trivialise
par suite, HQVOj) est remplace par

Dans le calcul de Γhomomorphisme caracteristique d'un sous-feuilletage
localement homogene, les resultats suivants sont interessants.

PROPOSITION 2.6. // exists un DG-homomorphisme k \W{gι®g2j HxH)j-*
W(gu H)Ql tel que k°W{dpλ)=id et J*(P)=J*(Λ)°&*. Par suite, on a alors
Im J#(P)=Im JlxiPi). Si 6U i—\, 2, est Gt-equivariante, qx (resp. I) est remplace
par [(^! + l)/2] {resp. par F).

Demonstration. En effect, k est le .DG-homomorphisme induit par le
H— Z)G-homomorphisme compose

oύ k(0Q) est Γhomomorphisme de Weil de la scission //-equivariante θo^=θ2°i1:
gi-*g->g2 de 0 ̂ g2^g1-+g1/g2-

:>0 (ii etant Γ inclusion canonique), et oύ μ est la
multiplication de W(gx). On acheve done la demonstration en appliquant le
Lemme 4.9 dans [11] a Γhomomorphisme k(θ0). D

On en deduit le

COROLLAIRE 2.7. Pour que imΔ^ΦlmΔ^Q^, il faut que ImΔ*(Qι)Φlm J*(Pi).

Soient iQ:G2-^G1 Γinclusion canonique et Δ:G2-*G2XG2 Γapplication diago-
nale. Considerons Γhomomorphisme compose p=(iOf id)°Δ :G2-^G1XG2. On
verifie evidemment que la structure ivfeuilletee canonique άeP=Γ\GxH(GιXG2)
est la ^-extension de la structure F2-feuilletee de P2=Γ\GXHG2. On a ainsi
demontre la

PROPOSITION 2.8. // existe un DG-homomorphisme a:W(g1®g2,
W(g2, H)Q2 tel que a°W(dp2)=id et Δ*F2(P)=Δ*(P2)<>a*. II s'ensuit quelmΔ*F2(P)
=ImJ*(P 2 ). Par consequent, si ImΔ*(Q2)=lm J*(P2), alors Im Δ*Fi=lmΔ*(Q2).
Si θi} i—1, 2, est Gi-equiυariante, q2 est remplace par [(

En resume :
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COROLLAIRE 2.9. Pour un sous-feuilletage localement homogene (Flt F2)~
(FGi, FG2) sur M—Γ^G/H, il y a un diagramme commutatif

*( * ID * ^ *

n n n n
Im J*(Λ) = Im J*(P) 3 Im J* F 2 (P) = Im J*

ύ?g sous-algebres de HDR{M).

Soient (F^ F 2 )=(F C l , FG2) et (FJ, F'2)=(FG{, FGφ deux sous-feuilletages locale-
ment homogenes de codimension (qu q2) sur M—Γ^G/H et M'—Γf^GfIHf

respectivement, Supposons qu'il existe un homomorphisme de groupes de Lie
f'.G'-^G tel que f(Gi)CZGir * = 1 , 2, f(H')C.H et f(Γ')cΓ, et tel que les appli-
cations lineaires induites g'/gi—^g/gx, i=l, 2, soient des isomorphismes. Alors
Γapplication f \M'-+M induite par / est transverse a (Fu F2). De plus, on a
done (Fί, Fί)=f-\FU F a)=(/- 1(F 1), Z " 1 ^ ) ) . Par suite,

PROPOSITION 2.10. L'homomorphisme caracteristique Δ* de (Fί, F0 sg facto-
rise de la maniere suivante:

Λ* f*
j ; : WO,) > //^(M) > HDR{M>),

(9W J^c est Γhomomorphisme caracteristique de (Flt F 2 ).

§3. Fibres plats.

Le but de ce paragraphe est d'etudier des cas oύ Γhomomorphisme cano-
nique γ*: H(g, H)->HDR(M) est injectif.

Avec les notations du paragraphe precedent, il est clair que γ* est simple-
ment Γhomomorphisme caracteristique generalise Δ*(P) du G-fibre plat
P=^Γ\GXHG-^M=Γ\G/H. Si le groupe de Lie G est cojnpact, il est evident
que Γhomomorphisme canonique γ* est injectif et que ΓdG est un sous-groupe
fini. De_meme, si G est compact connexe, γ* est un isomorphisme. Dans le
cas ou G n'est pas necessairement compact, on demontre sans difficulte le

LEMME 3.1. Soit H un sous-groupe compact dJun groupe de Lie G. Alors
tout sous-groupe discret ΓdG opere de maniere proprement discontinue sur G/H.
De plus, si H—{e\ ou si le sous-groupe discret ΓdG est sans torsion, Γ opere
sans points fixes sur G/H; par suite, M—Γ^G/H est une variete different table.

II est immediat de verifier que Γalgebre de Lie g d'un groupe de Lie G est
unimodulaire, pourvu que G admette un sous-groupe discret et uniforme Γ.
Nous obtenons alors le resultat suivant.

THέOREME 3.2. Soit H un sous-groupe compact d'un groupe de Lie G.
Supposons que G admette un sous-groupe discret et uniforme Γ. Si H—{e) ou si
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Γ est sans torsion, aίors M=Γ\G/H est une variete compacte et Vhomomorphisme
canonique γ*: H(g, H)—>HDR(M) est injectif.

Demonstration. La premiere assertion resulte done immediatement du Lem-
me 3.1. Pour demontrer la seconde assertion, considerons la composante con-
nexe Ho (resp. Go) de H (resp. de G) et le sous-groupe discret et uniforme
Γ'=ΓΓΛGO(ZGO. Soit i:M'=Γ/\G0/H0->M=Γ\G/H l'application induite par
Γinclusion canonique i: G0—>G. II est clair que Γhomomorphisme canonique
i*: H(g, H)->H{g, ft) est injectif. D'apres le Lemme 4.88 dans [9], l'homo-
morphisme canonique γ*: H(g, HQ)->HDR(M') est aussi injectif. Puisque z**?'*
=7'*°/*, il s'ensuit que Γhomomorphisme γ* est injectif. Ceci acheve la demon-
stration du theoreme. Π

Exemple. Soit G Γun des groupes de Lie suivants: SL{q), GL+(q) et GL(q),
avec q>l. Soit i f c G un sous-groupe compact. On peut considerer (cf. Borel
[1]) un sous-groupe discret, uniforme et sans torsion ΓciSL(q). Alors, en utili-
sant Γisomorphisme de groupes de Lie

0=(log, id)*φ : GL+{q) -^> GL+(l)xSL(q) -^> RxSL{q),

avec φ(A)=(ά€tA, (d€t Ayί/q-A) pour A^GL+(q), on obtient un sous-groupe
discret, uniforme et sans torsion Γ1=φ'\ZxΓ) de GL+(q) et GL(q), ou ZczR
est le groupe additif des entiers. Par suite, les hypotheses du Theoreme 3.2
sont verifiees dans les trois cas precedents.

§4. Sur le calcul de Γhomomorphisme Δ(θ)*.

Dans ce paragraphe, en utilisant les notations de [11], nous donnons le
calcul de l'homomorphisme 4(0)*: H(W(gi@g*> HxH)j)->H(g, H). Pour les
paires de groupes de Lie (G, H) considered, on suppose que I(G)^I{g), que H
ait un nombre fini de composantes connexes et qu'il existe une scission if-equi-
variante ΘQ: g-+h de la suite exacte de //-modules 0^h-^g->g/h->Q, oύ (g, h)
est la paire d'algebres de Lie correspondante.

Soient (Gjf if,), j=l, 2, deux paires de groupes de Lie, (gjf h3) leurs paires
d'algebres de Lie. On designe par (G, H) la paire de groupes de Lie
(GiXGz, ifiXif2), par (g, h) sa paire d'algebres de Lie (gι@gz, h1@h2), et par
il* : I(Gj)-+I(Hj), y = l , 2, les applications de restrictions. Etant donnee une paire
(Qi, q2) d'entiers, avec 0^qί<q2, considerons des polynδmes homogenes invari-
ants %αeKer*'J*C/+(G1), α = l , ••• , s, et %^eKer^*C/ + (G 2 ), a'=l, ••• , s', tels
que άegXa^degXβ pour a<β, et deg%^^deg%^ pour a'<β'. Pour
y = l , 2, avec O^pι^qλ et 0^p=p1+p2<q2, posons

ou les TaXa^Wimv*ir(glf ft) et T'a'X'a' <=Wim:?air(g2, ft) sont respectivement des
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cochaϊnes transgressives relatives pour Xa et X'a> (ceci signiίie que dTaXa—Xa et
dTf

a>X'a>=X'a>). Supposons maintenant que les conditions (de cocycle) suivantes
soient veriflees:

( i ) degχ 1 +2ί 1 ^2(^ 1 +l) ou d e g ^ 4-2^^2(^+1) pour s>0 et s '=0
(ii) άegXί+2p^2(g2+l) pour s=0 et s'>0;
(iii) les conditions (i) et (ii) pour s>0 et s'>0.

Alors, par un raisonnement analogue a celui qui a conduit au Lemme 4.33 dans
[11], on obtient le resultat suivant.

LEMME 4.1. La cochaϊne z^W(g, H) est un cocycle dans W(g, H)Σ et sa
cίasse de cohomologie [_z]<=H(W(g, H)i) ne depend pas du choix des cochaϊnes
transgressives relatives TaXa et T'a X'a> pour Xa et X'a> respectivement.

Remarques. 1) La classe de cohomologie [z] appartient a Γimage de
Γhomomorphisme canonique H(W(gίf H^^-^Hiffltg, H)j) (resp. H(W(g2, H2)Q2)
-+H(W(g, H)j)) si s '=p 2 =0 (resp. si s=p1=O). De meme, \_z] appartient a
Γimage de Γhomomorphisme canonique H(W(g, H)q2)->H(W(g, H)i) si deg%χ
+2/>^2(<?2+l) pour s>0.

2) Le lemme precedent est interessant dans le cas oύ, pour chaque y = l , 2,
(gj, hj) est une CS-paire (i. e. une paire reductive d'algebres de Lie admettant
une transgression τ, pour gj telle que Ker^*=Ideal(r^)C/(gv, ), ou P5 designe
Γespace de Samelson de la paire (gjf hj)), parce que (cf. [3] et [9]) il existe un

isomorphisme (d'algebres graduees) £* : H{AΣ)®nG^I{H) ^^ H(W(g, H)j) induit
par le .DG-homomorphisme ξ: AI®I{H)=ΛP®I{G)I®I{H)^ΛPλ®ΛP2®{I{Gι)®
I(G2))J®I(H1)®I(Ht)^W(g, H)j defini, pour y = l , 2, par ξ(Φj)=Φj pour Φ^I{G3),
ξ(Wj)=h(θi)(JFj) pour ΨJ^KHJ), et ξ{yS)=Tfcsy,) pour J , G ? , OU h(θl):I(Hj)
—>W(gj, Hj) est Γhomomorphisme de Chern-Weil d'une scission /ij-equivariante
θi gj-->hj de 0^hj-±gj~->gj/hj-*0f oύ r, est une transgression pour gj satisfai-
sant Ker/έ*—Ideal(τj P ; ) c / ( G ; ), et oύ Tj est Γoperateur de transgression relatif
universel —λ1(θi

0):Kerii*^W(gJ, Hj) (voir [11] pour plus de details).

D'autre part, le_calcul de Γhomomorphisme Δ(θ)* est aborde comme suit.
Soient Z/cG 2 cGiCG des groupes de Lie, / ιC^ 2 C^iC# leurs algebres de Lie
(pas necessairement reductives). Supposons que, pour chaque / — I , 2, il existe
une scission //-equivariante θ3 : g-^gj de la suite exacte de G^-modules
0-^gj-^g-^mj^g/gj-^O. Pour la paire (qu q2)=(άimg/gu dim^/^2), considerons
Γhomomorphisme Δ(θ)*: H{W{gι@g2, HxH)j)->H(g, H) induit par le H-DG-
homomorphisme J(0)=μo(Δ{θ,)®Δ(θ2)) :W(g1®g2)^W(g1)®W(g*)-+Λg* deter-
mine par Γapplication lineaire θ—θx-\-θ2: g-+gi®g*, oύ μ designe la multipli-
cation de Λg*. Soit maintenant Lz2^H(W(g1@g2, HxH)j) la classe de cohomo-
logie construite dans le Lemme 4.1. Alors, par une technique similaire a celle
de Kamber-Tondeur ([11], Proposition 4.58), nous obtenons le resultat suivant.

PROPOSITION 4.2. J(#)*[z]=0e/J(g, H) si Γune des conditions suivantes
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est verifiee: (i) Φ 1 e/ + (G) /(G1) (ii) Φ 2 GΞ/ + (G) / ( G 2 ) . Si θjf ; = 1, 2, est

GΓequivariante, Γ ideal I est remplace par Γ'.

Pour le calcul de Γimage de Δ(θ)*, supposons que (g, h) soit une CS-paire.
Considerons les applications de restrictions if : /(G)->/(G; ), / — I , 2, et res: /(G)->
/(#). On a alors Ker res=Ideal{ci, ••• , ct}CLl(G) = R\_cly ••• , c r ] , O ^ ί ^ r ^ r a n g g ,
avec degCα^degc^ pour l ^ α < i 8 ^ f . II s'ensuit que les suspensions relatives
ya—o^Ca^.Him^{T{g, H), a—\y ••• , t, des cα fournissent une base de Γespace de
Samelson de la paire (g, h). Par suite, on a

H{g, H) = Λ(yu .- , yt)®I(H)/I+(G)-I{H).

D'autre part, notons 2na le degre de ca. Supposons qu'il existe deux gene-
rateurs δj et cf, avec 1^;, j'^t et jφj't tels que

ifc^IlWjk'ΦjkGKGi), avec ?ΓJJkeKerιJ* et Φ

itCf=ΊlΨ'yk Φ'j k eI(Gt), avec yj^eKer/S* et Φ^^e/ 2 ^(G 2 ),

et tels que n^^^i+1 ou nj+p*^q2+l, et tt/ + />i^#2+l. Etant donne un ope-
rateur de transgression relatif universel T1 (resp. T2) pour la paire (Glt H)
(resp. pour la paire (G2, H)), demontrons alors le theoreme suivant.

THέOREME 4.3. Pour toute suite l^/i< <z's^ί Rentiers iaφj, jf tels que
+ ί i ^ ^ i + 1 ou nil+pί-\-p2^q2 + l, on a la formule

x , j , H).

Si, de plus, βu / = 1 , 2, est Gi-equivariante, la paire (qu q2) est remplacee par la
paire (K^+Ό/2], [

Demonstration. Considerons le cas general, puisque la seconde assertion se
demontre de facon analogue. Comme

Il 1 j k j k { g ί 9 H)

(resp. Tίtξcr=ΣTJF',.k -Φ'rk EW(gt, H))

est une cochaίne transgressive relative pour ifcj^Ker /£* (resp. pour iξcy
et comme n^qi+l ou n ^ + ^ ^ ^ + l , et nj> + p1^q2+l, en utilisant les notations
du Theoreme 4.47 dans [11], on obtient alors, pour nil+pί^q1+l ou τii1+pι+
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= o *c i ι A - A σ *c is A o * c ; Λ σ #cy

βΛ

d'oύ le theoreme. D

On en deduit le

COROLLAIRE 4.4. SjASfj' elmΔ(θ)%. Par suite, dimlm J(0)J^1. Si, de plus,
i~\-p2—qiy alors

lf - , yt)almΔ{θ)%,
d'oύ
dimlmzί(^)j^2 ί" 2. Si θi} i=l, 2, est GΓequivariante, la paire (qu q2) est rem-
placee par ([(^i+D/2], [

Remarque. Dans le cas ou pi=qίf en vertu du Theoreme 4.47 dans [11],
on a done

^ ^ , H)

pour l ^ / i < </ β^ί, O^s^ί—1, avec iaφj. Par consequent,

- , yt)Clm Δ{θλ)%c:lmΔ{θ)%,

d'ou dimlmJ(^)J^2 ί " 1 . De meme, pour toute suite t'<iι< <is^t d'entiers
ia, on obύent Δ(θ^ίTίifciί'"Tίifcis^U=yi1A -AyisΦθ^H(g, H\ oύ t' est
le plus petit entier, l^t^t, tel que na>qι pour t'<a^t. Par suite, on a alors
Λ(3V+i, ••' , 5^ClmJ(^)*(ZlmJ(0)*, d'oύ dim Im J(^)*^2 ί - ί ' . Si βx est
variante, on peut remplacer qx par [(

§ 5. Calcul de Γhomomorphisme

Dans ce paragraphe on reduit le calcul de Γhomomorphisme W(dρ)*:
H(W(g', Hβ)I)-^H(W{g> H)i) a celui d'un homomorphisme (d'algebres graduees)
β*: H(AJ)—>H(AJ). Pour cela, nous supposons que les paires d'algebres de Lie
(g, h) des paires de groupes de Lie consideres (G, H) soient C5-paires, que
I(G)^I(g) et que H ait un nombre fini de composantes connexes.

Soient (G, H) et (G', H') des paires de groupes de Lie (verifiant les hypo-
theses precedentes), (g, h) et (g', h') leurs paires d'algebres de Lie. Considerons
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les applications de restrictions if: I(G)-*I(H) et ί£*: J(G')->/(#')« On a alors
Idealkx, ••• , ct}(Zl(G) = R[cly •••, cr~], Q^t^r=rangg, avec d e g c α ^

pour l<a<β^t. De meme, on obtient done Kerz'ί*=Ideal{cί, •••, cr

t>}(Z
I(G')2zRlci, ••• , c'r.], O£t'£r'=rsingg', avec deg c'a£deg c'β pour l£a<β^t'.
II s'ensuit que les suspensions relatives ya

=0*ca^Himp*iτ(g, H), l^a^t (resp.
y'a=σ'*c'aGίHim*Λir(g', H'), l S α ^ O des cαe=Ker# (resp. des c'ae=Ker*i*) four-
nissent une base de Γespace de Samelson P (resp. P') de la paire (g, h) (resp.
de la paire (g'9 h')).

D'autre part, supposons qu'il existe un homomorphisme de groupes de Lie
p : G->G' tel que p(H)CLH'. On designe par ^o: H^Hf Γhomomorphisme de
groupes de Lie induit par p. En particulier, Γhomomorphisme p*: I(G')->I(G)
determine par p applique Keri'o* dans Kerf?. II est immediat de voir que, pour
chaque a—I, ••• , ί', Γelement p*c'a^Kert$(Zl+(G) peut s'ecrire d'une fapon et
d'une seule sous la forme

/oVα= Σ
β-l

avec aaβ^R = I\G) et

De plus, si p*c'aΦθ, on obtient degc'a=degCβ pour aaβΦθ, et degc /

α=degc jg +
degΦ α i 3 pour ΦaβΦθ par suite, aaβ'Φaβ~ΰ pour α = l , ••• , V et jS=l, ••• , t.

Etant donne un entier # ^ 0 , considerons maintenant le Z)G-homomorphisme

β : Aϊ

induit par p* sur I{Gf)q et caracterise comme homomorphisme d'algebres gra-
duees sur ΛPf par la formule

β(y'a)= Σ ^ ^ ( α α ^ + Φβis) Pour α = l , ••• , ί'.

Alors le calcul de Γhomomorphisme W(dp)*: i f^C^ 7 , Hf)q)-+H(W(g, H\) se fait
a Γaide du theoreme suivant.

TH£OREME 5.1. Uhomomorphisme W(dρ)* se factorise de la maniere suivante:

W(dp)* : H(W(g', H%) — ί — > H(Ά'q)®na AH')

H(W(g, H)9).

Demonstration. II suffit de prouver que le diagramme suivant est commu-
tatif:

w(dp)*
H(W(g', H')q) > H(W(g, H\)

I * |δ*
H(A')
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ou | * et | * designent respectivement les homomorphismes induits en cohomologie
par les DG-homomorphismes determines par les formules:

ξ(φ)=φ pour ΦGΞ/(G) et £(ya)=Toca pour α = l , •••, *,

£'(Φ')=Φ' pour Φ'e=/(G') et £'(/«)=7V β pour α = l , ..., f,

To (resp. To) etant Γoperateur de transgression relatif universel pour (G, 7/)
(resp. pour (G', //')), determine par une scission //-equivariante ΘQ: g->h (resp.
/f'-equivariante θ'<>\g'->h') de 0->h^g->g/h->0 (resp. de 0->h'-*g'->g'/h'-*0).

Pour montrer1 que ^ ( d / o ) * 0 ! ^ ! * 0 ^ ^ considerons la base de Vey de H(Άq)
fournie (cf. [9], Theoreme 5.110) par les classes de cohomologie des cocycles
monδmiaux

ja^0, 0<άegc/

φ<2q, I^h<-<i9<t' 1

pour s>0, y α =0 pour a<ix si s>0, et / α = 0 pour α = l , ••• , ̂  si s=0. Puisque,
pour chaque a=l, ••• , s,

W(dp)TΌc'ia, ΣJoCβ'iat^ + Φi^W^^ig, H)

sont deux cochaines transgressives relatives pour ρ*c'ίa(=Ker fj, on obtient done,
en vertu du Lemme 4.1,

^

Ceci acheve la demonstration du theoreme. •

Remarques. 1) II est clair que Γhomomorphisme β* est defini sur la base
de Vey de H(A'q) par la formule

En particulier, pour άegcfφ^2q, on a alors

2) Comme Γhomomorphisme |*=l*cσ,ff) est injectif pour paires de groupes
de Lie (G, ϋΓ), il en resulte que la construction de β* est fonctoriel pour homomo-
rphismes de paires de groupes de Lie
de Lie (G, ϋΓ), il en resulte que la constr
rphismes de paires de groupes de Lie

p:(G, H)->(G', H').
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3) Si, de plus, les applications de restrictions *'$ et i'o* sont surjectives,
Γhomomorphisme W(dp)* est donne par la composition

I;-1 . β* ^
W{dp)* : H{W{g', H%) —* H(A'q) —

Soit maintenant [2k;>] = [/(oCB)C(.;)] un element de la base de Vey de H(Aq)
aH(W(g', H%). On en deduit le

COROLLAIRE 5.2. Si deg Cφ=2q et s'il existe un α = l , — , 5 (avec s>0) tel
que aίaβ=0 pour tout β=l, ••• , t, dors

On peut appliquer ce resultat au probleme du prolongement de feuilletages
comme suit. Etant donnes des entiers qlf q2 et d, avec ΰ<qι<q2 et d—q2—qi>0,
prenons (G, H)=(GL(qi)xGL(d), O(qι)Xθ{d))y ( C , H')={GL(q2), O(q2)) et p : (G, i/)
-^(G', i/0 Γinclusion canonique. II est bien evident que

H(W(g, H)Q2)^H(Aq2)=H(Λ(yu y3f - , y*ύ-ι)®Λ(<yί, y's, -

et que

'l, y'l, ~ , y!u-l)®Rlc'l, c'l, - , <?&]„),

oύ les elements yif y\ et 3;? (de degres 2i—\) sont respectivement les suspen-
sions relatives des polynδmes de Chern Cie/(GL(#i)) = /?[ci, ••• , c f f l], c'i<=I(GL(d))
= Rίc[, "- , c'J et c?e/(GL(^2))^i?[ί:ϊ, ••• , 4'2] de degres 2/, avec i impair, et
ou ^ = [ ( ^ + l ) / 2 ] , ί = l , 2, et d ^ K d + D / 2 ] .

D^autre part, comme Γhomomorphisme ^ * : I(G/)
est donne, pour chaque / = 1 , ••• , q2y par la formule

p*c"j= ΣiCiφc'j-i, avec ĉ —0 pour i>qu c'i—0 pour f
1 = 0

et c o = c ί = l , on obtient done

pour y = l , ••• ,,̂ 2, avec ^ 8 t- i=0 pour />^ί et 3?ίi-i=0 pour i>d'. Considerons
la base de Vey de H(WOq2) fournie par les classes de cohomologie des cocycles
monδmiaux

avec ; α ^ 0 , 0^2/)=degc/(/

t7)^2g2, l£iι< ••• <is<qί, 0£s£q'2, iι+p^qt+1 pour

5 > 0 , y α =0 pour tout entier impair a<2i1—l si s>0, et y α =0 pour tout entier
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impair a si s—0. D'apres le Corollaire 5.2, si p—q% et s'il existe un α = l , ••• , s
(avec s>0) tel que ia^max(qί, d')+l, alors on a [za.^ leKerW^o)*,

Soit maintenant (Fi, F2) un sous-feuilletage de codimension {qlt q2) sur une
variete differentiable M de dimension n. Alors, en vertu du Theoreme 6.1 dans
[4], on a done Ker W(dp)*(ZKer J*(Q2), oύ Δ*(Q2) designe Γhomomorphisme
caracteristique du feuilletage F2. Par suite, on a obtenu le resultat suivant.

THEOREME 5.3. Soit F 2 un feuilletage de codimension q2 sur M. Si p=q2 et
s'il existe un a=l, •••, s (avec s>0) verifiant ia~^m3x(qΊ, d')+l tel que
Δ^{Q2)\_z<a,p']φθG:HDR(M)} aucun feuilletage integrablement homotope a F2 ne pent
se prolonger en un feuilletage F de codimension q sur M, avec qi^q^d si qx^d,
et d^Lq1^qx si qx>d.

Pour un feuilletage F2 de codimension q2^3 sur M, on considere un cocycle
de la forme z=y"/\yr{q2-ι®c'lD avec άeg c'(^=2q2. On en deduit le

COROLLAIRE 5.4. Si la classe Δ*(Q2)\_z]^HDR(M) n'est pasnulle, aucun feuil-
letage integrablement homotope a F2 ne peut se prolonger en un feuilletage Fx de
codimension qx sur M pour 0<qι<q2, sauf dans les cas oύ (qlf q2)=(2q2—l, 2q'2)
ou (qu q2)=Q., 2qί).

II est clair que, pour q2—2q'2^2, aucun feuilletage integrablement homotope
a F2 ne peut se prolonger en un feuilletage de codimension impaire, pourvu que
Q2—TM/F2 soit un fibre vectoriel oriente ayant une classe de Pfaff non nulle.

Exemple. Compte tenu du Theoreme 5.37 dans [11], on voit done que, pour
#2^2, toutes les hypotheses precedentes sont verifiees par le feuilletage locale-
ment homogene F 2 =F ί s L ( 5 2 + i ) 1 ) o (resp. F 2=FG Z / + C g 2 +i (i ) o) de codimension q2 sur
M=Γ\SL(q2+l)/SO(q2) (resp. sur M=Γ /\GL+(^2+l)/SO(^2)), oύ les groupes de
Lie SL(q2+l, l)0 et GL + (^ 2 +l, l)0 seront donnes dans le §6, et ou Γ (resp. Γ')
est un sous-groupe discret, uniforme et sans torsion de SL(#2+1) (resp. de
GL+(q2+l)).

Remarque. Dans le cas ou (Flf F2) est un sous-feuilletage de codimension
(qu qz) sur M a fibre normal trivialise, on obtient done A*{Q2)[_zii,j)~]—Q^HDR(M)
si p=q2 et s'il existe un a=l, ••• , s tel que f f f^max(^i, d)+l, ou ίza.jxi est un
element de la base de Vey de

y'l, - , y'Q®R\_c'{} c'l,

fournie par les classes de cohomologie des cocycles monδmiaux

avec ; α ^ 0 , 0^2^=degc/

(

/; )^2^2, l£ix< ••• <is^q2, 0<s<q2f h+p^qι+1, et
j a — ^ pour a<iχ. D'autre part, soit maintenant F2 un feuilletage de codimen-
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sion q2>2 sur M a fibre normal trivialise. On considere un cocycle de la forme
z=y'lAy%2®c'lj) avec degc"φ—2q2. Si la classe Δ*{Q2)\_Z~\<E.HDR(M) n'est pas
nulle, il est evident qu'un feuilletage F'2 (a fibre normal trivialise) integrablement
homotope a F2 ne peut pas se prolonger en un feuilletage Fx de codimension qx

sur M tel que le fibre normal du sous-feuilletage \Flf Ff

2) de codimension (qlf q2)
soit trivialise, avec 0<qx<q2. C'est par exemple le cas si F2 est le feuilletage
localement homogene FSU<I2+\,UQ sur M—Γ^SL{q2-\-l) avec q2Ί^2, oύ ΓdSL(q2+l)
est un sous-groupe discret et unif orme. Un autre exemple de ce cas est obtenu
en prenant F 2 = F G L + ( g 2 + 1 ) 1 ) o et M=Γ\GL+(q2+l) avec q2>2, oύ ΓaGL+(q2+l) est
un sous-groupe discret et uniforme.

D'autre part, le calcul de Γhomomorphisme W{dp)*: H(W(g', #')/) -•
H(W(gy //)j) peut se faire comme suit. Soient (G», ft) et (G , //0, ί = l , 2, des
paires de groupes de Lie (verifiant les hypotheses usuelles de ce paragraphe).
Supposons que, pour chaque / = 1 , 2, il existe un homomorphisme de paires de
groupes de Lie pt: (Gif ft)->(Gί, Hi). Considerons maintenant Γhomomorphisme
de paires de groupes de Lie

=(pi, P2): (G, //)=(G 1 xG a ,

Etant donnee une paire (^Ί, q2) d'entiers, avec 0^q^q2, par une technique
identique a celle du Theoreme 5.1, on construit un homomorphisme de DG-
algebres β : A'I—ΛP'(g)I(G')I-^AI = ΛP®I(G)I. Ainsi, en reprenant les notations
du Theoreme 5.1, par un raisonnement identique a celui utilise dans la demon-
stration de ce theoreme, nous obtenons le resultat suivant.

THέOREME 5.5. Pour Γhomomorphisme W(dp)*, on a la factorisation suivante:

W(dp)*:H(W(g',

—*H<JV(g,Hh).

Remarques. 1) Comme Γhomomorphisme £*=£*&, H-> H(Aj)—>H(W(g, //)/)
est injectif pour paires de groupes de Lie (G, H)=(G1XG2) ftxft), il s'ensuit
que la construction de Γhomomorphisme β* est fonctoriel pour homomorphismes
de paires de groupes de Lie

P=(pi, p*): (G, H)={G,xG2y ftXft)-> (G', H')={G[xG'2y H[xHf

2).

2) Si, de plus, les applications de restrictions i% et i'o* sont surjectives,
Γhomomorphisme W{dp)* se factorise de la maniere suivante:

W{dpY : H(JV(g', #')/) ~^ ^ ^
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3) Pour le calcul de Ker W(dp)*, on obtient un resultat analogue a celui du
Corollaire 5.2.

§ 6. Quelques exemples.

Pour appliquer les resultats et techniques des paragraphes precedents et du

travail [5], nous donnons dans ce paragraphe quelques exemples de sous-
feuilletages localement homogenes (Flf F2)=(FGl> FGz) de codimension (qu q2) sur
M=Γ\G/H ayant des classes caracteristiques secondaires ou exotiques non
nulles qui n'appartiennent pas a la sous-algebre de HDR(M), engendree par les
classes caracteristiques des feuilletages de la paire. De meme, nous reprenons
les notations des paragraphes precedents et de [5].

a) Exemples de sous-feuilletages localement homogenes dont les fibres normaux
Q2 et ζ?iΘζ?0 ne sont pas isomorphes comme fibres vectoriels F2-feuilletes (cf. [5],
Corollaire 4.5).

Etant donnes des entiers d^l et /^0, avec j^d, on considere le sous-
groupe ferme GL(d + l, j)(ZGL(d + ϊ) des matrices de la forme

0

^ 2

0
id
ΊΠ

*
*

avec λu λ2, - , λj<=GLQ) et A(=GL(d-j+l). En particulier, SL(d+l, ; )=
GL(d-\-l, j)Γ\SL(d+ΐ) est un sous-groupe ferme de SL(d+ϊ). On designe par
GL+(d+l, y)0=GL(d+l, ;) 0 (resp. par SL(d+l, /)0) la composante connexe du
groupe GL(d+l, j) (resp. du groupe SL(d+l, j)). Par consequent, SL(d+lf 7)0
(ZGL+(d+l, j \ pour y=0, 1, •••, d. De meme, on a done le diagramme com-
mutatif suivant:

T(d+l)o=GL+(d+l, d)oC -. aGL+(d+l,

n n n n n
T(d+1) = GL(d+l, d) |C - C GL(d+l, 1) C GL(d+l, 0) = GL(d+l)

U U U U U
ST(d+l) = SL(d+l, d) C - C SL(d+l, 1) C SL(d+l, 0) = SL(d+ϊ)

U U U U II
ST(d+l)o= SL(d+l, Λ C C SL(d+l, 1)OC SL(d+l, 0)0=
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oύ T(d+Ϊ)o (resp. ST(d+l)0) est la composante connexe du groupe T(d+Ϊ) des
matrices triangulaires (resp. du groupe ST(d+l) des matrices triangulaires de
determinant 1).

Exemple 1. Prenons G=SL(d+2), d = S L ( d + 2 , l)0, G2=SL(d+2, 2)0 H=
SO(d) (avec d^ϊ). Soit jΓcSZ,(d+2) un sous-groupe discret, uniforme et sans
torsion. Alors, en vertu du Theoreme 3.2, M=Γ\G/H est une variete compacte
connexe et orientable, et Γhomomorphisme canonique γ*: H(g, H)-+HDR(M) est
injectif. De plus, on a done

yδ, •••, y2n-u ϊϊd+i, j>d+2) pour d—2n—\

Λ(y3, y5, •••, J ί B . ! , ^ d + 1 , 3?d+2)(8)^[^«]/(^n) pour d—2ny

oύ les J7i sont les suspensions relatives des polynδmes de Chern
IdeaHc,, cδ, - , c2n.ίf cd+lf cd+2}Cl(G) = Rlc2, c3, - , c d + a ] , et oύ * n

est le polynδme de Pfaff.
D'autre part, considerons le sous-feuilletage localement homogene (Flt F 2)=

(FGχ, FG2) de codimension (qu q2)=(d+l, 2d+ϊ) sur M a fibre normal oriente.
Nous obtenons alors le resultat suivant.

THEOREME 6.1. Vhomomorphisme caracteristique

), SO(d+l)xSO(d))j)-> HDR(M)

de ce sous-feuilletage verifie les proprietes suivantes:
(i) Une R-base de Imd*CHDR(M) est fournie par les classes lineairement

independantes suivantes:

s=0 ^wr n = l), OM μ=(-l)s+\d+2)d+2

et / c = ( - l ) s + 1 ( ί Z + 2 ) < i + 2 ( ^ + l ) < z + 1 , eί ow Φ = l si d=2n-l, et Φ = l <w* Φ = ^ n s/
d=2n. De plus, les elements γ*(l®Φ) fournissent une R-base des classes carac-
teristiques primaires de la SO(d)~reduction Γ\SL(d+2)-+M de L(Q0).

(ii) Pour d=2n—l, on obtient

ImΔ%=γ*(yd+2-Λ{yZ y y5, —, y2n-u 9d+i)

%F2=γ*((yd+2f\yd+ι)-Λ(y*, y5, - , Λ«-i)) eί Im JJ(O2)=Im JJ(O 0 )=0;

consequent, d i m I m J J = 2 n et dim Im JJ((Ji)=dim Im Δ%F(=2n~1. II en resulte

que
0=Im Jί
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(iii) Pour d=2n, on a done

Im Jί=r*(J>d+a Λ(Λ, y5, ••• , y2n.u y

I m Λ i ( Q ι ) = γ * ( y d + 2 ' Λ ( y 3 , y δ , ••• , 3 W

Im Jtjp^r+α^d+sΛ^d+O ^CΛ, Λ, •"

Im Jt(ζ?o)=r*(l®Λ[en]
+/(eJ)) eί Im

dimlm JJ = 2 n + 1 +l, dim Im JJCd) = 2n, dimlm Jί F 2 = 2n + l eί
dim Im JJ(Qo)=l. // s'ensuit que

0=Im Jί«?a)£Im Jί((?0)£Im ^ 2 £ I m JίCQO+Im JJ^SIm JJ .

(iv) Uensemble NίFl,F^dlmJi des classes caracteristiques secondaires non
nulles de (Flf F2), qui n'appartiennent pas a la sous-algebre de HDR(M), engendree
par les classes caracteristiques des feuilletages de la paire, est donne par

, &n-i))-{0} pour d=2n-l

Myd+2'Λ(ys, y5, - , Λ»-i, 5d+i)®Λ[e»]+/(βS))-{0} /wwr d=2n.

Par consequent, ces classes secondaires engendrent un sous-espace vectoriel de
HDR(M) de dimension 2ίd/2\

(v) Pour certaines classes de Godbillon-Vey de ce sous-feuilletage, on a la
formule

d + k\M-\d

pour k=Q, 1, ••• , d+1. Puisque, pour kφ\ et O^&^Jd+l, les classes precedentes
ne sont pas nulles, le Corollaire 4.5 dans [5] montre que Q2 et QiφQo ne sont
pas isomorphes comme fibres vectoriels F2-feuilletέs. De meme, on verifie que la
structure (Fu F2)-feuilletee de P=L(Q1)-\-L(Q0) n'est pas induite par une structure
{Fι, F2yfeuilletee d'une SL{q^)XSL{d)-rέduction de P, et que les sous-algebres de
Lie gι et g2 ne sont pas reductives dans g.

(vi) Les autres classes de Godbillon-Vey de (Flf F2) sont donnees par

+ 1 " * 0 M ® ^ + * ] = O pour k=0, 1, ••• , d+1

(vii) Pour d—2nf la classe

rtest pas nulle. Par suite, d'apres le Corollaire 5.4, aucun feuilletage integrable-
ment homotope a F1 ne peut se prolonger en un feuilletage de codimension q, avec
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(viii) Les classes rigides appartiennent a Ker J*.
(ix) Les anneaux de Pontrjagin de Qif z=0, 1, 2, et £?iθQ0 sont triviaux.

Demonstration. Considerons la paire de groupes de Lie (G[, Gί)=(GL+(d-Jrl),
GL+(l)xGL+(d)) et sa paire d'algέbres de Lie (g[, gί)=(gl(d+ϊ), gH\)®gl(d)).
Soient π=(πu π2): GγχG2-*G[xG2 la projection canonique et pf—{p[t p'o): G[xG2

->GL+(d + l)xGL+(d) Γhomomorphisme de groupes de Lie defini par

p'(A, (λ, B))=(pί(A), p'0(λ, B))=(ά€tAΆt λ~ι-B) pour (A, (λ, B))^G[xGf

2.

II est immediat de voir que la representation d'isotropie

p=(pu p0): G1xG2^GL+(mί)xGL+(m0)^GL+(d + l)XGL+(d)

se factorise de la maniere suivante:

^ G[xGί -> GL+(d+l)xGL+(d).

Considerons maintenant, pour chaque i—\, 2, une scission Gi-equivariante
0* S^gi de la suite exacte Q->gi-+g->mi^Rqi->0. II s'ensuit que, pour 2 = 1,2,
Γapplication composee θ'i—dπ^di'.g-^g'i est une scission G^-equivariante de la
suite exacte §^gf

i->g-+m'ί=R2 qi-*Q. En particulier, Γapplication lineaire θ—
ΘIΛ-Θ2\ g-*gι@g2 determine une connexion adaptee somme sur le fibre principal
(Fu F2)-feuillete localement homogene

De meme, Γapplication lineaire θf=dπ°θ=θ[Jrθ2 : g-+g[®g't induit une connexion
basique somme sur le fibre principal (Fc, FσΉeuillete localement homogene

P'=P[+Pί=Γ^ΌXHGί+Γ\GXHG'2=Γ\GXH(G[XG'2) -> M.

II en resulte que Γhomomorphisme caracteristique J* du sous-feuilletage (Fu F2)
est donne par la composition

Δ*=Δ*{P'yW(dp')*: HQV(gKd+l)@gl(d), SO(d+l)xSO(d))j) -> HDR(M),
ou

r2, HxHh.)-+H(g, H)-+HDR(M)

est Γhomomorphisme caracteristique generalise du fibre principal (F^, FGJ)

feuillete localement homogene P'—P[+Pl (a connexion basique somme determinee

par θf=dπ°θ=θ[+θ'2).
D'appres le Theoreme 4.3, pour calculer Γhomomorphisme Δ(θ')*, il faut

d'abord considerer les applications de restrictions

i%: 7(5

Λ[c,,

-2))

« ]

iT
GLW

Hi
[d, •••

•fl))—*

, c d + 1 ] -

•I{GL{l)xGL{d))
\\l

—*• i?[cΐ]®Λ[cί,
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donnees respectivement, pour / = 1 , ••• , d + 1, par les formules suivantes:

HSCj=c'j+c"Cj-i avec c{=l et c'd+1=0,

t2Cj+i=~Cj+i CiCj CiC^Cj-i C\ Cj-ι 3.VCC C o " " ! e t Cd + i=-C(ι+2'==Ό t

oύ les Cj, cjf c'j et c" sont les polynδmes de Chern. Par consequent, cd+2 et
cd+ί sont les deux generateurs pour appliquer le Theoreme 4.3. De meme, pour
utiliser la Proposition 4.2, considerons les congruites suivantes mod/+(SL(ίί+2)).
I(GL(d+ϊ)):

CjΞΞcί pour 7 = 1 , ••• , d+1, CΪ^

et les congruites correspondantes mod I+(SL(d+2)) /(GL(1) X GL(d)): ĉ  =

S(- l )^rW+^O ; -^W+c^- i+(- l )Vr ' pour y=l, — d+1 (avec c'd+1=0),
fe=o

/ d +ίΞ C,,ί/ | , atkC'^c^-Λ pour ί^l, ou les α ^ sont des entiers, c7 d + ί =(cί+c?) d + ί

\Ar=O /

ΞO pour ί^2, et (c + c ^ ^ c f Ξ t c ί + c ' f l V / ^ ^ t - l J ^ + c y ί Ξ c f V ,
D'autre part, pour le calcul de Γhomomorphisme W(dpf)*t d'apres le Theo-

reme 5.5, il faut consίderer Γhomomorphisme

> I{GL(d+l))®I{GL{l)xGL{d))
II? II?

Rίclf ~, cd

defini par les formules suivantes:

•_, j c ί ^ * pour / = 1 , ••• , d + 1 (avec c o = l ) ,

cV kc'k pour 7 = 1, •••, d (avec c'0 = l ) .

Par suite, on a alors

pour 7 impair et 1^7^c

pour 7 impair et

ou les yjf y'j et y'[ sont respectivement les suspensions relatives des polynδmes
de Chern cjf c) et c", avec j impair.

Compte tenu des Propositions 2.6 et 2.8, on obtient done

Im Δ*=\m Δ*(P')=lm Δ*(Pl) et Im //#ir2=Im Δ*(Pζ).

Le theoreme en resulte. D
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Remarques. 1) Pour Φ=l si d=2n — 1 et Φ—en si d—2n, le volume

Λ*[3>iΛ3>3Λ Λ;y2»-i®c?+1(S)^

de M, avec JC=(—l) n(d+2) d + 2(d+l) d + 1, est un invariant non nul du sous-feuil-
letage (Fi, F2), qui n'appartient pas a la sous-algebre de HDR{M) engendree par
les classes caracteristiques des feuilletages de la paire. De meme, pour d—2n — l,
Γun de ces invariants est la classe de Godbillon-Vey

2) Le Theoreme 6.1 est une generalisation du Theoreme 5.37 (parties (i),
(ii), (iii), (iv) et (vii)) dans [11]. En particulier, ΓExemple 1 est une generalisa-
tion de Γexemple de Roussarie [7],

Exemple 2. Prenons G = SL(d+2), d = S L ( d + 2 , 1), G 2 =SL(d+2, 2), H=
O(d) et Γ(ZSL{dJr2) un sous-groupe discret, uniforme et sans torsion. Con-
siderons le sous-feuilletage localement homogene (Flf F2)—{FGl, FG2) de codimen-
sion (glf q2)=(d+l, 2d+l) sur M—Γ\G/H (dont le fibre normal n'est pas neces-
sairement orientable). En oubliant maintenant la structure orientee du fibre
normal du sous-feuilletage donne dans ΓExemple 1, on deduit du Theoreme 6.1
et de la Proposition 2.10 le resultat suivant.

THέOREME 6.2. Uhomomorphisme caracteristique Δ*\ H{W0I)-^HDR{M) de
ce sous-feuilletage est donne par le Theoreme 6.1, en remplaςant le polynδme de
Pfaff en par 0 pour d—2n. Par suite, on verifie les proprietes suivantes:

(i) Pour d=2n—1, on a done

0=Im Jί(ζ?2)=Im Jί«?o)£lm Δ%{Qx)^lm J J=Im JJCQOΘIm Δ%F%

avec

Im Ji = γ*(yd+2'Λ(yz, y5} •••, y2n-u 9d+i)), Im Λi(Qi) = r*(9d+2'A(<ys, y5,

et lmAiF2=γ*((9d+2Λ9d+i)ΆΛ(9*> 9B, --, frn-i)); par consequent,
et dimlm JJ((? 1)=dimImJi iτ 2=2 7 1- 1.

(ii) Pour d—2n, on obtient

0=Im Jί(0,)=Im J ί «

avec lmΔ% = γ*(yd+ 2 r
Λ(9s, Λ, •••, Λn-i)); par suite, dimlm JJ^dimlm Ji(Q 1 )=2 n βί dimlmΔ%F 2=2n '\

(iii) P<9wr d=2n—l, il en resulte que

est Γensemble des classes caracteristiques secondaires non nulles de (Flf F2), qui
nyappartiennent pas a la sous-algebre de HDR(M) engendree par les classes carac-
teristiques des feuilletages de la paire.

(iv) Q2 et Qι@Qo ne sont pas isomorphes comme fibres vectoriels F2-feuilletes.
(v) Λucun feuilletage integrablement homotope a Fλ ne peut se prolonger en
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un feuilletage de codimension q pour
(vi) Les classes rigides appartiennent a Ker J*.
(vii) Les anneaux de Pontrjagin de Qu i=0, 1, 2, et Qi(BQ0 sont triviaux.

On peut maintenant discuter Γexemple suivant.

Exemple 3. Pour d~Ξ>l et Q^j<d — 1, considerons les sous-feuilletages locale-
ment homogenes de codimension (qlt q2)=(d —j+l, 2(d—j)+l) induits par les
groupes de Lie correspondants aux quatre cas suivants:

i) G=SL(d+2,jX G^SUd+2, j+l)o, G2=SL(d+2, j+2)0, H=SO(d-j)
et Γ un sous-groupe discret, uniforme et sans torsion de SL(d+2) (resp. de
GL+(d-j+2)) pour y=0 (resp. pour />0).

ii) G=SL(d+2, j), G^SUd+2, + l), G2=SL(d+2, y+2), H=O(d-j) et
Z7 le groupe donne dans le cas i).

iii) G = GL+(d+2, j)0, G1 = GL+(d+2f y+l) 0 , G2 = GL+(d+2, /+2) 0, i / =
SO(d-j) et ΓdGL+(d—j-\-2) un sous-groupe discret, uniforme et sans torsion.

iv) G=GL(d+2,j), G1=GL(d+2, y+1), G2=GL(d+2, j+2), H=O(d-j)
et .Γ le groupe considere dans le cas iii).

II est clair que les fibres normaux des sous-feuilletages localement homo-
genes correspondants aux cas i) et iii) sont orientes de plus, on deduit du
Theoreme 6.1 et de la Proposition 2.10 que les classes caracteristiques de ces
sous-feuilletages sont donnees par le Theoreme 6.1 en remplajant d ^ l par
d—j^l. De meme, les classes caracteristiques des sous-feuilletages localement
homogenes correspondants aux cas ii) et iv) sont donnees par le Theoreme 6.2
(en remplafant d^l par d—j^l). Par suite, pour les cas i) et iii) (resp. pour
les cas ii) et iv)), on verifie les proprietes enoncees dans le Theoreme 6.1 (resp.
dans le Theoreme 6.2). II en resulte que, pour rf^l et O^y^d — 1, la sous-
algebre de Lie s/(rf+l, y+1) (resp. gl(d+l, +l)) n'est pas reductive dans
sl(d+l, j) (resp. dans gl(d+l, ;')). Puisque le centre ZsUd+ι,D de sl(d+l, j)
est zero (resp. le centre de gl(d+l, j) est donne par ZgUd+ι,D—R. I, ou I designe
la matrice identite), il s'ensuit que, pour d^Λ. et l^ίj^d, Γalgebre de Lie
sl(d+l, j) (resp. gl(d+lf j)) n'est pas reductive.

D'autre part, si dans ΓExemple 3 (cas i), ii), iii) et iv)), les groupes de Lie
G, Gi et G2 sont remplaces respectivement par les groupes de Lie Gι, G[ et G\
de leurs matrices transposees, alors les classes caracteristiques de ces sous-
feuilletages localement homogenes sont donnees (a un signe pres) par ΓExemple
3. En particulier, pour j=0, on a done

oύ Δ% (resp. J*) designe Γhomomorphisme caracteristique de chacun de ces
sous-feuilletages (resp. de chacun des sous-feuilletages donnes dans ΓExemple 3),
avec y=0.

On en deduit le
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COROLLAIRE 6.3. // existe au moins deux sous-feuilletages de codimension
(QU Q2)—(dJrl, 2d+l) sur la variete correspondante M=Γ\G/H, qui ne sont pas
integrablement homotopes.

b) Exemples de sous-feuilletages localement homogenes dont les fibres normaux
Q2 et Qι@Qo sont isomorphes comme fibres vectoriels F2-feuilletes (cf. Corollaire
2.3).

Exemple 4. Pour les groupes de Lie compacts connexes G = SU(d+2), Gλ—
U(d+1), G2=U(l)xU(d), H=SO(d) et Γ={e\ (avec d^l), considerons le sous-
feuilletage homogene (Flf F2)—(FGl, FG2) de codimension (qlt q2)=(2(d+l), 2(2d+ΐ))
sur M—SU{d-\-2)/SO{d)} dont le fibre normal complexe Qι@QQ admet une con-
nexion basique somme. II est bien evident que Γhomomorphisme caracteristique

J*: H(W(u(d+l)®u(d), SO(d+ΐ)xSO(d)h.)—*>H(g, H)^HDR{M)

de ce sous-feuilletage peut etre calcule, pour d=2n—1 et d=2n, paries techni-
ques du Theoreme 6.1. De plus, les classes caracteristiques de (Flf F2) sont
donnees par ce theoreme. Comme Γespace (t/(ύί+l)Xί7(d))/(SO(rf+l)xSO(ύί))
n'est pas contractile, les classes caracteristiques precedentes ne dependent que
de la classe d'homotopie de la section s: M-*(U(Q1)+U(Q0))/(SO(d+l)xSO(d))
induite par la section canonique SU(d+2)->SU(d+2)X({e\X {e}) de SU(d+2)X
(U(d+l)X(UQ.)xU(d))), ou U(Q1)+U(Qo) designe le fibre des U(d+ϊ)xU(d)-
reperes de

Remarque, Si dans ΓExemple 4, on remplace H=SO(d) par H=O(d), alors
les classes caracteristiques d'un tel sous-feuilletage sont donnees par le Theoreme
6.2.

Exemple 5. Prenons 5=SO(4), G^U{2), G2=ί7(l)Xί7(l) et H=Γ={e}.
Considerons le sous-feuilletage homogene (Flf F2)=(FGl> FGz) de codimension (qu

q2)=(2, 4) sur M=SO(4), dont le fibre normal complexe trivialise QiΘOo admet
une connexion basique somme. II est immediat de voir que Γhomomorphisme
caracteristique

de ce sous-feuilletage verifie les proprietes suivantes:
( i ) Une base de Im Ji<zH£R(M)^Λ+(ylt x2) est fournie par les deux

classes lineairement independantes suivantes:

et

oύ j>i et y[ sont respectivement les suspensions des polynδmes de Chern cx et
cί dans /(ί7(l)x£7(l))s/?[ci]®/?[cί], et oύ y1 (resp. x2) est la suspension du
polynδme de Pontrjagin px (resp. du polynδme de Pfaff e2) dans I{SO(£))^R\_pu e2"].
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(ii) Une base de Im J*(<5i) (resp. de Im Δ%F2) est fournie par la classe yx +
2*2(resp. par la classe yι/\x2). De plus, on a ,

0=Im Jί(<?2)=Im Jί«?o)£ϊm Δ&Q^lm J ί = I m JJWOΘIm ΔiFz.

Par suite, dimlm Δ%—2 et dimlm Δi(Q1)=dimlm J $ F 2 = 1 .
(iii) Le volume invariant 5>iΛ.£2 de M est une classe caracteristique secondaire

(non nulle) de ce sous-feuilletage, qui n'appartient pas a la sous-algebre de
HDR(M) engendree par les classes caracteristiques des feuilletages de la paire.

c) Exemples de sous-feuilίetages localement homogenes de la forme (Fίf F2)—
(Fi, FiΠFO avec Ff de codimension d—q2—qι^.

Considerons d'abord le cas suivant: Soient Fί, i=l, 2, des feuilletages sur
Mi de codimensions q1 et d respectivement. On considere le sous-feuilletage
(Fu F2)=(F{xTM2f F[xFf

2) de codimension (qlf q2)—(qi, Qi+d) sur la variete
M=M1xM2. Alors, pour le feuilletage F/=TM1xFί de codimension d sur M,
on a F2=F1ίΛF/. Compte tenu du Theoreme 4.6 dans [5], il en resulte que
Γhomomorphisme caracteristique Δ* de (Fίf F2) se factorise de la maniere suivante :

P* M
Δ* : HQVOj) —> H{WOqι)®H{WOd)

Hn^M^H^M,) —> HDR{M),

oύ p* est Γhomomorphisme canonique, oύ J#(£?ΐ)> / = 1 , 2, sont les homomor-
phismes caracteristiques des feuilletages F'u et ou k* est Γisomorphisme de
Kunneth (pour cela, on suppose que dim HDR(Mι)< co ou dim//D/2(M2)<oo). En
faisant les identifications correspondantes a Γisomorphisme k*, on obtient Δ*(Qι)
=Δ*(Q\). De meme, Γhomomorphisme caracteristique Δ*(Q0) est donne par la
composition

MQo)=MQ'2>P'*: H(WW), O(d)\2) —• //(^O,) —> i/^(M2).

Par consequent, pour 0<qι<q2, les uniques classes de Godbillon-Vey de (Fx, F2)
qui peuvent etre non nulles sont les deux classes suivantes:

En particulier, la classe de Godbillon-Vey de F2 est nulle (cf. aussi Moussu [14]).
Supposons maintenant que les classes de Godbillon-Vey de Fί et F 2 ne soient

pas nulles. On obtient alors le resultat suivant.

THέOREME 6.4. La classe de Godbillon-Vey J*[^i®c? 1®^ί®cί d] est un in-
variant non nul du sous-feuilletage (Fu F2), qui ne pent pas s'obtenir en considerant
separέment les feuilletages de la paire.
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Remarque. Le Theoreme 6.4 est aussi valable dans le cas oύ (Flf F2) est un
sous-feuilletage a fibre normal oriente, avec qx ou d impair.

D'autre part, ces resultats sont appliques aux sous-feuilletages localement
homogenes comme suit. Soient HidGίdGi, i—l, 2, des groupes de Lie, hid
g'idgi leurs algebres de Lie. Supposons que, pour i—l, 2, Ht soit ferme dans
Gi. Soit ΓidGi, i—ly 2, un sous-groupe discret operant de maniere proprement
discontinue et sans points fixes sur Gi/Hi. Considerons les feuilletages locale-
ment homogenes F ' ^ F ^ , * = 1, 2, sur Mi^Γi^GJHi de codimensions qx—
ά\mgjg\ et d=ά\mg2/gr2 respectivement. Alors, pour les groupes de Lie

G=GιxG2,Gί=G\xG2,G2=G\xG'2,H=H1xH2 et Γ=ΓίxΓ2,

le diffeomorphisme canonique / : M=Γ\G/H—>MίxM2 identifie le sous-feuil-
letage localement homogene (Flf F2)—(FGι, F<?2) de codimension (qu q2)={qu qι+d)
sur M avec le sous-feuilletage (F\xTM2,F\xF2) de codimension (qlt q2) sur
MiXM2. De meme, le feuilletage localement homogene F/=FG1XG2 de codimen-
sion d sur M, avec F1ΓλF/=F2, s'identifie a TMιXF'2. II s'ensuit que Γhomo-
morphisme caracteristique Δ* de (Fu F2) peut se calculer en utilisant les homo-
morphismes caracteristiques des feuilletages localement homogenes F[=FG[ et

Exemple 6. Soit (Glf G\) (resp. (G2, G'2)) Γune des paires de groupes de
Lie suivantes: (SLfa+ϊ), S L ( ^ + 1 , l)0), (SL^χ+1), SL(q1+lf 1)), (GL + (^+l),
GL+(^X+1, Do) et (GL^χ+1), G L ( ^ + 1 , 1)) avec ^ 1 (resp. (SL(d+ϊ), SL(d+ί,
Do), (SL(d+l), SL(d+l, D), (GL+(d+l), GL+(d + l, Do) et (GL(d+l), GL(d+l,l))
avec d ^ l ) . Prenons H^G^ΓΛOiq^ et H2=G'2Γ\O(d). Pour / = 1 , 2, considerons
un sous-groupe discret, uniforme et sans torsion ΓidGi. Compte tenu de
ΓExemple 3, on verifie que la classe de Godbillon-Vey

A*lyi®cp®y\®cίd]=(q1+l)*i+Kd+^

du sous-feuilletage localement homegene (Flt F2)=(FGI,IFG2) de codimension (qu

q2)=(qi, qi + d) sur M—Γs^G/H^MιxM2 est un invariant (non nul) de ce sous-
feuilletage, qui n'appartient pas a la sous-algebre de HDR{M) engendree par les
classes caracteristiques des feuilletages de la paire.

Exemple 7. Soit (Gu GΊ)(resρ. (G2, G
r

2)) Γune des paires de groupes de Lie
suivantes : (SC/fo+D, U(qx)) et (ί/(^i+l), UQ)xU{qx)) avec ^ ^ 1 (resp. (Sί/(d+l),
ί/(d)) et (ί/(d + l), J7(l)Xί7(d)) avec d ^ l ) . Prenons ^ = ^ = { 6 } et H2=Γ2={e}.
En vertu'de Γ Exemple 4, la classe caracteristique secondaire

du sous-feuilletage homogene (F2, F2)=(FGl, FG2) de codimension (2βl, 2(^+d))
sur M=GXXG2 est un invariant (non nul) de ce sous-feuilletage, qui n'appartient
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pas a la sous-algebre de HDR(M) engendree par les classes caracteristiques des

feuilletages de la paire.

Exemple 8. Pour tfiϊ^l et d^l, considerons les cas suivants:

i) G1=SO(2q1+l), Gl=SO(2gί)f H^Γ^le], G2=SO(2d + ΐ), G'2=SO(2d) et

ii) G1=SO(2qι+l), G[=SO(2qx), H^Γ^{e)9 G2=SO(2d), G'2=SO(2d-l)

et H2=Γ2={e}.

Compte tenu du Theoreme 6.52 dans [10], il est immediat de voir que le

sous-feuilletage homogene de codimension (2qu 2(qί-\-d)) (resp. (2qlf 2(qι+d)—l))

sur M=SO(2qί+l)xSO(2d+l) (resp. sur M=SO(2q1+ΐ)XSO(2d)) correspondant

au cas i) (resp. au cas ii)) admet des invariants non nuls qui n'appartiennent

pas a la sous-algebre de HDR(M) engendree par les classes caracteristiques des

feuilletages de la paire. De plus, dans le cas i), on a done dim Im J*(Q 2)=

2ccι«i-di+i)/2]# D e m £ m e , dans le cas ii), on obtient dimlm J*(C?2)=2 [ C 3i-d + 1 ) / 2 ] si

q^d et dimlm J*(ζ?8)=2ccd-«i+1)/2]-1 si qx<d.
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