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Sur le développement d'une courbe dans
un espace à connexion projective
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(R eçu , le  15, Décembre, 1949)

I. Soit R  un espace à  connexion projective . rzcai (a, g =o,
1,......  n ; (i=1 „  n )  ; 0) . Considérons un point
x1 de R .  Menons per ce point une courbe C définie per (t)
Prenons sur C  un point xii-dx" voisin de x ' .  Supposons que
x".---9i(0), -1-4 x i = ( h ) .  Posons

ceio"
— 50 •dtx

Soient [A, A„..., An],[A' , A 1 '..., A 7,1 les repères associés respec-
tivement au point x ' et au point x1 -1-4xi. Nous démentrons
d'abord que

A 0 [8:+D18Z. ) 4x1 + —

1  

DiD(A)zhcizIx'+ ......
2!

X
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où ( i) , par exemple, désigne que la déffentiation absolue n'est pas
effectué Pat rapport à  i, et

(2) (Pi,;,"-ik-i

1 m – p + 1  m – p + 2 – a t  m – k – a t– • • • • – a
=  —  E

a2-1 a p – e l

ns–k+1-=a1–••••–ap _ k

bk _ i =1

!
(a, —1)!(a2 -1)!... (ap_ k --1)

1
al  (ai  + a2 ) ....... (a,+a2+•••+ar.,,k)

(k — 1, M , b1 , .......... , bk_1) X
( M - 1 —  a,— ... — ap_k —b,— ... —bk_,) !

x ( a 2 ) i _ 1   
50(aP–k)ik+1

x

x  ic (m – at –  • , •=ap _ k – b i• • • •– b k _ i ) i ,  3

(3) 3/f (1, nt, b„..., b1)— 1  

M —  —  • • • —1, 1-1 • • • m — b,—  —  b,

11 ... ±
— b,— ...—b1_, nt— —b,

+  1   ) 4 _ ( _ 1 ) ,  1+ ( -1 ) 1  
 n t -

1

 b ,
+ 1 + m — b, nt

et puis nous donnons quelque applications de cette formule.
2 .  Nous avons

4.e=1190(1 )1  (0) + 1-
1h2s0( 2 ) i(0) leso(m)i(0)

1 ) 4 9 (1 )a 2 • •V ( 1 ) i P + +
-nt! 

–k -1
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où

(4)

(5) d 'A . _(Dig)Ft +DjD(i)(37.)P2+-.-

o ù  P "e r '''p  est un polynôme des dérivees de 99 juslqu'a l'ordre
m -p+ 1, determiné par la formule de récurrence :

P,!,=50( "''' (m =1 , 2,... )
=  50(1)i it,(1),

• dP-1 v ( m - 1 ) * ( 1 ) i

dt
• ,_50(1)itio (3) i2 . . .  ( 1 ) i p

p dP P  ± I 41.  • p 1 Va) p r  n  p  ±  1  . )
dt

3. Posons
• = . 4 P  +

Il vient alors

F„--- - 0 (m=1, 2,... ) ,

FP"' = 0,

dF —4P P— I
P  = V ("i P F,2:; E (m =p+1,...),dt a - 1

(m=3,...)
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1  m -p + I . m - p + 2 - s i

V,̀ „,•;, - *"P =  E E • • • E
p !  e i - i e.-1

m —1\tm -1 —  s 1)  ( m - 1 —  s , - -  —  s p _ 3
/

)
S2.

x 50( 8 p- 2 )"...so(sp-dia-lio(sp-.-IYa

X- •  •  •  — 8P - 2 ) i  a 500 1 i, — 

ce qui nous donne
p - 2  m - p  m - p - a t  ' a - p - a t - • • • • - a o  .

F 4 1 " . . 1  E  E  E  • .. E
0 = 0  a t= 0  0 2 = 0 ao+.170

d a l  i s o w i p  d a t  f o n i p  1 . . .  d a c i

dr2 dr.

V t n - a - a t - • • • • - a o + i ,

T r i t• • -• ip _ o

d r o + 1  T=1

Celle-ci peut s'écrire
p - 2  m - p + 1

(9) F,,.... « =E  E E  •  •  •  E0=0 s,–, $2=1 so  =1

m -p + 0 -8 1 - • • - • - s ,„ 1
a= 0 (s1 - 1 ) ! ( s2 --1)!.. . (s0 -1)!

1
s, ( s ,  + s 2 ) .. . (s i + s2 + + s . )

x   (s, + s2 + + s .+ a)! 
a!

x  9 001 „ 9 02)i p o

 E  Vdr i vm—St—S_— • • • • —8. —a, '8

d'après la  relation
h  (a+ 1)!  _ (a+ h+ 1)! 

i=0 l! a ! h  ! ( s + 1 ) !

4. Posons

où

(6)

k



r=
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Nous avons d'après (6)
1.Êk   (S+a)! d "  v i i_i, ; ; -; ik

o a! dr

35

±
1—k 1—a k+1 1—a—k+2—by 1—a-2-1,1—••••—b k _ 3
N-1

a=o 1,1=1 1,2=1 bk—`21

( l— a -1 ) !

(S + a ) !
!r2!••• rh --2  ( r -1 ) ! ( a — r 1 — ...-4 _ 2 — r+1)!

X 9( ez)1 250(e2 ) i 3 . . .50( ek.-2 ) f k_,

x
où

q=b,_2+7„

Échangeons l'ordre de sommation de sorte que la sommation
par rapport à  a  veient à  la fin. Posons

Nous avons
(/—a+1) !  (S+a )! 

a=r1+••-• +  k_a+, — 1 (a— 1)! (1 — a —1—h,—...—b k _2)!

(u+S +r,+ ...+ r k _2+r-1)!(1—r,—...—) k _2—r—u)! 
u !(1— c,---C k -2— r— u)!

(S+-r,+...+4_2+7-1)!(b,+•••+b k _2)!m ! 
(l—c,— ...—ck_2-7)!(S +c i +  + ck_2+ r) !

(1—c,— ...—ck-2—r)!

d'aprés la relation
h!t i V — h ) ! ( a - 0 + 1 ) !  (u +a)! ( P — U )  —  •

a - 0 ! (h — u )! (a+19+1—h)!

Nous pouvons donc écrire
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1 -i (S+ a ) !   cr 
1 1 - 0 a! dl"

1  1 - k -Fi 1 - k + 2 - b i
- =  E E

kt. h-, b 2 -1 8 k _ 2 =1

0 k - 2 b k - 2 - " - • • • • - " " k - 3
• • • E

0 r2 "

°
I r - 2 (1)1 + .. .   +  bk-2) 

c=1 b, !...bk _ 2 r, !...rk _ 2 c, !(l —1— c c,— — ck-2)!
m! (In —1— b,— — b k _,— c)!(m —  1—  b,—  —  b k _2)!}

(m—c)!
x  9 (co12 io cco13

X Ii0 ( c ) i 1 40( 1 - c - c i - . . . . - c k - 2 ) 4 k

en posant
r.

Faisons 1'1 = c,— bk_2 dans le coefficient numérique, et effectuons
la sommation par rapport à  14_2 en remarquant que

bk-2

b k - 2 = 1 0

E
ci— bk-2

1 - 2 - 1 ,1 - • • • • - b c i
EE .

Le coefficient numérique s'écrit alors
(b,+ +bk-3)!

b1 !...bk _3! r2 1....rk_2 ! c, ! (l— 1— c— c, —
i m !(m —1— b,— c— cl )! 

(m—c—c,)!
_  m !(m — 1— b,— — c)! 

(m— c)!
m ! (m —1— b,— c,)! 

(m—c1)!

+ (m-1—b1--- 

x
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Effectuons les sommations par rapport  à  b k - 3 , • • • ,  b2 de cette
mainère, et la sommation par rapport  à  rk_.2 en remarquant que

E  •
b i - I

'1 _2= 0

b i= 1

1-3 - c l -  •  •  •  •  - c 1-2 -ci- • • • • -c

= E
c k -2 — k -3 ,1

I -2 - c i - •  •  •  • c k - 2 - 1
E

q_2=0

Nous obtenons alors, en écrivant b„ nouveau à  la place
de c, c1 ,• • •  C k  7

1±,k, (S+a)! 
V 1 -a ,1

"= ° a! dia
1 - k+1 1 - k + 2 - 1 4  Z - 1 - h1 — • k -  2

2 L .  E
k! b t= 1 0,2=1

m! qf  (k —1, m, b„..., bk-i)

x  9(boiiv,o2y2...vok-dik-19("1—. - 6  k -1 )1  k

—  k

La même réduction peut se faire pour

‘ - "(S+a )!  d ak
( 7  = 1 , 2 , —  ,  k-1 ).a-0 a! dia

Portons ces valeurs dans ( 7 ) .  Il vient d'après (2)
h-1

. i P E ( « ' _ ' k " k + 1 . . . . i p - 1 .‘T ; i t )

k = 2  7 = 1

5. Supposons que les r7(a=0, n n )  sont des
fonctions analytique dans le domaine < p. Nous pouvons
prendre un nombre positif M tel que

I D  
< M

 -
dans ce domain. Soient r  un nombre positif moindre que p ,  et r,

r„ une suite de nombres tels que
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p > ri > Y2 > >  >  >  r .
Il Vient alors

I A D87„) I <  M   + (n+ 1)M 2 < M ( 1  + (n +1)M)

dans le domaire lEl — xil< r„ En général.

D/p tip _i „ I <M(1  + (n+1)M )" -
1+  ( n  + 1 )  MY

dans le domaine < r.
Supposon ensuite que C est une courbe analytique de sort que

ic i ( 0 )  < N ,c !  N  

les nombres positifs N , s étant choisis convenablement.
Nous avons ainsi

I <  n i ! N P
P ! < m !  ( m )P  s ' P  sm

;
'ik+ 1**••?»1 < r n !   ( M N P

k !  P ) s ' n
et, par suite,

IF,f,'"'»  < 2 11,
 7V ( m

p )(fr-1)2k

< 2m!  On\ 2k-1  N P

k = 2  ( k - 1 ) !  P sm

<  2m ! ( m ) e 2  N P  < 1 8 m  T (
i

P

n
)  

N
"

P r • '

I < 19m ! (7) )

(8) Ih  I - (ID,8 7,0P41 + ..... + A . ... D", )8 )P,f,i. . . .1 . I )nt!

< 19 (Ih
s.IY j i (7 )( + (n +1)MN)"

<19 i 1hi (1+ N +(n +1 )M N )r
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6. Portant les valeurs des deriveés de A . donneés par (4)
dans l'équation

'AA :,=A a +
d A

ah+ ...... + 1 d   + ........
d l m ! d r

nous obtenons

h+ -

1 !
D ia.)40 " ) i

1,2
+.=.(D A 'OE)50(2) '+D i D( „87,,) v (i) iv(i)i

2!

hm+ — ( D i o c(
1.01',f, + ... +D , ...D  • aa(4) (a)

m !

Si l'on regard l'expression dans le crochet [ comme une
série double, la série horizontalale est absolutement convergente
d'après (8) lorsque

I <
1+ -

1 +  ( n + 1 ) M N

Il en est donc de même pour la série varticale. Nous obtnons
ainsi l'équation (I), en tenant compte de la relation

p  k-1
= kE= 0  ,E= 1  7D1p p1p _ 1)• • •D(ik + i )A i k _i )• • • D ( i ,  + 1 )

DO ,)(i ,)•D ci „ _,)• • • D (ii)(3 .)

x •ik-1;1k11k+1...•11, •

7. Suppons maintenant que la courbe C(V=i0 1(t) ( 0  t
T )) est une courbe fermée telle que vi(0) =io" ) (T) - = e ,  Il en

est alors ainsi pour la courbe

r: e i= x i+  (v (i) (t) —ec")
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independanment de la valeur du paramètre A. Pour une valeur
assez petite de A i ,  le repère associe au point x‘ + 2(soi(t) —x') est
donné par

(9) A'oe= itl„[8:+ 2D  tI +   2 .  D  D  a '  1 xi +J ( i )  ( 0 )

+ A j
m=

,
3 nt;

et celui associe au point de retour est donné par une prolongement
analytique.

En particuler, si la fonction 9 ( 0  peut être développée en
série suivant les puissances entières de t  dans l'intervalle Itl <s
(s > ln, on a le repère associé au point de retour en posant
1=T et: par suite, 4 x1 =-0 dans (9 ) pour une courbe r  telle que
IAI < 8 ,

1
N '+ (n 4-1)MN

C'est-à-dire que nous avons

(10) A 0[8 : DP 8 :(p )] ,
p=2

où
p -1 p

(P ) = E  E  7 T
" 'A , D

2re= p + 1  T=1 k-s +1 In 1. "
_1 •i p -  .2, .  • (•,4.1)

k 7 ( i .doip )D (i t _ i )• • • D o ,) 8 . )

X  0 " . •  • .i k-1 ;  i p

8. Des équations (1) et (10) nous pouvons déduire aisément
des theorémes fondamentaux concernant l'espace  à  connexion
projective.

Nous démontrons, par exemple, que si toute courbe formée
de R  est développe& en courbe formée, l'espace R  est équivalent
à un  espace projectif.

Dans ce cas d'après (10) il faut que

(2) =0, 61(3) =0 (h= 1, n) .

En égalant à  zero le coefficient de v ( i) vio") °, dans la prémière
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équation, et les coefficients de
seconde équation, nous obtenons

(11) R t,=

DlIV0)(i) + Dkle'6), ) ( i ) = 0,

+ 0

(2)pso (1)r ,  59 (1)pr  (2) q50 (2),
1

dans la

et, par suite,

(12) R =O.

On en tire au moyen de l'identité de Bianchi,

(13) eik= 0 (h, i, j, k =1, n).

Si n> 2, en faisant l'usage encore de l'identité de Bianchi on
obtient

(14) O.

Lorsque n = 2, les équations (11 ) , (12 ), (13 ) peuvent être
vérifiées sans que l'équation (14) soit vérifiée. Cela arrive pour
la connexion normale. Dans ce cas on tire (14) de et (4) =0, en
remarquant que

qr (h ,  m, 1, , 1) —  hh  1)1 
m!

(h, m , b„ , b h ) T.  (h-1, m—b„ b2 ,..., bh) —T. (h-1, m, b2,. • • , bh),
en particuler,

F (h, m, 2, 1,..., 1) = 13. (h-1, m -2 , 1,..., 1) —V (h -1 , m ,1,...,1)

h !(m — 2 — h)!(2m-- h -1 )  
m !

(h +1)!(m — 2 — h)! 2, 1,..., 1) — 31i' (h, m ,1,...,1)— •2 2m!
9 .  Nous démontrons ensuite que s'il existe, à tout point de

R , un espace projectif osculateur qui à un contact du quatrième
ordre, et si n > 2, l'espace R  doit être équivant à un espace
projectif.

Le second membre de l'équation ( 1 )  se consiste de deux
parties, la prémière partie se détermine par la donnation du point

+ 4 4  tandis que la deuxième partie depend de la courbe C
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joignant les points x', xs+4.xi. Pour qu'il existe un espace projectif
qui b un contact du quatrième ordre, il faut et il suffit que
lorsqu'on exprime au moyen de (1) les coordonnées non homogènes
de l'image du point x+ 4x°, rapportée au repère [A , A„..., A ],  en
série suivant les pflissances entiéres de h ,  lés termes dependant
la courbe C, jusqu'à quatrième ordre, soient nulles. De la même
maniére que n° précédent on deduit les équations (11), (12), (13)
pour cette condition.

Par ce raisonnement on peut démontrer que si un espace R
b connexion projective mormale, et à  deux dimensions admet un
espace projectif osculateur qui a un contact du cinquième ordre,
l'ftace  R  est équivalent a un espace projectif.

10. Nous démentrons enfin que si les transformations du
groupe d'holonomie laisse fixe un hyperplan 7r, la connexion donnée
est équivalent à  une connexion affine.

Soit x° un point quelconque de R ,  envisageons une courbe
formée 7  partant du point x°, et y retournant. Développons-la en
associant au point du départ un repère [A , A„..., A n ] dont les
sommets A„..., A„ se trouvent dans l'hyperplan 7r.

Si les transformations du groupe d'holonomie laisse fixe l'hyper-
plan 7r, les points A i(i ---=1,... , n) définis par (10) se trouvent dans
hyperplans r  independamment des valeurs de À. Nous avons donc

) = 0  (h = 1 ,...,n  ; P = 2 , 3,...).

Par le raisonnement du n° 8, on tire de mi, (2) =0, &(3) =0

D I R 2 j k
=  0, n i — 0

(0=0, n ; h, i, j, k=1,..., n),

d'où

ri?R'hi k= 0.

Donc si la matrice

\R;,k)

est du rang n au point x i et, par suite, dans le voisinage de ce
point, les [ (h, 1=1,..., n) s'anullent dans ce domaine.

Au cas où les r hil ne sont pas tous nuls nous pouvons déduire
dé en(p) =0 (P=2, 3,...)
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D ip , _ D i i e. i h = o (s=o, 1,—)
C'est-à-dire que le rang de la matrice

( R Lw  . .  Dkj p , , . . . D h i Rle j ...

`R:i j ... D h ,D ,,,_ ,...D ,,R l i ...

est égal à celui de la matrice qu'on obtient en la bordant avec la
ligne

Nous voyons ainsi que la connexion donné est équivalente
une connexion affine."

1) J. Kanitani Tensor, 1941, No. 5 p. 1


