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D ie vorliegende A rbeit ist die Fortsetzung m eines vorigen
Mitteilung mit demselben Titel'.

Satz  X I. E s se ien  4, und 4 , die beiden Simplizialzerlegungen
einer orientierbaren offenen Fläche B,' bez. B ' sei die B,-Gruppe
b e i  d e r  Simplizialzerlegung 4, b e z . 4 2 ,  s o  besteht e i n  Isomor-
phismus zwischen B ; und /3;'.

Bew eis. W ir können aus 4  durch in terne Transformationen
zu 4 , übergehen. W ir können nämlich eine gemeinsame Untertei-
lung von 4 , und 4 , haben oder e ine dritte  Simplizialzerlegung
nehmen derart, dass sowohl 4 , u n d  4„ a ls  a u c h  4 ,  u n d  4 . eine
gemeinsame Unterteilung haben.

W enn 4 , und 4, eine gemeinsame Unterteilung haben, so ist
13; offenbar isomorph mit B7.

W en n  w ir d ie  B,-Gruppe b e i d e r  simplizialzerlegung 4  m i t
B ;" bezeichnen, dann ist B', m it B ;" isomorph und ebenso ist 13;'
mit B "  isomorph. Daher müssen B,' und B ' miteinander isomorph
sein. W .  z. b . w.

B em erkung. b; sei ein Element von B ; und b," sei das durch
das obige Isomorphismus dem I); entsprechende Element von B7.
W enn L , ein zu b; gehörender Zyklus und L . ein zu b;' gehörender
Zyklus ist, und w enn L , und L , zueinander punktfremd sind, so
bildet nach  dem  Hilfssatze des Satzes IX  L , +L , die Begrenzung
einer kompakten Menge auf (3.

Im folgenden werden wir b; und V  mit einem und demselben
Buchstaben schreiben.

Satz  X II. E s sei e ine orientierbare offene Fläche (3 gegeben.
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Wenn die • B,-Gruppe ein von Null verschiedenes Element hat, so.
hat sie eine Basis von der Art, dass, wenn wir beliebige endlich
viele Elemente b„ b„,•-•, b„ von der Basis ausw ählen, w ir ein zu
b, gehörendes einfach-geschlossenes Polygon P. de ra rt konstruieren ,

können, dass P„ P „  zueinander punktfremd sind.
B ew eis. E s se i 4, die vorgelegte simplizialzerlegung von IS.

'.)[ sei ein 2-dimensionales Simplex von 0 .  Wir konstruieren eine
berandete Fläche V , auf IS  derart, dass d ie  f o lg e n d e n  Bedin-
gungen erfüllt.

1. Vi  enthält alle  m it ;)( die gemeinsamen Punkte enthalten-
den 2-dimensionalen Simplexe von 4 1 .

2. Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von T, mit
R, n ) besteh t aus den  1-dimensionalen
Simplexen von sukzessiven baryzentrischen Unterteilungen von

3 .  R;(i=1, 2,•••, n ) ist ein Schnitt von 0  und nicht homolog
Null.

n ) bestimmt auf 0  genau die beiden Gebiete 0 ,
u n d  N . W ir  können ohne Beschränkung der Allgemeinheit an-
nehmen, dass V, mit 63, keine Punkte gem ein hat. W ir konstruie-
ren auf 6,+ R; eine berandete Fläche 2 ; derart, dass 2, die folgen-
den Bedingungen erfüllt.

1. Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von 2 , mit
121,,•••, RL. 2,•••, ns)  hat m it einem  m it V , die

gemeinsame Punkte enthaltenden 2-dimensionalen Simplexe von
keine Punkte gemeinsam.

2. R .;,1 b e s te h t a u s  d e n  1-dimensionalen Simplexen von den
sukzessiven baryZentrischen Unterteilungen von 4.

W ir bezeichnen VI+ 2, + + •• • + ?,„ w it V ,. D a s  o b ig e  Ver-
fahren wiederholen wir, so bekommen wir die sogennante appro-
ximierende Folge 1s.V. von 0 .

Wir stellen nun die folgenden Tabellen her.

R 1, ( 1?;,)
RI,- • • (I??'„,) 1?1 R1.2 . • • ( M ) )

—(1)
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al d, (4 ) ■
af , 4 •••(2 ,j .) 4, aL• - • (4,, n )ail ar, • - (a7„)

—(2)

Dabei bedeutet aii k  das den  Rij ,  enthaltende Element von B.
Wir wollen zunächst zeigen, dass die endlich viele, mit keine

Klammern, Elemente aus (2 ) linear unabhängig  sind . Angenom-
m e n  in  d e r  T a t, d a ss  c„ c „  die E lem ente m it keine Klam-
m ern a u s  (2 )  s in d , u n d  d a ss  c„ c„•••, c „ linear abhängig sind.
Dann entsteht die Cleichung i, ,c1 +22c,+---+A r c,„ wo A„ 2 • • • , A„ die
ganze Zahle 0  oder 1 bedeuten, die nicht säm tlich gleich 0 sind.
Daher können wir von Anfang an annehmen, dass jede  2,
•••, p ) nicht gleich 0 ist.

W ir wählen aus c ,(i=1 , 2,•••, p) ein zu c, gehörendes einfach-
geschlossenes Polygon S , .  W ir können dabei als S, das in Tabelle
(1) geschriebene einfach-geschlossene Polygon nehm en. S,+,5 2 -1-
• • • +S» bildet dann den Rand einer 2-dimensionalen Kette a.

c , se i das E lem ent von  der A rt, dass un ter c„ c 2 ,•••c„ das c,
in niedrigste Zeile in Tabelle (2 ) liegt. W ir können annehm en,
dass c = a 1 is t ,  d a  a n d e r n f a lls  w ir  g a n z  ähnliches Verfahren
nehmen können.

D a  Rl i (i=1, 2,• ••,  n 1)  ein Schnitt von is t , s o  bestmmt 1?;,
auf 63, genau die beiden G ebiete ',DZ, und 1 J : .  2 ,  hat m it einem
von den beiden 9i1i  und 9J , etwa mit 9J1,, keine Punkte gemeinsam.

N un  m uss a  m it 93ti  keine Punkte gemeinsam haben. Denn,
w en n  a  m it 931, einen Punkt gem ein hat, so m uss a ganz 931, en-
thalten, d a  u n te r  c,, •, c,, das c , ( = a )  in niedrigste Zeile in
(2) lie g t. D ie s  is t a b e r  e in  Widerspruch mit der Tatsache, dass
a eine kompakte Menge ist.

D araus, dass a  m it 9)1, keine Punkte gemeinsam hat, und da
R I, in  dem  R and von a  en thalten  ist, m uss a  ganz .2, enthalten.
Anderseits, da der Rand von a m it li'L, ,  keine Punkte gemein hat,
m uss a  ganz  931„,  en tha lten . D ies  is t ab e r unmöglich, da e i n e
kompakte M enge ist. Also müssen c„ c„•••, cr  keineineswegs linear
abhängig sein.
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W ir wollen zweitens zeigen, dass jedes Elem ent von B,
lineare Kombination von den endlich vielen Elementen mit keine
Klammern aus der Tabelle (2 ) darstellen lässt.

Jedes Elem ent m it K lam m ern von der Tabelle (2 ) m uss zu-
nächst eine lineare Kombination von den endlich vielen Elementen
m it keine K lam m ern von (2 ) se in . D a a l +d2-1-••• + a = 0  ist, so
is t  fü r  c l ! ,  die Behauptung richtig. Durch die mathematische In-
duktion können wir beweisen, dass die Behauptung im allgemeinen
richtig ist.

Es sei d irgendein Element von B„ und D sei ein zu d gehörendes
einfach-geschlossenes Polygon von der Art, dass D aus den 1-di-
mensionalen Simplexen von den sukzessiven baryzentrischen Un-
terteilungen von 4, b esteh t. F ü r genügend grosse Nummer n ist
D in  13„ enthalten und zwar, dass D mit dem Rande von 1„ keine
Punkte gem ein hat. D  bestimmt auf 1.z„ die zwei berandeten Flä-
chen und W enn w ir die Komponenten des Randes von
m it D, T,, T2,••., 7', bezeichnen, so ist D+T,+  T0 +  •  •  •  +  T ,- 0. c,,
sei das Element von B„ zu dem  T, gehört. D  c „  in der Tabelle
(2 ) geschrieben ist, so  ist d  eine lineare Kombination von den
Elementen mit keine Klammern aus (2). W . z. b . w.

Setz X III. E s se ien  J, und die beiden voneinander verschie-
denen unabhängigen Simplizialzerlegungen einer - orientierbaren
offenen F lä c h e  6 . b, ( b, (--70) und  b, (--'70) seien die drei
voneinander verschiedenen Elemente von B,-Gruppe v o n  6 ,  und
P„ P, und P, seien d ie  z u  b„ b, u n d  b„ gehörenden, zueinander
punktfremden, einfach-geschlossenen Polygone von der Art, dass
P„ P, und P, aus den 1-dimensionalen Simplexen von einer Unter-
teilung von J, b e s te h e n . 01, Q ,  und Q .  seien die zu 61 , b, und bi
gehörenden, zueinander punktfremden, einfach-geschlossenen Poly-
g o n e  v o n  d e r  A rt, d a ss  6 2 1 , Q 2  u n d  Q, aus den 1-dimensionalen
Simplexen von einer Unterteilung .1, von J., bestehen.

W enn P, und P, durch P, getrennt sind, so müssen Q, und Q,
durch  0 1 getrennt sein.

B ew eis. P., bestim m t auf 63 die beiden Gebiete n, und 93 2.
Eines von den beiden Gebieten a ll, u n d  In , e tw a  n, enthält P,
und das andere 931., enthält P .  A ngenom m en nun, dass Q, und Q,
durch Q, nicht getrennt' sind. Q , bestim m t auf 6  die beiden
Gebiete 9Z, und 9/2 . U nter der A nnahm e, dass Q, und Q, durch
Q, nicht getrennt sind, müssen Q, und Q, in demselben Gebiete
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von den beiden VI, und 9 ,  etw a in  9/, enthalten sein.
W ir konstruieren eine berandete Fläche 0 auf 91,+ Q2 derart,

dass 0  die folgenden Bedingungen erfüllt.
1. Der Rand von enthält Q.
2. W en n  de r Durchchnitt V il(P+P2 +P .,+Q i+Q 2 +Q ) nicht

leer ist, so  ist 91,(P i P,+ P3+ Q,+ Q2+Q) im  In n e rn  v o n  0  en-
thalten.

3. W ir bezeichnen die Komponenten des Randes von 0  mit
(22) 7 '1, T „ .  Jedes T 1 (i=1, n )  is t e in  S chn itt von  6 .
und nicht homolog N ull. Jedes T , besteht aus den 1-dimensiona-
len Simplexen von einer Unterteilung 4, von

T ,+ T 2 +•••+Tn+ P 2  bildet die  Begrenzung einer kom pakten
Menge 2  a u f  0 .  Jede Summe (mod. 2 ) des echten Teilsystems
von (T i , T 2 ,•••, T„) kann nicht homolog Null sein. Daher muss 2
ein abgeschlossenes Gebiet sein, und damit müssen je zwei von
T „  T 2 ,•••, T„ nicht durch P  getrennt sein.

Nun bestimmt jedes T,(1=1, 2,•••, n ) auf 03 genau die beiden
Gebiete u n d  E i n e s  v o n  d e n  beiden und e t w a  m u s s
in  9/, enthalten sein.

Alle müssen in demselben Gebiet von den beiden
9J1, und 9//2 , etw a in  9J1, enthalten sein, da je zwei von T„ T2,•••,
T„ nicht durch P2 g e tre n n t s in d . D a n n  m u ss  (91,+ Q2) (93Z2+ P2)
eine kom pakte M enge oder leer sein, da (9/, + a2)(W12±P2) eine
Teilmenge von 0  sein muss.

Q„ bestimmt auf S genau die beiden Gebiete und ,R2 . Eines
von den beiden und .q2 , etwa m uss in 91, enthalten sein.

Wir konstruieren zweitens eine berandete Fläche 2( auf ft,+ g,
derart, dass 'A die folgenden Bedingdngen erfüllt.

1. Der Rand von enthält
2. Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von U mit
S,, S 2  S .  S,+S2+ ••• +S, hat dann  m it P,+P2+P,+Q ,+  Q2 +

Q, keine Punkte gemeinsam.
Jedes S (i= 1 , s ) ist ein Schnitt von (s3 und nicht homolog

N u ll. Jed es S , b esteh t au s  d en  1-dimensionalen Simplexen von
einer Unterteilung von 44 .

S +  S2+ • • • + +  P., bildet dann die Begrenzung einer kompak-
ten Menge a u f  03. ( + Q.) — t m uss in  931, enthalten sein, da
(911+ (22) (9JZ2 + P2) eine kom pakte  M enge oder leer ist. Jedes S.
hat aber m it P 2 keine Punkte gemeinsam, so muss jedes S. in 93 ,
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enthalten sein.
9J12 wird nun durch P, in die beiden Gebiete 0, und 13., zerlegt,

und eines von den beiden 63, und 0,, etwa 0, hat als Begrenzung
die Menge Pc + Pi , und das andere 6, hat als Begrenzung die Menge
P . D a  so w o h l b 2  a ls  auch  b i  nicht gleich 0 ist, und  da  b2 u n d  b i

voneinander verschieden sind, so muss sowohl 6 1 P 2 + P, als auch
+ P3 nicht eine kompakte Menge sein.

Anderseits muss eines von beiden 631 + P 2  + P, und (532 + P 3 in  ,R
enthalten sein, da P i  in  d e r  Begrenzung von e n th a lte n  is t ,  u n d
da jedes S , in  9irt, en tha lten  ist. D ies ist aber unm öglich , da  ,R
eine kompakte Menge sein muss.

Also kommen wir unter der Annahme, dass P ,  und P , durch
P. getrennt sind und aber Q, und Q i  durch Q2 nicht getrennt sind,
zu einem Widerspruch.  W .  z. b. w.

Satz  X IV . E s se i 4, eine vorgelegte Simplizialzerlegung eine
orientierbaren offenen Fläche O . E s  s e ie n  b„ b„ die von 0
verschiedenen Elemente von B,-Gruppe von  03, u n d  P„ P„
seien die zu b„ b„, •••, by , gehörenden einfach-geschlossenen Polygone
v o n  d e r  A r t, d a ss  P 1 ( i= 1 ,  2,•••, n )  die folgenden Bedingungen
erfüllt.

1. 2,•••, n )  besteht aus den 1-dimensionalen Simplexen
einer Unterteilung d o  von 4„

2. Je zwei von P„ P 2 ,• • haden keine Punkte gemeinsam.
Es sei d i  irgendeinel Simplizialzerlegung von 63. Q1, Q2,•••, Qi

(1 < n ) se ien  d ie  zu  b „  b 2 , •• • , k  gehörenden einfach-geschlossenen
Polygone von der Art, dass Qi (j=1, 2,•••, 0  aus den 1-dimensiona-
len Simplexen von einer Unterteilung d ,  von d i  besteht, und dass
je zwei von Q . Q 2 , • • . ,  Q i  keine Punkte gemein haben. Dann kön-
nen w ir ein zu i+ 2,•••, n ) gehörendes einfach-geschlos-
senes Polygon Q . ; derart konstruieren, dass Q , a u s  d e n  1-dimen-
sionalen Simplexen von einer Unterteilung 45 vo n  d ,  besteht, und
•dass je  zw ei von Q„ Q2, • ,  Q . keine Punkte gemein haben.

Beweis. Wir unterscheiden die folgenden zwei Fälle.
1 . Fall. j e  zw ei von  P „  P „ ,••• , P „  seien nicht durch das

dritte von P „  P 2 ,•••, P„ getrennt und P,+ P,+ • • • + P  sei niche null-

1. da mag mit d, identisch sein.
2. Wenn P, +P2 +  •  •  •  +  P --- 0 ist, so muss (P I , P 2  ,  •  •  ,  Pn + i) durch  (P I, P 2  • • , Pn)

ersetzt werden.
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homolog. Wir können in diesem Falle ein zu b,+b,+ •-• +b„(=bn+i)
gehörendes einfach-geschlossenes Polygon Pn , derart konstruieren,
dass Pn +, aus den 1-dimensionalen Simplexen von einer Untertei-
lung von 42 besteht, und dass P .,  mit P1 +P2 +  + Pn  keine Punkte
gemein hat. Dann bildet P1 +P2 + ••• +Pn den Rand einer beran-
deten Fläche a auf 6. Da jedes Pj (j=1, 2,•••, n )  ein Schnitt von
0 ist, so muss auch P„,, ein Schnitt von 0 sein. Daher bestimmt
jedes Pi (j=1, 2,•••, n +1) auf genau die beiden Gebiete 92 und 91'5,
und eines von den beiden 91 i  und 92:1, etwa 9/3 hat mit a keine
Punkte' gemeinsam.

Wir konstruieren ein zu bj (j=i+1,•--, n +1 ) gehörendes einfach-
geschlossenes Polygon Qj  derart, dass Qj  aus den 1-dimensionalen
Simplexen von einer Unterteilung 4, von 4 besteht. Q ; (1=1, 2,
•••, n+1) bestimmt auf 6 genau die beiden Gebiete 93? ;  und 9.%.

Wenn 91, in einem von den beiden 5JJ J und 916 enthalten ist,
so können wir ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen,
dass 91, in 9)1j  enthalten ist.

Wenn 91, sowohl mit 93 -1, als auch mit Tri  einen Punkt gemein
hat, so enthält 91i  die Punkte von 0 j . Wir konstruieren dann eine
berandete Fläche 13, auf T j + Pi derart, dass die folgenden Bedin-
gungen erfüllt.

1. Der Rand von V, enthält P.
2. 91j .Qj  ist im Innern von 13, enthalten.
3 .  Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von 4_; i  mit

P j , Sj,, S .  Jedes Si(k=1, 2,•••, n j )  ist ein Schnitt yen 0 und
nicht homolog Null. Jedes S f, besteht aus den 1-dimensionalen
Simplexen von einer Unterteilung von 42 .

Nach der Bemerkung des Satzes XI bildet Sf - i-  ••• +S ;,i+Q j

die Begrenzung einer kompakten Menge auf 0. Anderseits ist
jede Summe (mod. 2) des echten Teilsystems von  (Sf, S e , , )
nicht homolog Null. Daher können je zwei von St, .5,•••, Sf,, nicht
durch Qj  getrennt sein.

(91j + P f ) —$, wird in die n j  Gebiete V, V a ;  z e r l e g t .  V
ist in einem von den beiden 931, und N ,  etwa in 931j , enthalten.
Dann muss V(k=1, n ) auch in 9311 enthalten sein. Denn je
zwei von St, .5 , ist nicht durch (2, getrennt. Daher ist der
Durchschnitt (91j +P ; )(9.%+Q i )  eine kompakte Menge oder eine
leere Menge. Ebenfalls ist der Durchschnitt (91+P,) (931j + Q.1)
eine kompakte Menge oder eine leere Menge.
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Wir konstruieren eine berandete Fläche tA i  auf n j -F Q j(j= i - 1-
1, i+ n +1 )  derart, dass tAj  die folgenden Bedingungen erfüllt.

1. Der Rand von 1E enthält Q.
2. Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von -,̀ ; mit

Qj , 7 71, n ••• , T 5. T I+T i2 + •-• +71 i  hat mit Qi+ Q 2  +  •  + +Pi
+Po+ ••• +P„,., keine Punkte gemeinsam. Wenn 93.1j (Q1 +Q 1 + •-• +
Q..i+P+P.,+•••+P,,_,) nicht leer ist, so ist 9)1j(Q1+Q2+ •- •Q n +,+P,
+ P,+ ••• +P,,,) in 5.11.1 enthalten.

3. Jedes T (k = 1 , 2 ,••• , n j )  ist ein Schnitt von 6  und nicht
homolog Null. Jedes T i besteht aus den 1-dimensionalen Sirnplexen
von einer Unterteilung von

Da (9 6+ P5 )(9i/ j + Q j ) ( i = 1 ,  2,-••, n +1 )  eine kompakte Menge
oder leer ist, so muss jedes T 3(k =1, 2,- ••, nj )  in 91.1 enthalten sein.
Anderseits, da je zwei von 91j (j= 1 , 2 ,•••, n +1 )  zueinander punkt-

ni

fremd sind, so können je zwei von 72, •••, n+1) keine7-1
Punkte gemein haben.

Da Q i - r + r , + • • • + n  ist, so ist Q,+ Q2 + • • • + Q +  ( r + r ;
+• - •+r, j ) - 0 .  Je zwei von Q„ Q,,•--, Q 1 ,  r ( k = 1 , n j ) ( j= i
+1,•••, n+1)sind nun keineswegs durch das dritte von Q1, Q2,•• •,
Q„ T,j, getrennt. Angenommen in der Tat, dass 7';', und P„, durch
Q, getrennt sind. r  sei in 9N, und r„, sei in V ; enthalten. T,j,
bestimmt auf 6  genau die beiden Gebiete 2 , und 2 2 , und eines von
den beiden 2 , und 2„  etwa 2 , ist in T . ; enthalten. 2 , enthält keine

n n+1
Punkte von /1  P i +  j Q j ,  so muss 2 , wie 7- ?! in M , enthalten sein.

j =,
Aber 91.  ist in 6 -  (91, - -9 t;  - enthalten, da 9 und 91, zueinan-
punktlrem d sind, so muss 2 , in 9 enthalten sein. Dies ist aber
ein Widerspruch, da OM-FPO (911,'+62 1 )  eine kom pakte Menge oder
leer ist.

Angenommen zweitens, dass Q, und Q2 durch r ,  getrennt ist.
TZ bestimmt auf 6  genau die beiden Gebiete 2 , und 2 ,  und eines
von den beiden 2 , und 2 2 ,  etwa 2 , ist in T .; enthalten.

Wir können ohne Einschränkung der Allgemeinheit, dass Q, in
2 , enthalten ist. Wenn dabei 9312 in 9/j  enthalten ist, so muss 9J1,
das d am it au ch  d as  91, enthalten. Dies ist aber ein Wider-
sp ru ch , da 91, in  92,', enthalten ist und (fft,,+6)2 ) (9Z +P2) eine
kom pakte Menge oder leer ist.

Wenn 93/2 in 92j  en tha lten  ist, so muss M.; das Vi  enthalten.
Dies ist aber ein Widerspruch, da VI; das 9 enthält und (T1-i-Q2)
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(912+P5) eine kompakte Menge oder leer ist.
Also sind je zwei von Q„ Q„•••, Q . , T (k = 1 ,  2,•-•, nj ) ( j = i +

1,•••, n +1) keineswegs durch das dritte getrennt. Daher bildet Q,+
n+1

Q 2 +  •  •  •  +  Qi+ E ( r +  r +  • • • +  To den Rand einer berandeten Fläche
J=i+i

Wir können im Innern von ein einfach-geschlossenes Polygon
Q ,1  derart konstruieren, dass q + 1—T1 1 + T 1 +•-•+7 ,+i +

1
1 ist, und

dass 62+1 aus den 1-dimensionalen Simplexen von einer Untertei-
lung von d, besteht. Q41 bestimmt auf genau die beiden Gebiete

und 1 und bez. hat als Rand Q 4 ,+ T + 1 + T '+ • • • +
n+1

bez. (2,-1- Q2+ • • • +  Qi + T +  • . .+ Z .) •• i+ I j= i+ 2

Auf diese Weise konstruieren wir die zu b1+1, bi+2,•••, b„+, gehö-
renden q+1, V+2,•••, Q , derart, dass je zwei von Q„ Q,,
Q ,...., Q + ,  keine Punkte gemein haben.

2. Fall. Mindestens zwei von P„ P,,•••, P„ seien durch das
dritte getrennt. Wir bezeichnen die durch das P 1 + P 2 + •••+ P  auf
63 bestimmten Gebiete mit 6„ 63g. P i + ,  ist dann in einem
von 6„ Oig, etwa in 6 , enthalten. Wir nehmen an, dass Os ,.
als Begrenzung die Menge P 1 + P 2 + • • • +  Pi (j—<i) hat. Q, + Q,+ • ••
+ Q2 bestimmt dann nach dem Satze XIII auf die Gebiete ft,,
ft2,—, all, und eines von ftg, etwa ft, hat als Begrenzung
die Menge Q,+ Q 2 +  • Q . Hierbei unterscheiden wir die fologen-
den zwei Fälle.

Fall A. Je zwei von P „  P 2 ,•••, Pj ,  P 1 ,.1 seien niemals durch
das dritte von P,, P2,--•, P 3 , P 1 getrennt. Wir können1 wie im 1.
F a lle  ein zu g e h ö r e n d e s  einfach-geschlossenes Polygon Q i r l

derart konstruieren, dass Qi+, mit Q,+ 62,2+ •-• +Q i  keine Punkte
gemein hat, und dass Q ,, aus den 1-dimensionalen Simplexen von
einer Unterteilung von 4  besteht. Da je zwei von Q„ Q,,•••, Q„
• nicht durch das dritte getrennt sind, so muss Qi+1 in ft, en-
thalten sein. Daher hat Qi+, mit Q 1 + Q 2 +•-•+621 keine Punkte
gemeinsam.

Fall B. Mindestens zwei von P1, P 2/
...

, Pi+i seien durch
das dritte getrennt. In diesem Falle müssen mindestens zwei von
PI, P2,•••, P i  durch P1+1 getrennt sein. Daher wird St, durch Pi+,
in die beiden Gebiete 931I und WI, zerlegt, und fft, bez. h a t  als,

1.Vgl. den Beweis des Satzes VI.
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Begrenzung etw a die M enge P1i.1+P1 + P 2 +•-•+P,,(p < j) bez. P+1
+Pp+1+ P P+2 + • • • 4- P j .  W enn eines von den beiden Pi+i+P,+P2

• • • + P  und P i ,+P„,+  ••• +Pi  homolog Null ist, so können wir ein
einfach-geschlossenes Polygon Q ,, auf St, konstruieren.

Wenn sowohl Pi+,+P, + • • • + Pp  als auch Pi + , + P r +, + • +P I nicht
homolog Null ist, so können wir die einfach-geschlossenen Polygone
L , u n d  L ,  derart konstruieren, dass L , m it P,1+ P 1 + ••• +Pp und
L 2 m it  P i + , + P , +  +P I homolog ist und L, m it Pi+i + + ••• +Pp
und L0 mit Pi+t+P,,+,+ ••• +P i  keine Punkte gemein hat, und dass
L , und L, aus d en  1-dimensionalen Simplexen von einer Untertei-
lung von 4 .. Li + L2+ PI+ P 2 +  •  +  P j bildet den Rand einer beran-
deten Fläche 8 .

Nach dem 1. Falle können wir ein mit L, homologes einfach-
geschlossenes P o ly g o n  L  u n d  e in  m it L 2  homologes einfach-ges-
chlossenes Polygon L derart konstruieren, dass je zwei von .1,,
Q,, Q2, • • • , Q i  keine Punkte gemein haben, und dass sowohl L ; als
auch L4, aus den 1-dimensionalen Simplexen von einer Unterteilung
v o n  J . D a  n a c h  d e m  Satze XIII je zwei von Qi, Q2,•••, Q,, L ,
•durch das dritte nicht getrennt sind, so bildet Q,+ Q2+ — • +Qi+
±L ; den Rand einer berandeten Fläche 2.

W ir  können im  In n e rn  v o n  2  e in  m it  Q, + Q2+ ••• +Qr+L;
homologes einfach-geschlossenes Polygon Qi+, konstruieren derart,
{lass Qi+1 aus den 1-dimensionalen Simplexen von einer Unterteilung
von 1,  b e s te h t. Q ,, gehört offenbar zu bi + ,  u n d  h a t m it Q1 +Q 2

+ ••• +Qi keine Punkte gemeinsam, da Q i + ,  in St, enthalten ist.
Auf diese •Weise können wir 0 a +1, Qi+2, • • • Q n  konstruieren.

W . z. b. w.
Definition : Es sei eine Simplizialzerlegung v o n  a  b„b„••-,

•b„ (sämtlich (1) seien die voneinander verschiedenen Elemente
von B1-Gruppe von 65. W enn wir ein zu b,(i=1, 2, •••, n ) gehören-
des einfach-geschlossenes Polygon 2,•-•, n )  d e ra rt kon-
struieren können, dass Pi  au s d en  1-dimensionalen Simplexen von
e iner Unterteilung von 4, besteh t und  je  zwei von Pi, P2.•••,
keine Punkte gemein haben, so sagen wir, dass die Elemente b„

b„ miteinander keine Punkte gemein haben.
Aus dem Satze XIII und der obigen Definition können wir die

folgende Definition einführen.
Definition : 0) , b2 ( k 0 ) und 0 ) seien die voneinander

verschiedenen, zueinander punktfremden Elonente von B, von O.
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Po und P., seien die zu b1 , b 2 und b , gehörenden, zueinander
punktfremden, einfach-geschlossenen Polygone. Wenn P, und P,
durch P., getrennt sind, so sagen wir, dass b , und b, durch b,
getrennt sind.

Satz XV. Es seien 4 und 42 die beiden voneinander unabhän-
gigenl Simplizialzerlegungen einer orien Lierbaren offenen Fläche
b1 (---, 0 )  und b0(ä7-0) seien die beiden voneinander verschiedenen
Elemente von B,-Gruppe von 6, und P, und P2 seien die zu b, und
b . gehörenden, zueinander punktfremden, einfach-geschlossenen
Polygone von der Art, dass P , und P ,  aus den 1-dimensionalen
Simplexen von einer Unterteilung von 4  bestehen. Q , und Q2
seien die zu b ,  und b2 gehörenden, zueinander punktfremden,
einfach-geschlossenen Polygone von der Art, dass Q, und Q, aus
den 1-dimensionalen Simplexen von einer Unterteilung J1 von 4 3

bestehen.
Wenn ein P. enthaltendes Gebiet R, von beiden durch P, auf

63 bestimmten Gebieten R, und St unendliches Geschlecht= hat, so
muss auch ein Q , enthaltendes Gebiet tfl 1 von den beiden durch
Q. auf 6 bestimmten Gebieten TZ, und 9J1,, unendliches Geschlecht
haben.

Wenn R. unendliches Geschlecht hat, so muss auch 9)12 unen-
dliches Geschlecht haben.

Beweis. Angenommen in der Tat, dass R, unendliches Ges-
chlecht hat und 911, endliches Geschlecht hat.

Nun muss (nod-P1 ) (9)11 + W  eine kompakte Menge oder leer
sein. Angenommen in der Tat, dass (R„±P,) (931,+ Q,) nicht eine
kompakte Menge oder leer ist. Dann (R+P,) (9)/ 1 + Q1) eine kom-
pakte Menge oder leer sein 8 .

Q2 bestimmt auf genau die beiden Gebiete $, und $ 2 .
Eines von den beiden 43, und $ 2 , etwa $, ist in 9)Z, enthalten.
Wir konstruieren auf $,+Q, eine berandete Fläche b derart, dass
43, die folgenden Bedingungen erfüllt.

1. ,d1 m ag m it 4 2  übereinstimmen.
2. 3 sei berandete cber unberandete Fläche. Wenn es g  einfach-geschlossene

Jordan-Kurve C 1(i= 1 , g )  auf 6 von der Art gibt, dass je zwei von C i  keine
Punkte gemein haben, und dass ei— (C / +C1 + • • • +  zusammenhängend ist, und wenrt

es nicht g+1 solche Kurve gibt, so sagen wir, das Geschlecht von 6 sei gleich g .
Vgl. S. Stoilow. a. a. 0. S .  8 4 .

3 .  Vgl. den Beweis des Satzes XIV.
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1. Der Rand von 0  enthält (22.

2. Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von 0  mit
Q2, R1, R2,••., R , .  R1+ R 2 + - • +R . hat mit P ,+ P ,  keine Punkte
gemeinsam.

3 .  Jedes Ri (i=1, n )  ist ein Schnitt von 0  end nicht
homolog Null. Alle R„ R . bestehen aus den 1-dimensionalen
Simplexen von einer Unterteilung von 49 .

Aus der Annahme, dass (a 1 +P,)(9311 +Q1) eine kompakte
Menge oder leer ist, folgt ohne weiteres, dass (0,+ Q2) —0 in •2
enthalten sein muss. Da R, +R2 + • • • + R - Q2 ist, so muss R1+R2
- 1---•• + R + P 2 die Begrenzung einer kompakten Menge 931 sein.
Anderseits bestimmt P 2  auf genau die beiden Gebiete und

und zwar, dass bez. als Begrenzung die Menge P 2 bez.
P1 +P2 hat. Da P, nicht homolog mit P . u n d  d a  sowohl P2 als
auch P , nicht homolog Null ist, ist sowohl . 1 +/=', als auch
+P2 nicht eine kompakte Menge. Da jedes von R„ R . in
ST, enthalten ist, muss 9)1/ eines von P2 und '+ P, +P 2 enthalten.
Dies ist ein Widerspruch mit der Tatsache, dess 9i1 eine kompakte
Menge ist. Folglich mu'ss (ST.,+ PO (T ,  + Q1) eine kompakte Menge
oder leer sein. D a m i t  muss (a, + P1) (9.n2+ IQ ) eine kompakte
Menge oder leer sein.

Wir konstruieren auf 9312 + Q, eine berandete Fläche 91 derart,
dass 91 die folgenden Bedingungen erfüllt.

1. Der Rand von 91 enthält Q,.
2. Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von 91 mit

Q,, T,, T2,- •., T , .  T 1 +T 2 +• - + T ,  hat mit P,+ P2 keine Punkte
gemeinsam.

3 .  Jedes T i ( i=1 , 2,•••, s )  ist ein Schnitt von und nicht
homolog Null. Alle T „ T 2 , - •, T , bestehen aus den 1-dimensionalen
Simplexen von einer Unterteilung von

Aus der Tatsache, dass  (.Q 1 +P1 ) (n2+ Q ,) eine kompakte
Menge oder leer ist, muss (93110+ Qi ) —91 in St enthalten sein. So
enthält 931, +91 das Gebiet

Aus der Annahme, dass n , unendliches Geschlecht hat, muss
auch 9911 +91 unendliches Geschlecht haben.

Nun muss 91 endliches Geschlecht haben, da 91 eine berandete
Fläche ist. D ieses  Geshlecht bezeichnen wir mit a. Nach der
Annabme hat 931, auch endliches Geschlecht, das bezeichnen wir
mit b.
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Nun, da M i +91 unendliches Geschlecht hat, so können wir
die a +b +1  einfach-geschlossenen Jordan-kurve A „ A 2 9 • • • A a+b  +1  im
Innern von 0 , -FT derart konstruieren, dass je zwei von A ,, A 29

• • 9 A a + b + 1  keine Punkte gemein haben, und dass (M, + T) — (A ,+
A ,+•••+ A a..÷b+i) zusammenhängend ist.

Wir verbinden einen auf einem Ufer von A 1 (i=1, 2,-- a + b + 1)
liegenden Punkt mit einem auf dem andern Ufer von A, liegenden
Punkt durch ein im Innern von (9J11 +97)— (A 1 +  A0+ •-• +
laufenden Bogen B.

Wir konstruieren auf M,±Q, eine berandete Fläche I derart,
dass der Rand von 'A die Menge Q , enthält, und dass (das
Innere von W ) m it Q i+A l+A2+•••+A .+b+1+B ,A -B ,+•-+B .,-b+1
keine Punkte gemein hat. Q, + A i + A 2 +  •  A a + b  + 1  +  B i +  B 2 +  •  •  •  +

B  a +b +1 muss dann im Innern der berandeten Fläche a+N enthalten
sein. 5,4+91— (A i + A 2 + •-• + A .,-h+i) ist dann offenbar zusammen-
hängend. Daher muss das Geschlecht von s,) 1+91 -->a+b+1 sein.

Nun, da 521 in M , enthalten ist, so muss das Geschlecht von
1.‹..b sein. Wir bezeichnen das Geshlecht von  t m it g. Es ist

dann leicht einzusehen, dass das Geschlecht von :2(+91=a+g ist.
Dies widerspricht ab er der Tatsache, dass das Geschlecht von
I+ 9> a+ b+ 1 ist.

Also kommen wir unter der Annahme, dass unendliches
Geschlecht hat und 9J1, endliches Geschlecht hat. Daher muss,
wenn n ,  unendliches Geschlecht hat, M , auch unendliches Ges-
chlecht haben.

Ebenfalls können wir zeigen, dass, wenn n , unendliches Ges-
chlecht hat, so WI, auch unendliches Geschlecht haben muss.

W. z. b. w.
Dafinition : Es sei 4 , eine Simplizialzerlegung einer orientier-

baren offenen Fläche b1(-'7 0 )  und b0( 0 )  seien die beiden
voneinander verschiedenen, zueinander punktfremden, Elemente
von B,-Gruppe von 0 , und P, und P, seine die zu b, und b, gehören-
den, zueinander punktfremden, einfach-geschlossenen Polygone von
der Art, dass P , und P , aus den 1-dimensionalen Simplexen von
einer Unterteilung von 4 .  Wenn ein P 2  enthaltendes Gebiet
von den beiden durch P , auf (I4 bestimmten Gebieten ST, und .R2
unendliches Geschlecht hat, so sagen wir, dass b , in bezug auf b,
in der Seite von unendlichem Geschlecht liegt.

Wenn St, endliches Geschlecht hat, so sagen wir, dass b, in



126 Ken-iti Koseki.

bezug auf b, in der Seite von endlichem Geschlecht liegt.
A u f g a n z  analoge W eise können w ir den folgenden Satz

_beweisen.
Satz  X V I. E s seien  4  und 4„ die beiden voneinander unab-

hängigen' Simplizialzerlegungen einer orientierbaren offenen Fläche
0 .  b  sei e in  e inziges von N ull verschiedenes Elem ent von B,-
Gruppe von 0, und P  und  Q  seien  d ie  zu  b gehörenden einfach-
geschlossenen Polygone von der A rt, dass P  bez. Q  aus den  1-
dimensionalen Simplexen von  e iner Unterteilung v on  4 ,  bez. 4,
besteht.

W enn ein Gebiet von den beiden durch P  auf 0  bestimmten
Gebieten endliches Geschlecht hat und das andere unendliches
Geschlecht hat, so muss ein Gebiet von den beiden durch Q  auf
0  bestimmten Gebieten endliches Geschlecht und das andere unen-
dliches Geschlecht haben.

W enn die beiden durch P  auf 0  bestimmten Gebiete die en-
dlichen (unendlichen) Geschlechter haben, so müssen die beiden
durch Q  auf 0  bestimmten Gebiete die endlichen (unendlichen)
Geschlechter haben.

B ew eis. P  bestimmt auf 0  genau die beiden Gebiete 9N, und
991,>. Q  bestimmt auf 0 genau die beiden Gebiete 91, und 912 . Eines
v o n  d en  b e id en  (V I + P )  + Q) , und (M2+ P) (WI + Q) ,  etwa
(9)Z2 +P) (92,+Q) muss, wie bisher häufig gezeigt worden ist, eine
kompakte Menge oder leer sein.

W ir können wie im Beweise des Satzer XV zeigen, dass, wenn
MI unendliches Geschlecht hat, so 9Z, auch unendliches Geschlecht
haben muss, W .  z. b. w.

Definition :  W ir nehmen die obige Bezeichnungen an. W enn
sowohl W-1, als auch an, unendliches Geschlecht hat, so sagen wir,
dass  b  a u f  0  die beiden Gebiete bestimmt, die die unendlichen
Geschlechter haben.

Wenn eines von  9JZ, u n d  9)12 end liches Geschlecht und das
andere unendliches Geschlecht hat, so sagen wir, dass ein Gebiet
v o n  d e n  b e id e n  d u rc h  b a u f  0  bestimmten Gebiete endliches
Geschlecht und das andere unendliches Geschlecht hat.

S a tz  X V II . E s  s e ie n  0  u n d  0 ' z w e i orientierbare offene
Flächen, und B , bez. /3 se i B,-Gruppe v o n  0  bez. 0'. Dafür,

1. 4 i mag mit 4 2 identisch sein.
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dass 0 und 0' homöomorph sind, sind die folgenden drei Beding-
ungen notwendig.

1. 0  und 6' haben dasselbe Geschlecht.
2. b„; (n= 1, 2,—, ad. unendlich oder endlich) sei eine geei-

gnete Basis von B , von der Art, dass beliebige endlich-viele
Elemente von b„ t zueinander punktfremd sind. q),',; sei eine
geeignete Basis von B', von der Art, dass beliebige endlich-viele
Elemente von b„' ; zueinander punktfremd sindl. Es lässt sich
zwischen ;1) 7, " und  b ,Y  eine eineindeutige Zuordnung= (n
=1, 2,...) derart herstellen, dass, wenn b, und b;  durch 14 getrennt
sind, so b!, und 13, ', durch getrennt sind.

3. a1 ( 0 ) und a2 ( -27-0) seien die beliebigen voneinander ver-
schiedenen Elemente von B, und a,' und a„' seien die beiden, durch
obiges Isomorphismus den Elementen a ,  und a ,  entsprechenden
Elemente von B. Jenachdem a, in bezug auf a, in der Seite von
unendlichem oder endlichem Geschlecht liegt, liegt a!, in bezug auf
a', in der Seite von unendlichem oder endlichem Geschlecht.

Wenn B, ein einziges von Null verschiedenes Element b, hat,
so muss 3 . durch die folgende Bedingung 3' ersetzt werden.

3'. Wenn b, auf 6 die beiden Gebiete, die die unendlichen
(oder endlichen) Geschlechter haben, bestimmt, so bestimmt auch
b',auf 6' die beiden Gebiete, die die unendlichen (oder endlichen)
Geschlechter haben.

Wenn eines von den beiden, durch b, auf 6 bestimmten,
Gebieten endliches Geschlecht hat und das andere unendliches
Geschlecht hat, so hat eines von den beiden, durch b', auf 6' bes-
timmten Gebieten, endliches Geschlecht und das andere unendliches
Geschlecht.

Beweis. Dieser Satz folgt ohne weiteres aus den Sätzen XIII,
XIV, XV, XVI.

Die Umkehrung dieses Satzes auch gilt.
Satz XVIII. Es seien 6 und 6' zwei orientierbare offene

Flächen, und B , bez. B ; sei B,-Gruppe von 6 bez. 6'. Dafür,.
dass 03 und 6' homöomorph sind, sind die folgenden drei Bedin-

1. Wenn B, ein einziges von Null verschiedenes Element hat, so muss B ,/  aus.
einem einzigen von Null verschiedenen Element bestehen. Wenn B, nur Null-Element
hat, so muss B ,/  auch nur Null-Element haben.

2. Diese Zuordnung induziert nach dem Satze IV ein Isomorphismus zwischen
131 und BZ.
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gungen hinreichend.
1. 0  und 0 ' haben dasselbe Geschlecht.
2. b„(n=1, 2,—) sei eine geeignete Basis von B, von der Art,

(lass beliebige endlich-viele Elemente von )b,, zueinander punkt-
fremd sind. ;b„' sei eine geeignete Basis von B,' von der Art, dass
beliebige endlich-viele E lem ente von b zueinander punktfremd
sind. E s  lässt sich zw ischen 3b.# und e ine  eineindeutige
Zuordnungl b„,_— _tb'„ (n=1, 2, 3,—) herstellen derart, dass, w enn
bi  u n d  bj  d u rc h  bk  ge trenn t sind , so  b.; und  V, durch Ilk  getrennt
sind'.

3. a, ( 0 )  und a2 ( 0 ) seien die beliebigen Elemente von B,
und  a', und a seien die beiden, durch obiges Isomorphismus den
a, und a, entsprechechenden Elemente von B . W en n ' sowohl a,
und a, als auch a; und a', zueinander punktfremd sind, und wenn
ao in bezug auf a, in der Seite von unendlichem (oder endlichem)
Geschlecht liegt, so liegt a', in bezug auf a; in der Seite von unen-
dlichem (oder endlichem) Geschlecht.

Wenn B, ein einziges von Null verschiedenes Element b, hat,
so muss 3. durch die  folgende Bedingung 3' ersetzt werden.

3'. Wenn b, auf 0  die beiden Gebiete, die die unendlichen
(oder endlichen) Geschlechter haben, bestimmt, so bestimmt auch
b; auf 0' die beiden Gebiete, die die unendlichen (oder endlichen)
Geschlechter haben.

W en n  e ines v on  d en  be id en , d u rch  b, a u f  0  bestimmten,
Gebieten endliches Geschlecht und das andere unendliches Gesch-
lecht hat, so hat eines von den beiden, durch b', auf 0 ' bestimmten,
Gebieten endliches Geschlecht und das andere unedliches Gesch-
lecht.

B ew eis. 4  und z i; seien die vorgelegten Simplizialzerlegungen
von 0  u n d  W . A ls  Simplizialzerlegung von  0  bez. 0 ' nehmen
w ir im  folgenden 4, bez. zi; u n d  d ie  sukzessiven Unterteilungen
v on  4, bez. 4; auf. W ir unterscheiden die folgenden drei Fälle.

1. F a l l .  B , besteht aus mindestens zwei von Null verschie-

1. Zuordnung induziert ein Isomorphismus zwischen B, und A I.
2. Wenn B , ein einziges von Null verschiedenes Element hat, so muss B, 1  aus

einem einzigen von Null verschiedenen Element bestehen. Wenn B, nur Null-Element
hat, so muss 131

1 auch nur Null-Element haben.
3. Diese Bedingung ist ein wenig schwächer als die Bedingung 3 des Satzes XVII.
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denen Elementen'. In diesem Falle muss ;b „  aus mindestens zwei
Elementen.

1. Schritt : T, sei ein zu b, gehörendes einfach-geschlossenes
Polygon von der Art, dass T, aus den 1-dimensionalen Simplexen
von einer Unterteilung 4, von 4, besteht. T , bestimmt auf 03
genau die beiden Gebiete 0, und 9)1 2 . Dabei können wir anneh-
men, dass, wenn eines von den beiden 9j1, und T1 2 , etwa V, end-
liches Geschlecht hat, DL Geschlecht Null hat.

Wenn V, in der Tat endliches Geschlecht hat, so  können  wir
au f 0 2 e in  m it T , homologes einfach-geschlossenes Polygon V,
derart konstruieren, dass, wenn wir die durch T-1-- y  berandete
Fläche mit $ bezeichnen, TI1 2 + T1 — $ Geschlecht Null hat. Wir
haben nur zu bezeichnen wiederum ViZ,+ (3— V,) mit 9N„ 9312 A-T1

—13 m it 9X2 ,  V , m it
Wir können nach der Bedingung 2 dieses Satzes ein zu b,

gehörendes einfach-geschlossenes Polygon 7'2 derart konstruieren,
dass T 2 m it T, keine Punkte gemein hat. Wir nehmen an, dass
To in 9N, enthalten ist.

Wir konstruieren auf 93i + T, eine berandete Fläche `.){ von der
Art, dass der Rand von i  das T, enthält und das Innere von %
das T o  enthält, und dass alle mit T, gemeinsame Punkte enthal-
tenden 2-dimensionalen Simplexe von J, in t enthalten sind, und
dass jeds Komponente des Randes von i  ein Schnitt von 65 und
nicht homolog Null ist.

Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von t mit T„
R„ R„• ••, R„(n>_2). R i (i=1, n )  bestimmt auf 3 genau die
beiden Gebiete, und eines von diesen beiden Gebiete muss in
enthalten sein. Dieses Gebiet bezeichnen wir mit  W e n n  n i

endliches Geschlecht hat, so ersetzen wir R, durch ein in St, liegen-
des, mit R, homologes einfach-geschlossenes Polygon Wi von der
Art, dass, wenn wir die durch R i  + W . berandete Fläche mit
bezeichnen, S t+ R E -13 1 Geschlecht Null hat. Daher können wir
von Anfang an annehmen, dass n, unendliches Geschlecht oder
Geschlecht Null hat.

1. Es kann nicht sich ergeben, dass B, aus genau zwei von Null verschiedenen
Elementen besteht. Denn, wenn a und b die beiden von Null verschiedenen Elemente
von B , sind, so muss B 1 a + b ( 0 )  enthalten.

2. Vgl. den Beweis des Satzes VI.
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R , gehört zu einem Element a ;  von  B „ so lässt sich a ,  als
lineare Kombination von endlich-vielen Elementen von der Basis,

von B , darstellen derart, dass ai----bf r +bt+•-•+bL „.
Wir nehmen aus 14(j==1, 2,••-, p i ) (1=1, n )  alle, bis auf

b„ Elemente auf, die durch das dritte von bf, niemals getrennt von
b , sind, und wir bezeichnen diese Elemente mit b„, b„,.

W ir können die einfach-geschlossenen Polygone T y , Ty,
derart konstruieren, dass 7 1 ( i=1 ,p )  zu by  gehört, und dass
je zwei von T „ T ,,, keine Punkte gemein haben.

Je zwei von T, T11, T ip  Brined durch das dritte von
T„ T , T „•••, T i p  getrennt sein. Je zwei von T„, T 10,• •7'1, können
nicht in der Tat durch T , getrennt sein, da jedes T „(i---1,
p )  wie R„ R ” in 9)/, enthalten sein muss. Angenommen
zweitens, dass T „ und T ,2  durch T r „ getrennt sind. T1 1 bestimmt
auf 13 genau die beiden Gebiete $ , und $ 2 , und zwar, dass Tit
etwa in 43, und T 12  in T, enthalthn ist. W enn  T , in T i enthalten
ist, so sind T , und T 1 2  durch T r , getrennt. Dies widerspricht aber
der Eigenschaft von T„, T1„.

Wir könnenl ein zu b, +b„+ •••+b,,, gehörendes einfach-geschlos-
senes Polygon V y ,  auf WI, derart konstruieren, dass 14) , mit T 1 +
T n + T 1 2 +  •  +  T,„ keine Punte gemein hat. T 1 +T 11 +•-•+T 11, +  p

bildet dann den Rand einer berandeten Fläche 6 1• T 11 (k =1,
p )  bestimmt auf 9N, genau die beiden Gebiete, und eines von
diesen beiden Gebieten hat mit (S3, keine Punkte gemeinsam.
Dieses Gebiet bezeichnen wir mit . 1„.

W ir nehmen zweitens aus b ( j= 1 , p ,) (1=1, n )  alle
Elemente auf, die durch bi k(k=1, p )  getrennt von b, und durch
ein von b,k(k=1, p )  verschiedenes Element von bf;  niemals
getrennt von b, sind. Wir bezeichnen diese Elemente mit b14 1 , b152,

Wir können die einfach-geschlossenen Polygone lk l>  r K-27 • • • t

derart konstruieren, dass T„.,(1=1, qk) zui  b„„ gehört,
und dass je zwei von T „ T , k ,  T 11,,(i=1, q , )  keine:Punkte
gemein haben. Jedes T lk i  ( i  =1, 2,• •., q k )  muss dann i n  1 k

 enthalten
sein. Wir konstruieren in e in  z u  b,k+b,R,+ •-•+b,k,, k gehörendes
einfach-geschlossenes Polygon 1/11.,,, derart, .dass V 1m i t TIkz

1 . Vgl. den Beweis des Satzes VI.
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+ •-• + Tio k keine Punkte gemein hat. T11, + ErN+ V a q k  bildet danni=1
den Rand einer berandeten Fläche 061k. O l k  ist in T i k  enthalten.

Zu endlich vielen verschiedenen Malen wiederholen wir dieses
Verfahren, so werden alle bt1 (j=1, 2, • ,  p i )  (1=1 , 2,••-, n )  sich
erschöfen. Wir können annehmen, dass mit b„ b ,k (k =1 2, — , P)

2,•--, qk ) (k =1 , 2,• • • , n )  insgesamt bfi (j= 1, 2,••-, p,) (1=1,
2,•••, n )  sich erschöfen, da andernfalls die folgende Beweisführung
nicht sich verändert.

Wir können im Innern von 614 - 6 5 i1  + 6 ,2 + •+ 6 1 , ein mir R i

(j= 1,2,- ••, n )  homologes einfach-geschlossenes Polygon S
 S i  bestimmt auf 6 , + 6 „+ 6 „+ • ••+6,,, genau die beiden

herandeten Flächen und zwar, dass eine von diesen beiden beran-
deten Flächen als Rand nicht T, enthält. Diese berandete Flächen
bezeichnen wir mit und wir bezeichnen die Komponenten des
Randes von 23.1 mit SI, Sq , Si,..., S .

Jedes 1, 2, •••, s; ) -(j=1, n )  ist mit einem von T,„,(i
=1 , 2,•-•,q,)(k=1, 2, ••. , p), V ik,k (k = 1, 2,—, p ), V,„ identisch.

Nach dem Satze XIV können wir ein mit Si(i=1, 2, ••-, si )
homologes einfach-geschlossenes Polygon UI,(i=1, s i )  derart
konstruieren, dass je zwei von U l(i=1 , 2,•••,  si )  keine Punkte
gemein haben, und dass jedeS UI(i=1, s i)  mit R ,+T , keine
Punkte gemein hat. Jedes U muss dann nach dem Satze XIII in
a ;  enthalten sein,. da Si und T , durch Si  gertennt sind. Daraus
folgt ohne weiteres, dass für zwei verschiedene ( j ,  i )  und (k, p)
Si und S7, nicht identisch sind. T1+ E (0+  U +  +  Ui?) bildet
den Rand einer berandeten Fläche 2 auf 931,.

Jedes Ui ist homolog mit einem von T i k ,(1=1, 2,• • • , qfr)(k=1,
p ), V,,,k (k =1, p ) und 17„. Um gekehrt ist jedes von

T 1 „, V  u n d  V» , homolog mit einem von Ui(i=1, si) (j =1,
n ) . Denn die Summe eines echten Teilsystems von T„

V I k g p  T i k i ( i
= 1

, 2, — , (/ )  kann nach dem Satze VII niemals null-
homolog sein.

T  sei ein zu b; gehörendes einfach-geschlossenes Polygon von
der Art, dass 7'; aus den 1-dimensionalen Simplexen von einer
Unterteilung 4:1, von 41; besteht. T ; bestimmt auf •'6 '  genau die
beiden Gebiete 9,31; und ,)/. T  sei ein zu k  gehörendes, mit r
keine Punkte gemeinsam besitzendes, einfach-geschlossenes Polygon.
T", sei in T1; enthalten, W en n  ')312 Geschlecht Null hat, so muss
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nach der Bedingung 3 endliches Geschlecht haben. Wir können
debei annehmen, dass 31', w ie 931, Geschlecht Null hat.

b ( i= 1 ,  2,•••, p )  sei das dem b ,, entsprechendes Element von
B . W i r  können ein zu b;, gehörendes einfach-geschlossenes Poly-
gon T ;, derart konstruieren, dass je -zwei von T;, r ,  keine
Punkte gemein haben. Nach der Bedingung 2 muss jedes T .  wie

in  9JC enthalten sein. W ir konstruieren ein zu 1); +b;1+ ••• +b;,,
gehörendes einfach-geschlossenes V ;„ derart, dass 17 ;„ m it T;-1-T; 1

+•••+T;„ keine Punkte gemein hat.
T ;+ T ; i +  •• + T+  V ;„ bildet dann den Rand einer berandeten

Fläche T ;,(k= 1 , p ) .  bestimmt auf 9N; genau die beiden
Gebiete, und eines von diesen beiden Gebieten hat m it 6 ; keine
Punkte gemeinsam. Dieses Gebiet bezeichnen wir mit

b;ki(i= 1,  2,••-, qR)(k=1, 2,••-, p )  sei das dem  blk entsprechen-
des E lem ent. W ir können die einfach-geschlossenen Polygone T1kIt

Vikq k  derart konstruieren, dass T ; ,  zu b ;,( i= 1 ,
g , )  und zu b ilk  +b;k, + •-• +b:k ,k gehört, und dass je  zw ei von
T ( i = 1 ,  2,• • • , q , ) ,  V k e in e  P u n k te  g e m e in  h a b e n  u n d  je d e s
n i ( i =  1, 2,•• •, q k )  u n d  V k  m it T : + r k  keine Punkte gemein hat.

T + 1 2 T ] k b+ V ikqk  b ildet dann  den  R and e iner berandeten Fläche

O lk , und (N k  m uss in  k)■k+e n t h a f t e n  sein.

T ; +  E T + V + 1 7 ; „  bildet den Rand von 023;+N,+ •-•
i=1 k=1

+ 6Y ,. W ir stellen eine Zuordnung u von der A rt her, dass T1 k ,
T ] T; Vlkqe V 11 V ,, .  W ir  s e tz e n  v (S 1)=S ?(1=1,

2,--, si ) ,  und w ir konstru ieren  im  Innern  von 03; + --• + ,
e in  mit S;1 + $2+••• homologes einfach-geschlossenes Polygon
R . R ;  bestim m t auf 05' + 6Y, + •••+C3;„ genau die beiden Gebiete
92; und 91'2 und  zw ar, dass 91.; a ls R and  das S;'+.%'+ •-• + S:;+R;
hat. Zweitens konstruieren wir im  Innern von 91!,, ein mit ,S -i-S22

+  • • •  homologes einfach-geschlossenes Polygon R . A u f  d ie s e
W eise konstruieren wir /2;, R,•••, R :, derart, dass je zwei von T;,
R;, R  keine Punkte gem ein haben.

T;+ RI+ ff+ ••• + R, b ildet den R and einer berandeten Fläche
'A' auf 931' . 9.31; — T  w ird  in  n  Gebiete St, n;,•••, a:, zerlegt, wobei
W(i=-1, n )  a ls lhgrenzung d a s  R  h a t. W ir  k ö n n e n  anneh-
men, dass unendliches Geschlecht oder Geschlecht Null hat.

Wir bezeichnen das Geschlecht von a mit p  und das Gechlecht
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von a ' m it p'.
Wenn p=p' ist, so können wir eine togologische Abbildung

von 5,4 auf :!1' derart herstellen, dass R1(i=1, 2, • , n ) durdh 7/ sich
auf R; und T , sich auf T ; abbilden lassen.

Angenommen zweitens, dass p> p' ist. A us d e r B ed in gu ng  1
dieses S a tzes und  aus der Konstruktionsmethode v o n  t u n d
m uss eines von ri(i= 1 , 2 ,•••, n ) unendliches Geschlecht haben.
Wenn etwa unendliches Geschlecht hat, so konstruieren wir auf
S ', e in  m it R'2 homologes einfach-geschlossenes Polygon W::  derart,
dass die durch I r2 + W . berandete Fläche das Geschlecht p-p '
hat. % '+ $ ' hat dann das G eschlecht p. W ir  bezeichenen der
Kürze halber wiederum W .:. mit m it W' und a '2 +.V—V
mit W ir können danach eine topologische Abbildung 7/ von
5.)1 auf a' derart herstellen, dass durch 7, R 1 (i=1, n ) sich auf
R. u n d  T, sich auf T ; abbilden lassen.

Wenn p < p' ist, gilt ganz ähnliche Verfahrungsweise.
2. S ch ritt : Wir konstruieren auf R;(i=1, 2 , ,  n ) eine beran-

dete Fläche C i  derart, dass der Rand von  d a s  R: enthält und
jede Komponente des Randes von  L I  e in  S c h n it t  v o n  6 '  und
nicht nullhomolog is t, un d  d ass  a lle  m it R : gemeinsame Punkte
enthaltenden und noch nicht in s)1' enthaltenen Simplexe von 4  in

W+•-• +%;„ en th a lten  s in d . (a :+ a:) wird genau in die
n, Gebiete zerlegt. W ir können  annehm en , dass
jedes a : j  (j=1, 2, - - •, n 1) (1=1,n )  unendliches Geschlecht oder
Geschlecht Null hat.

Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von 2I;., m it R:,
R , 1?;.i. W enn ni = 1  ist, so  konstruieren w ir auf ,511 + R,
eine berandete Fläche 2t,, derart, dass der Rand von aus R i und
einem mit R. homologen einfach-geschlossenes Polygon R„ besteht.

Angenommen zweitens, dass n 1 > 1  ist. /2:3 gehört zu einem
Element a ( j = 1 ,  2,•••, n1) von B; von W . a 1 j s e i d a s  d e m  a j ,
entsprechende E le m e n t  v o n  B  W ie  im  1 . Schritte können wir
auf d i e  einfach-geschlossene Polygone F'„ P0,•., P i + i ,  P i + 2 ,

• • • / 3 , P i j  ( i = 1 ,  2,•••, n1)  derart konstruieren, dass P, zu a„ P . zu
a2 ,-••, Pij  z u  ai j  gehört, und dass T 1 + P 1 + P 2 + •-• +Pi - i +Pi,i+••• +

Pn +EP, j  bildet den Rand einer berandeten Fläche S  a u f  03.
W ir können nun im  Innern von a ein m it T ,+ P + •-•

P, + , + ••• +1:),, homologes einfach-geschlossenes Polygon P , konstruie-
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ren . Je zwei von T „  P  P- -  2 9
..•

,  
P

I
-

1 , P i + 1 , '  . • ,  
P

n ,  Pa, (i =  1,
n g )  haben keine Punkte gemeinsam. Daher können wir nach dem
Satze XIV ein zu a,: j  gehörendes einfach-geschlossenes Polygon R i j

derart konstruieren, dass je zwei von R1 j (j=1, n , )  keine
Punkte gemein haben, und dass jedes R.  mit T ,+ R ,+  + R ,_ ,+
R,+Ri+i+ ••• + R . keine Punkte gemein haben.

Jedes Pi i (j=1, n , )  ist durch P , getrennt von T„ damit
muss nach dem Satze XIII jedes R i j  durch R, von T, getrennt sein.
Folglich muss jedes R i ;  in St, enthalten sein.

ni
R i - F E R i i  bildet den Rand einer berandeten Fläche L1 auf

R i ) wird genau in die n ,  Gebiete St!, ne2, - . ,
zerlegt. Wir können annehmen, dass jedes R t.; ( j= 1 , 2,•••, n i )

(1= 1 , 2,•••, n )  unendliches Geschlecht oder Geschlecht Null hat.
Wir bezeichnen das Geschlecht m i t  p und das Geschlecht

von A", mit p'. Wir im 1. Schritte können wir annehmen, dass
p=p' ist. Wir können dann eine topologische Abbildung 7, von

auf %;, derart herstellen, dass R,3 sich durch 7, auf R'i j  und
R , sich durch 7, auf R abbilden lassen, und dass auf R , 7 , und
r „  ganz übereinstimmen.

3. Schritt : Setzen wir diese Verfahren abwechselnd für
und 9.)e, fort, so können wir eine topologisChe Abbildung 7 von
931

1 auf Vil; herstellen. Ebenfalls können wir eine topologische
Abbildung p  von 9N, auf V", herstellen. Dabei können wir sogar
fordern, dass auf T , 7  und p  ganz übereinstimmen.

2. Fall. B , besteht aus nur einem einzigen von Null verschie-
denen Element b,. In diesem Fälle muss B ; nach der Bedingung
2 aus nur einem einzigen von Null verschiedenen Element b .
Wir unterscheiden den 2. Fall in die folgenden deiden Fälle.

Fall A. Eines von den beiden, durch b , auf 63 bestimmten
Gebieten hat endliches Geschlecht und das andere hat unendliches
'Geschlecht.

7', sei ein zu b , gehörendes einfach-geschlossenes Polygon von
der Art, dass 7', aus den 1-dimensionalen Simplexen von einer
Unterteilung 4, von 4 besteht. T ,  bestimmt auf 6' genau die
beiden Gebiete 931, und 9312 . Wir können annehmen, dass avt,„ das
Geschlecht Null hat.

T ,  sei ein zu b', gehörendes einfach-geschlossenes Polygon von
der Art, dass T ,'  aus den 1-dimensionalen Simplexen von einer
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Unterteilung - 42'  von J besteht. T ; bestimmt auf 6' genau die
beiden Gebiete TV, und 'In!. Nach der Bedingung 3' dieses Satzes
muss eines von den beiden 1)11,  und lie, etwa 9.)12' endliches Ges-
chlecht haben. Wir können annehmen, dass 9J das Geschlecht
Null hat.

Wir konstruieren auf 9)1, + T, eine berandete Fläche 6, derart,
dass der Rand von 6, das T , enthält und jede Komponente des
Randes von 6, ein Schnitt von 6 und nicht nullhomolog ist, und
dass alle mit T , gemeinsame Punkte enthaltenden 2-dimensionalen
Simplexe von 42 in 6, enthalten sind.

Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von 6, mit T„
R „ R 2 ,•.., R .  Dabei muss n=1 sein. Denn wenn n >1  ist, so
kann nicht nach dem Satze VII jedes R ,(i=1 , 2,••., n )  homolog
mit T , sein. Dies ist unmöglich, da B , aus nur einem einzigen
von Null verschiedenen Element b, besteht.

Wir konstruieren auf pZ;+ T ; eine berandete Fläche 6; derart,
dass der Rand von 6; das T ; enthält und jede Komponente des
Randes von 6', ein Schnitt von 6' und nicht nullhomolog ist, und
dass alle mit T ; gemeinsame Punkte enthaltenden 2-dimensionalen
Simplexe von 4', in 6; enthalten sind. Der Rand von N besteht
aus zwei einfach-geschlossenen Polygonen T ; und R.

Wir bezeichnen das Geschlecht von 6, mit p  und das Ges-
chlecht von 03; mit p'. Wir im 1. Falle können wir anriehmen,
dass p = p' ist. Wir können dann eine topologische Abbildung 71

von 6, auf 6', derart herstellen, dass durch 7 1 R , sich auf 12; und
T , sich auf T ; abbilden lässt.

Zu unendlich vielen verschiedenen Malen setzen wir diese
Verfahren fort, so können wir eine topologische Abbildung 7  von
9)11 auf siN; herstellen. Ebenfalls können wir eine topologische
Abbildung IL von f f t, auf TC, herstellen. Dabei können wir sogar
fordern, dass auf T , 7  und ,o ganz übereinstimmen.

Fall B . b, bestimmt auf 6 die beiden Gebiete, die die unen-
dlichen (endlichen) Geschlechter haben. In diesem Falle können
wir auf ähnliche Weise wie im Falle A. zeigen, dass 6 und,(SY
homöomnrph sind.

3. Fall. B , besteht aus unr Null-Element. In  diesem Falle
muss B', nach der Bedingung 2 aus Null-Element bestehen.

T , sei ein einfach geschlossenes Polygon und sei ein Schnitt
von 6 von der Art, dass T , aus den 1-dimensionalen Simplexen
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von einer Unterteilung 42 v o n  J,  besteht. T , bestimmt dann auf
03 genau die beiden Gebiete V, und 9J12 , und eines von den beiden

+ T1 und WI, +T „ etwa s)) -I-T 1 m uss kom pak t se in . W ir kon-
struieren a u f  9,7112 + T 1 e in e  berandete Fläche t  d e r a r t ,  d a s s  d e r
Rand von a das T , enthält und jede Komponente des Randes ein
S ch n itt v o n  0  ist, u n d  d a s s  a l le  m i t  T , gemeinsame Punkte
enthaltenden 2-dimensionalen Simplexe von 42 in a enthalten sind.

Wir bezeichnen die Koinnonenten d es R an des v on  t m it T1,
R „  R „ . . . ,  R .  R s bestim m t auf 6  genau die beiden Gebiete, und
eines von diesen beiden Gebieten muss in 9)1, enthalten sein. W ir
bezeichnen dieses Gebiet mit

Eines und nur eines von den g c -FR„ , R . + R ,  muss
nich t kom pakt se in . Angenommen in  de r T a t, dass  u n d
,R,+.122 n icht kom pakt sind. R, bestimmt auf 0 die beiden Gebiete
R I  und 9.111+a+g,+  -•-+R „. Aber sowohl 9i1,+ U + 2  + • • + St, als
a u c h  ,R,+ R , kann  n ich t kom pakt se in . D ies w idersprich t der
Annahme, dass B , aus Null-Element besteht.

W ir nehmen an, dass ft,+T, nicht kompakt ist und k+R,,•••,
,q .+ R„ kom pakt sind. D er Kürze halber bezeichnen w ir a+St2 +
•-•+ ft„ w ie d e ru m  m it a . D e r  R a n d  uon a besteht dann aus T,
und R „ und 6— (a +9..)t,) ist nicht kompakt.

T  sei ein einfach-geschlossenes Polygon und sei ein Schnitt
von 6 ' von der A rt, dass T ; a u s  d e n  1-dimensionalen Simplexen
von einer Unterteilung J von J; b e s te h t. T; -132stimmt auf 6 ' die
beiden Gebiete WI; und 9JC2. Wir nehmen an, dass 9)/;+ T kompakt
ist.

W ir können auf 9.3Z2'-F T ; eine berandete Fläche a' von der A rt,
dass der R and von '?t' aus zwei einfach-geschlossenen Polygonen
T ,' u n d  R,' b e s te h t, u n d  d a ss  a lle  m it  T ;  gemeinsame Punkte
enthaltenden 2-dimensionalen Simplexe von 4!, in a' enthalten sind.
Wir bezeichnen (9) +T ;)— a ' mit

W ir  bezeichnen d a s  Ge- chlecht v on  9.3 + a  m it p  und das
Geschlecht . v o n  9/1;+% ' m it p'. W e n n  p=p' is t, so  können  w ir
eine topologische Abbildung 7 1 v o n  9J11 + a  a u f  9J1.;+ a '  derart
herstellen, dass dusch 7 1 R ,  sich auf R ; abbilden lässt.

Wenn p> p' ist, so konstruieren wir auf ft;+R,' eine berandete
Fläche derart, dass der Rand von V  aus zwei einfach-geschlo-
ssenen Polygonen R ; und S ; besteht, und dass das Geschlecht von
V  gleich p -p ' ist. D e r  Kürze halber bezeichnen wir wiederum
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'2F+ m it :)1' und S; m it R . W ir können  danach  e ine  topologi-
sche Abbildung 71 v o n  9.1■,+ 4  auf 9.)1-1- W' derart herstellen, dass
durch 7 1  R , sich auf R', abbilden lässt.

Wenn p Kp' ist, gilt die ähnliche Verfahrungeweise.
Zu unendlich vielen verschiedenen Malen wiederholen wir das

obige Verfahren, so können wir eine topologische Abbildung von
auf 6 ' herstellen. W . z. b . w.

Die Beziehungen zwischen B,-Gruppe und dem Geschlecht und
d ie  Hombornorphie-Bedingungen f ü r  n ic h t  orientierbare offene
Flächen will ich in anderer Gelegenheit behandeln.
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