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Von
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Die vorliegende Arbeit ist die Fortsetzung meines vorigen
Mitteilung mit demselben Titel'.

Satz XI. Es seien 4, und 4, die beiden Simplizialzerlegungen
einer orientierbaren offenen Fldche ®. B] bez. B\ sei die B-Gruppe
bei der Simplizialzerlegung 4, bez. 4., so besteht ein Isomor-
phismus zwischen B} und By'.

Beweis. Wir konnen aus 4, durch interne Transformationen
zu 4, ibergehen. Wir kénnen ndmlich eine gemeinsame Untertei-
lung von 4, und 4, haben oder eine dritte Simplizialzerlegung 4,
nehmen derart, dass sowohl 4, und 4, als auch 4, und 4, eine
gemeinsame Unterteilung haben.

Wenn 4, und 4, eine gemeinsame Unterteilung haben, so ist
B offenbar isomorph mit BY'.

Wenn wir die B-Gruppe bei der simplizialzerlegung 4. mit
B} bezeichnen, dann ist B; mit B;"” isomorph und ebenso ist By
mit B} isomorph. Daher mussen B; und B} miteinander isomorph
sein. - W. z. b. w.

Bemerkung. b; sei ein Element von Bj und b; sei das durch
das obige Isomorphismus dem b; entsprechende Element von BY.
‘Wenn L, ein zu b gehorender Zyklus und L, ein zu b gehdrender
Zyklus ist, und wenn L, und L. zueinander punktfremd sind, so
bildet nach dem Hilfssatze des Satzes IX L,+ L, die Begrenzung
einer kompakten Menge auf ©.

Im folgenden werden wir & und & mit einem und demselben
Buchstaben schreiben.

Satz XII. Es sei eine orientierbare offene Fliache & gegeben.

1. K. Koseki. Uber die Homoomorphien der offenen Flichen. KYyOoTO MA-
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Wenn die B,-Gruppe ein von Null verschiedenes Element hat, so-
hat sie eine Basis von der Art, dass, wenn wir beliebige endlich
viele Elemente b,, b.,---, b, von der Basis auswdihlen, wir ein zu
b; gehorendes einfach-geschlossenes Polvgon P; derart konstruieren:
konnen, dass P,, P.,---, P, zueinahder punktfremd sind.

Beweis. Es sei 4, die vorgelegte simplizialzerlegung von .
U sei ein 2-dimensionales Simplex von . Wir konstruieren eine
berandete Flache P, auf & derart, dass B, die folgenden Bedin-
gungen erfullt.

1. 9P, enthilt alle mit ¥ die gemeinsamen Punkte enthalten-
den 2-dimensionalen Simplexe von 4.

2. Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von ¢, mit

i, R, R. R.(i=1, 2,---, n) besteht aus den 1-dimensionalen:
Simplexen von sukzessiven baryzentrischen Unterteilungen von d4,.

3. Ri(i=1, 2,---, ») ist ein Schnitt von & und nicht homolog-
Null.

R.(i=1, 2,---, n) bestimmt auf @ genau die beiden Gebiete ®;
und ;. Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an-
nehmen, dass ¥, mit ®; keine Punkte gemein hat. Wir konstruie-
ren auf ®;+ R} eine berandete Flache &, derart, dass £, die folgen-
den Bedingungen erfiillt.

1. Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von &; mit
R}, R., R, -, Ri... R;j,(j=1, 2,---, m,) hat mit einem mit ¥, die
gemeinsame Punkte enthaltenden 2-dimensionalen Simplexe von 4,
keine Punkte gemeinsam.

2. R;, besteht aus den Ii-dimensionalen Simplexen von den
sukzessiven baryzZentrischen Unterteilungen von 4,.

Wir bezeichnen ¥, +8,+%.+---+8, wit L,. Das obige Ver-
fahren wiederholen wir, so bekommen wir die sogennante appro-
ximiérende Folge {%,¢ von ©.

Wir stellen nun die folgenden Tabellen her.

R; R, (R
R R (R5) Ry Ri(R:,) R Ry (R

— e | A

— (1)
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a a (ab)
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an @ (@) @ ai (@) @ Gl (@)
e N—l A e A e A e P M
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Dabsi bedeutet aj, das den R}, enthaltende Element von B,.

Wir wollen zundchst zeigen, dass die endlich viele, mit keine
Klammern, Elemente aus (2) linear unabhingig sind. Angenom-
men in der Tat, dass ¢, ¢, ¢, die Elemente mit keine Klam-
mern aus (2) sind, und dass ¢, ¢, -+, ¢, linear abhdngig sind.
Dann entsteht die Cleichung A, +4.c+ - +4,6,, WO 4, 4,,-++, 4, die
ganze Zahle 0 oder 1 bedeuten, die nicht sdmtlich gleich 0 sind.
Daher konnen wir von Anfang an annehmen, dass jede 4,(i=1, 2,
-, p) nicht gleich 0 ist.

Wir wahlen aus ¢;(i=1, 2,---, p) ein zu c¢; gehorendes einfach-
geschlossenes Polygon S;. Wir konnen dabei als S; das in Tabelle
(1) geschriebene einfach-geschlossene Polygon nehmen. S, +S,+
--«+S, bildet dann den Rand einer 2-dimensionalen Kette &.

¢, sei das Element von der Art, dass unter ¢, c¢,---c, das c,
in niedrigste Zeile in Tabelle (2) liegt. Wir konnen annehmen,
dass c¢,=da}; ist, da andernfalls wir ganz &hnliches Verfahren
nehmen koénnen.

Da Ry (i=1, 2,--, n;) ein Schnitt von & ist, so bestmmt R
auf &, genau die beiden Gebiete M; und M;. &, hat mit einem
von den beiden I, und M, etwa mit M,, keine Punkte gem=insam.

Nun muss & mit 9 keine Punkte gemeinsam haben. Denn,
wenn & mit I, einen Punkt gemein hat, so muss & ganz IM; en-
thalten, da unter ¢, ¢+, ¢, das ¢,(=a}) in niedrigste Zeile in
(2) liegt. Dies ist aber ein Widerspruch mit der Tatsache, dass
& eine kompakte Menge ist.

Daraus, dass & mit 9M; keine Punkte gemeinsam hat, und da
R;, in dem Rand von & enthalten ist, muss & ganz ¢, enthalten.
Anderseits, da der Rand von & mit Ii‘?,.1 keine Punkte gemzin hat,
muss & ganz M. enthalten. Dies ist aber unmoglich, da & eine
kompakte Menge ist. Also missen ¢, ¢., -+, ¢, keineinzswegs linear
abhingig sein.
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Wir wollen zweitens zeigen, dass jedes Element von B, als
lineare Kombination von den endlich vielen Elementen mit keine
Klammern aus der Tabelle (2) darstellen ldsst.

Jedes Element mit Klammern von der Tabelle (2) muss zu-
nichst eine lineare Kombination von den endlich vielen Elementen
mit keinz Klammern von (2) sein. Da aj+a:+---+a,=0 ist, so
ist fir a. die Behauptung richtig. Durch die mathematische In-
duktion kénnen wir beweisen, dass die Behauptung im allgemeinen
richtig ist.

Es sei d irgendein Element von B,, und D sei ein zu d gehorendes
einfach-geschlossenes Polygon von der Art, dass D aus den 1-di-
mensionalen Simplexen von den sukzessiven baryzentrischen Un-
terteilungen von 4, besteht. Fir geniigend grosse Nummer # ist
D in B, enthalten und zwar, dass D mit dem Rande von 3, keine
Punkte gemein hat. D bestimmt auf {8, die zwei berandeten Fli-
chen 9, und H.. Wenn wir die Komponenten des Randes von $,
mit D, T,, T,,---, T, bezeichnen, so ist D+T,+T.+---+T,~0. ¢,
szi das Element von B,, zu dem T, gehort. Da ¢, in der Tabelle
(2) geschrizben ist, so ist d eine lineare Kombination von den
Elementen mit keine Klammern aus (2). W. z. b. w.

Setz XIII. Es seien 4, und J, die beiden voneinander verschie-
denen unabhingigen Simplizialzerlegungen einer - orientierbaren
offenen Flache ®&. b, (0), b, (x0) und b, (:=0) seien die drei
voneinander verschiedenen Elemante von B,-Gruppz von &, und
P, P, und P; scien die zu b,, b, und b, gehorenden, zueinander
punktfremden, einfach-geschlossenen Polygone von der Art, dass
P, P, und P, aus den 1-dimensionalen Simplexen von einer Unter-
teilung von 4, bestehen. @, Q. und @, seien die zu b, b, und b,
gehorenden, zueinander punktfremden, einfach-geschlossenen Poly-
gone von der Art, dass @, Q. und @, aus den 1l-dimensionalen
Simplexen von einer Unterteilung J. von 4, bestehen.

Wenn P, und P, durch P, getrennt sind, so missen @, und @,
durch @, getrennt sein.

Beweis. P, bestimmt auf ® die beiden Gebiete 3¢, und M..
Eines von den beiden Gebicten W, und MM, etwa IR, enthdit P,
und das andere I, enthdlt P.. Angenommen nun, dass @, und Q.
durch @, nicht getrennt- sind. . bestimmt auf & die beiden
Gebiete 0, und N.. Unter der Annahme, dass @, und @, durch
Q. nicht getrennt sind, missen @, und @, in demselben Gebiete
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von den beiden %, und N,, etwa in N, enthalten sein.

Wir konstruieren eine berandete Fliche B auf N, + Q. derart,
dass ¥ die folgenden Bedingungen erfullt.

1. Der Rand von B enthilt Q..

2. Wenn der Durchchnitt %,(P,+P,+ P,+ Q,+ Q.+ @;) nicht
leer ist, so ist N, (P, + P+ P+ Q,+Q.+€q.) im Innern von B en-
thalten.

3. Wir bezeichnan die Komponenten des Randes von 6 mit
Q. T, T, T. Jedes T:(i=1, 2,---, n) ist ein Schnitt von &.
und nicht homolog Null. Jedes T besteht aus den 1-dimensiona-
len Simplexen von einer Unterteilung 4, von 4..

T,+T-+-+T,+P, bildet die Bzgrenzung einer kompakten
Menge & auf ®. Jede Summe (mod. 2) des echten Teilsystems
von (T, T,,---, T,) kann nicht homolog Null sein. Daher muss £
ein abgeschlossenes Gebiet sein, und damit miissen je zwei von
T, T.---, T, nicht durch P, getrennt sein.

Nun bestimmt jedes T(i=1, 2,---, n) auf & genau die beiden
Gebiete 9; und 9;. Eines von den bziden £; und 9}, etwa H, muss
in M, enthalten sein.

Alle 9,, 9,,---, . mussen in demselban Gebiet von den beiden
M, und M,, etwa in M, enthalten sein, da je zwei von T, T,,---,
T, nicht durch P, getrennt sind. Dann muss (X, + @,) (M, + P.)
eine kompakte Menge oder leer sein, da (N, +Q.) (M, +P,) eine
Teilmenge von B sein muss.

Q. bestimmt auf & genau die beiden Gebiete & und &,.. Eines
von den beiden & und &,, etwa & muss in N, enthalten sein.

Wir konstruieren zweitens eine berandete Flidche 2 auf & + @,
derart, dass U die folgenden Bedingdngen erfiillt.

1. Der Rand von ¥ enthilt Q..

2. Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von 2 mit
Q., S, S;S.. S, +S,+--+S, hat dann mit P,+P,+P,+Q,+ Q.+
Q. keine Punkte gemeinsam.

Jedes S;(i=1, 2,---, s) ist ein Schnitt von & und nicht homolog
Null. Jedes S; besteht aus den 1l-dimensionalen Simplexen von
einer Unterteilung von 4,.

S,+S,+ -+ S,+ P, bildet dann die Begrenzung einer kompak-
ten Menge & auf @. (8+Q.)—% muss in I, enthalten sein, da
N, +Q,) (M, + P,) eine kompakte Menge oder leer ist. Jedes S;
hat aber mit P, keine Punkte gemeinsam, so muss jedes S; in I,
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enthalten sein. ,

M, wird nun durch P, in die beiden Gebiete ®, und @, zerlegt,
und eines von den beiden &, und ®,, etwa &, hat als Begrenzung
die Menge P,+ P,, und das andere &, hat als Begrenzung die Menge
P,. Da sowohl b, als auch b, nicht gleich 0 ist, und da b, und b,
voneinander verschieden sind, so muss sowohl ®&,+ P,+ P, als auch
®,+ P, nicht eine kompakte Menge sein.

Anderseits muss eines von beiden &, +P,+ P, und &,+ P, in &
enthalten sein, da P; in der Begrenzung von & enthalten ist, und
da jedes S; in IR, enthalten ist. Dies ist aber unmoglich, da &
eine kompakte Menge sein muss.

Also kommen wir unter der Annahme, dass P, und P, durch
P, getrennt sind und aber @, und Q. durch Q. nicht getrennt sind,
zu einem Widerspruch. W. z. b. w.

Satz XIV. Es sei 4, eine vorgelegte Simplizialzerlegung eine
orientierbaren offenen Flidche . Es seien b, b,,---, b, die von 0
verschiedenen Elemente von B,-Gruppe von &, und P, P,---, P,
seien die zu b,, b,, -+, b, gehorenden einfach-geschlossenen Polygone
von der Art, dass P:(i=1, 2,---, n) die folgenden Bedingungen
erfillt.

1. P.(i=1, 2,---, n) basteht aus den 1-dimensionalen Simplexen
einer Unterteilung 4, von 4.

2. Je zwei von P,, P,,---, P, haden keine Punkte gemeinsam.

Es sei 4, irgendeine' Simplizialzerlegung von &. @,, Q.-+, Q:
(i<n) seien die zu b,, b,---, b, gehorenden einfach-geschlossenen
Polygone von der Art, dass Q;(j=1, 2,--+, i) aus den 1-dimensiona-
len Simplexen von einer Unterteilung 4, von d4; besteht, und dass
je zwei von Q,, Q.-+, @; keine Punkte gemein haben. Dann kon-
nen wir ein zu b,(j=i+1, i+2,---, n) gehorendes einfach-geschlos-
senes Polygon @, derart konstruieren, dass @; aus den I1-dimen-
sionalen Simplexen von einer Unterteilung 4, von 4, besteht, und
dass je zwei von Q,, @.,---, Q. keine Punkte gemein haben.

Beweis. Wir unterscheiden die folgenden zwei Fille.

1. Fall. Je zwei von P, P,---, P, seien nicht durch das
dritte von P,, P,,---, P, getrennt und P,+ P.+ ---+ P, sei nicht® null-

1. 43 mag mit 4, identisch sein.
2. Wenn P,+Po+---+Pa~0 ist, so muss (P, Pe,--, Pa+1) durch (P, Ps, -, Pn)
ersetzt werden.
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homolog. Wir konnen in diesem Falle ein zu b,+b,+ -+ b,(=b,.1)
gehorendes einfach-geschlossenes Polygon P,,, derart konstruieren,
dass P,.. aus den l-dimensionalen Simplexen von einer Untertei-
lung von 4, besteht, und dass P,,, mit P,+ P,+ --- + P, keine Punkte
gemein hat. Dann bildet P,+P,+---+ P, den Rand einer beran-
deten Fliche & auf . Da jedes P;(j=1, 2,--, ) ein Schnitt von
® ist, so muss auch P,,, ein Schnitt von & sein. Daher bestimmt
jedes P,(j=1, 2,---, n+1) auf genau die beiden Gebiete 9N, und N,
und eines von den beiden 9; und N;, etwa N; hat mit & keine
Punkte*gemeinsam.

Wir konstruieren ein zu b,(j=i+1,---, n+1) gehorendes einfach-
geschlossenes Polygon @, derart, dass @, aus den 1l-dimensionalen
Simplexen von einer Unterteilung 4; von 4, besteht. @Q,(i=1, 2,
-, m+1) bestimmt auf @ genau die beiden Gebiete I, und M.

Wenn %, in einem von den beiden M; und IN; enthalten ist,
so konnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass N, in M, enthalten ist.

Wenn R; sowohl mit i, als auch mit M einen Punkt gemein
hat, so enthilt 9N; die Punkte von ®,, Wir konstruieren dann eine
berandete Flache P; auf N;+ P; derart, dass die folgenden Badin-
gungen erfallt.

1. Der Rand von ¥, enthdlt P,

2. N,.Q, ist im Innern von ¥, enthalten.

3. Wir bzzeichnzn die Komponenten des Randes von %, mit
P, S, S5, S}, Jedes Si(k=1, 2,--, n,;) ist ein Schnitt ven & und
nicht homolog Null. Jedes S’ besteht aus den 1-dimensionalen
Simplexen von einer Unterteilung von 4,. :

Nach der Bemerkung des Satzes XI bildet S+ Si+ -+ + Sk + Q,
die Begrenzung einer kompakten Menge auf &. Anderseits ist
jede Summe (mod. 2) des echten Teilsystems von (57, S, SZ))
nicht homolog Null. Daher konnen je zwei von S/, Si,---, $/; nicht
durch @, getrennt sein.

O+ P)) —B; wird in die n; Gebiete 9!, $,---, 9, zerlegt. Hi
ist in einam von den beiden M, und Mj, etwa in MW, enthalten.
Dann muss $i(k=1, 2,---, ») auch in M, enthalten sein. Dznn je
zwei von Si, Si,---, Si; ist nicht durch @, getrennt. Daher ist der
Durchschnitt (9t,+ P;) (M+Q;) eine kompakte Menge oder eine
leere Menge. Ebenfalls ist der Durchschnitt (N)+P;) (M,+ Q)
eine kompakte Menge oder eine leere Menge.
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Wir konstruieren eine berandete Flache ¥, auf M;+ Q;(j=i+
1,i+2,-+, n+1) derart, dass B, die folgenden Bedingungen erfullt.

1. Der Rand von ¥, enthdlt Q,.

2. Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von ¥, mit
Q,, Ti, T, T}y Ti+Ti+---+Ti hat mit @+ Q@+ +Quu+ P,
+P,+ -+ P,,, keine Punkte gemeinsam. Wenn 9,(Q,+ Q.+ -+
Q.1+ P+ P+ -+ P,,,) nicht leer ist, so ist W,(@Q,+ Q.+ - Q1+ P,
+P,+---+P,,) in B, enthalten.

3. Jedes Ti(k=1, 2,---, n;) ist ein Schnitt von & und nicht
homolog Null. Jedes T besteht aus den 1-dimensionalen Simplexen
von einer Unterteilung von 4..

Da (N+P) (M,+Q,) (j=1, 2,---, n+1) eine kompakte Menge
oder leer ist, so muss jedes Ti(k=1, 2,---, #,) in 9, enthalten sein.
Anderseits, da je zwei von 9,(j=1, 2 -+, n+1) zueinander punkt-

fremd sind, so konnen je zwei von T,f(j-—1+1 -, n+1) keine
Punkte gemein haben.

Da Q,~Ti+Ti+---+T3; ist, so ist @+ Q.+ -+ Q;+ 3 (TI+ T}
+--+T%)~0. Je zwei von Q;, Q,,---, @;, Ti(k=1, 2,---, n;) (j=i
+1,--+, »+1)sind nun keineswegs durch das dritte von Q,, @.,---,
Q., TJ getrennt. Angenommen in der Tat, dass 77 und T, durch
@, getrennt sind, 77 sei in M, und T, sei in W enthalten. T}
bestimmt auf ® genau die beiden Gezbiete £, und £,, und eines von
den beiden £, und &, etwa &, ist in N; enthalten. €, enthdlt keine

Punkte von "§4 P; +“£ @y, so muss &, wie 77 in M, enthalten sein.
Aber N, ist in G— (921+P ) Y -enthalten, da N, und N; zueinan-
punktfremd sind, so muss £, in N; enthalten sein. Dies ist aber
ein Widerspruch, da (9, +P,) (N +Q,) eine kompakte Menge oder
leer ist.

Angenommen zweitens, dass @, und @, durch 77} getrennt ist.
T3 bestimmt auf & genau die beiden Gebiete £, und &, und eines
von den beiden &, und ¥,, etwa &, ist in %, enthalten.

Wir konnen ohne Einschriankung der Allgemeinheit, dass @, in
¢, enthalten ist. Wenn dabei M in 9N, enthalten ist, so muss N,
das N, damit auch das N, enthalten. Dies ist aber ein Wider-
spruch, da N, in N, enthalten ist und (M, +Q,) (N:+P.) eine
kompakte Menge oder leer ist.

Wenn M, in N; enthalten ist, so muss M. das N; enthalten.
Dies ist aber ein Widerspruch, da N} das N, enthdlt und (N +Q,)
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M.+ P,) eine kompakte Menge oder leer ist.

Also sind je zwei von @, Q,,---, Q;, Ti(k=1, 2,---, n;) =i+
1,--+, +1) keineswegs durch das dritte getrennt. Daher bildet Q,+
Q.4+ Q,A{%Z(T{+T£+ .-+ T3%,) den Rand einer berandeten Fliche
.

Wir konnen im Innern von $ ein einfach-geschlossenes Polygon
Q. derart konstruieren, dass Q. ~Ti"'+Ti""'+---4+T," ist, und
dass @Q;.. aus den 1-dimensionalen Simplexen von einer Untertei-
lung von 4; besteht. @;,, bestimmt auf $ genau die beiden Gebiete
%, und 9, und 9, bez. ., hat als Rand Qi,,+Ti""+Ti '+ +
. n+1
T} bez. Q,+Q2+---+Q;+j§£?‘{+7‘é+---+Tf;j).

Auf diese Weise konstruieren wir die zu b;.,, b;1s, -+, b..1 geho-
renden Q.;, Qiis-r, Quiy derart, dass je zwei von @, Q.--, @,
‘o1, @y keine Punkte gemein haben.

2. Fall. Mindestens zwei von P,, P,---, P, seien durch das
dritte getrennt. Wir bezzichnen die durch das P,+ P,+ ---+ P, auf
® bestimmten Gebiete mit &,, &,,---, &,. P;,, ist dann in einem
von G, §,,---, G, etwa in ®, enthalten. Wir nehmen an, dass G,
als Begrenzung die Menge P,+P.,+---+P,(j<i) hat. @, +@Q,+ -
+@Q; bestimmt dann nach dem Satze XIII auf @ die Gebiete &,
&,-+, &, und eines von &, &, -, &, etwa &, hat als Begrenzung
die Mznge Q,+ Q.+ ---+@,. Hierbei unterscheiden wir die fologen-
den zwei Fille.

Fall A. Je zwei von P, P,--, P, P;,, seien niemals durch
das dritte von P,, P,---, P;, P;,, getrennt. Wir konnen' wie im 1.
Falle ein zu b,,, gehorendes einfach-geschlossenes Polygon @;.,
derart konstruieren, dass @;., mit @,+ Q.+ ---+@; keine Punkte
gemein hat, und dass @;,, aus den 1-dimensionalen Simplexen von:
einer Unterteilung von 4, besteht. Da je zwei von @,, Q.- @,
Q;., nicht durch das dritte getrennt sind, so muss @;.; in & en-
thalten sein. Daher hat Q;,, mit Q,+Q,+---+@; keine Punkte
gemeinsam, "

Fall B. Mindestens zwei von P, P,---, P, P.,, seien durch
das dritte getrennt. In diesem Falle miissen mindestens zwei von
P, P,---, P; durch P.,, getrennt sein. Daher wird & durch P,,,
in die beiden Gebiete I, und I, zerlegt, und M, bez. M, hat als.

1.Vgl. den Beweis des Satzes VI.



122 Ken-iti Koseki.

Begrenzung etwa die Menge P+ P,+P,+--+P,(p<j) bez. P,
+P,.i+P,.o+--+P,. Wenn eines von den beiden P,,,+P,+P,+
---+P,und P, + P,.;+ -+ P; homolog Null ist, so konnen wir ein
einfach-geschlossenes Polygon .., auf &, konstruieren.

Wenn sowohl P;,,+ P, +---+ P, als auch P;,,+ P, ,;+ --- + P;nicht
homolog Null ist, so kénn=n wir die einfach-geschlossenen Polygone
L, und L, derart konstruieren, dass L, mit P;.;+P,+---+ P, und
L, mit P,,,+P,,,+ -+ P, homolog ist und L, mit P,,,+P,+--+P,
und L, mit P;,,+ P,,,+ -+ P; keine Punkte gemein hat, und dass
L, und L, aus den 1-dimensionalen Simplexen von einer Untertei-
lung von 4,.- L;+L,+ P,+P,+---+ P, bildet den Rand einer beran-
deten Fldache %B.

Nach dem 1. Falle konnen wir ein mit L, homologes einfach-
geschlossenes Polygon L; und ein mit L, homologes einfach-ges-
«chlossenss Polygon L; derart konstruieren, dass je zwei von Li, L,
@, Q.+, @, keine Punkte gemein haben, und dass sowohl L; als
auch L) aus den 1-dimensionalen Simplexen von einer Unterteilung
von d,. Da nach dem Satze XIII je zwei von @,, @y, Q;, L}, L.
«durch das dritte nicht getrennt sind, so bildet @,+ @,+ ---+Q;+ L{
+ L) den Rand einer berandeten Fldche .

Wir konnen im Innern von £ ein mit @, + Q.+ - +@Q,+L;
hombologes einfach-geschlossenes Polygon €., konstruieren derart,
dass @:., aus den 1-dimensionalen Simplexen von einer Unterteilung
von J, besteht. @,,, gehort offenbar zu b,,, und hat mit Q.+ @,
+ -+ + @, keine Punkte gemeinsam, da .., in &, enthalten ist.

Auf diese Weise konnen wir @Q,,:, Q..+, @, konstruieren.

W. z. b, w.

Deafinition : Es sei 4, eine Simplizialzerlegung von &. b,, b,,---,
b, (simtlich 2:0) seien die voneinander verschieden>n Elemente
von B-Gruppe von ®. Wenn wir ein zu b,(i=1, 2,---, ) gehoren-
des einfach-geschlossenes Polygon P,(i=1, 2,---, ) derart kon-
struieren konnen, dass P; aus den 1-dimensionalen Simplexen von
einer Unterteilung von 4, besteht und je zwei von P,, P,---, P,
keine Punkte g2mein haben, so sagen wir, dass die Elemente b,
bs,-++, b, miteinander keine Punkte gemein haben.

Aus dem Satze XIII und der obigen Definition konnen wir die
folgends Dafinition einfihren.

Dafinition : b,(20), 5,(20) und b.(3<0) seien die voneinander
verschiedenen, zueinander punktfremden Elemente von B, von &.
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P, P, und P, seien die zu b, b, und b, gehirenden, zueinander
punktfremden, einfach-geschlossenen Polygonz. Wenn P, und P,
durch P, getrennt sind, so sagen wir, dass 0, und &, durch b,
getrannt sind.

Satz XV. Es seien 4, und 4, die beiden voneinander unabhdn-
gigen' Simplizialzerlegungen einer orientierbaren offenen Fliche ®&.
b,(0) und b,(3:0) seien die beiden voneinander verschiedenen
Elemente von B,-Gruppe von &, und P, und P, seien die zu b, und
b, gehOrenden, zueinander punktfremden, einfach-geschlossenen
Polygone von der Art, dass P, und P, aus den l-dimensiopalen
Simplexen von einer Unterteilung von 4J, bestehen. @, und Q.
seien die zu b, und b, gehorenden, zueinander punktfremden,
einfach-geschlossenen Polygone von der Art, dass @, und @, aus
den 1-dimensionalen Simplexen von einer Unterteilung 4. von 4,
bestehen.

Wenn ein P, enthaltendes Gebiet & von beiden durch P, auf
& bestimmten Gebieten &, und £, unendliches Geschlecht® hat, so
muss auch ein @, enrhaltendes Gebiet M, von den beiden durch
@, auf ® bastimmten Gebieten 9, und M, unendliches Geschlecht
haben.

Wenn &, unendliches Geschlecht hat, so muss auch I, unen-
dliches Geschlecht haben.

Beweis. Angenommen in der Tat, dass &, unendliches Ges-
chlecht hat und I, endliches Geschlecht hat.

Nun muss (K +P,) (M, +Q,) eine kompakte Menge oder leer
sein. Angenommen in der Tat, dass (R,+P,) (I, +&,) nicht eine
kompakte Menge oder leer ist. Dann (+P;) (W, +@,) eine kom-
pakte Menge oder leer sein®. ‘

Q. bestimmt auf & genau die beiden Gebiete P, und L.
Eines von den beiden P, und P, etwa P, ist in M, enthalten.
Wir konstruieren auf P, + Q. eine berandete Fliche B derart, dass
B, die folgenden Bedingungen erfiillt.

1. 4, mag mit 4, tibereinstimmen.

2. ® sei berandete cber unberandete Fliche. Wenn es g einfach-geschlossene:
Jordan-Kurve C:(i=1, 2,---, g) auf @ von der Art gibt, dass je zwei von C: keine
- Punkte gemein haben, und dass 8 — (C;+C:+-:-+C,) zusammenhingend ist, und wenn
es nicht g+1 solche Kurve gibt, so sagen wir, das Geschlecht von ® sei gleich g.
Vgl. S. Stoilow. a. a. 0. S. 84.

3. Vgl. den Beweis des Satzes XIV.
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1. Der Rand von B enthilt Q,.

2. Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von B mit
Q., R, R.,-, R.. R,+R,+---+R, hat mit P,+P, keine Punkte
gemeinsam.

3. Jedes R;(i=1, 2,---, n) ist ein Schnitt von & end nicht
homolog Null. Alle R,, R,,---, R, bestehen aus den 1-dimensionalen
Simplexen von einer Unterteilung von 4.

Aus der Annahme, dass (&,+P)(M,+@Q,) eine kompakte
Menge oder leer ist, folgt ohne weiteres, dass (P,+@.) —3B in &
enthalten sein muss. Da R,+R,+ - +R.,~@Q, ist, so muss R,+R,
+-.--+R,+P, die Begrenzung einer kompakten Menge MM sein.
Anderseits bastimmt P, auf &, genau die beiden Gebiete $; und
9., und zwar, dass , bez. 9, als Begrenzung die Menge P, bez.
P, +P, hat. Da P, nicht homolog mit P, ist, und da sowohl P, als
auch P, nicht homolog Null ist, ist sowohl $,+ P, als auch 9.+ P,
+ P, nicht eine kompakte Menge. Da jedes von R,, R,,---, R, in
&, enthalten ist, muss I eines von $,+ P, und $,+ P, + P, enthalten.
Dies ist ein Widerspruch mit der Tatsache, dess I eine kompakte
Menge ist. Folglich muss (&4 P,) (M, +Q,) eine kompakte Menge
oder leer sein. Damit muss (R +P) (IMM.+@,) eine kompakte
Menge oder leer sein.

Wir konstruieren auf 9.+ @, eine bzrandete Flidche N derart,
dass N die folgenden Bedingungen erfullt.

1. Der Rand von R enthilt Q,.

2. Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von M mit
@, T, Ty, T,. T,+T,+--+T, hat mit P,+P, keine Punkte
gemeinsam.

3. Jedes Ti(i=1, 2,---, s) ist ein Schnitt von & und nicht
homolog Null. Alle T3, T..--+, T, bestehen aus den 1-dimensionalen
Simplexen von einer Unterteilung von 4..

Aus der Tatsache, dass (& +P;) (M.+@,;) eine kompakte
Menge oder leer ist, muss (M,+Q,)—N in K, enthalten sein. So
enthdlt M, +N das Gebiet K.

Aus der Annahme, dass &, unendliches Geschlecht hat, muss
auch ¢, +N unendliches Geschlecht haben.

Nun muss R endliches Geschlecht haben, da N eine berandete
Fldche ist. Dieses Geshlecht bezeichnen wir mit @. Nach der
Annabme hat I, auch endliches Geschlecht, das bezeichnen wir
mit b. '
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Nun, da M, +N un=ndliches Geschlecht hat, so koénnen wir
die a+b+1 einfach-geschlossenen Jordan-kurve A,, A.,-+-Anipe IM
Innern von M, +N derart konstruieren, dass je zwei von A,, A,
-+, Auipe1 keine Punkte gemein haben, und dass (,+N) — (A, +
A,+ -+ Aqiper) zusammenhidngend ist.

Wir verbinden einen auf einem Ufer von A,(i=1, 2,---a+b+1)
liegenden Punkt mit einam auf dem andern Ufer von A, liegenden
Punkt durch ein im Innern von (MM, +MN)— (A, + Ao+ -+ Aeinsr)
laufenden Bogen B,.

Wir konstruieren auf I, + @, eine berandete Fliche A derart,
dass der Rand von A die Menge @, enthilt, und dass I, — (das
Innere von A) mit Q@ +A,+A+ -+ Asspi1+ B+ Bo+ - +Baipis
keine Punkte gemein hat. @, +A,+A.+ -+ Aeios1+ B+ B+ +
B..».; muss dann im Innesrn der berandeten Fldche A+ N enthalten
sein. A+N—(A;+A.+ -+ Aesrsy) ist dann offenbar zusammen-
hiangend. Daher muss das Geschlecht von A+9N>>a+b+1 sein.

Nun, da 2 in M, enthalten ist, so muss das Geschlecht von
A<b sein. Wir bezeichnen das Geshlecht von A mit g. Es ist
dann leicht einzusehen, dass das Geschlecht von 3+ R=a+g ist.
Dies widerspricht aber der Tatsache, dass das Geaschlecht von
A+N=a+b+1 ist.

Also kommen wir unter der Annahme, dass &, unendliches
Geschlecht hat und 9, endliches Geschlecht hat. Daher muss,
wenn &, unendliches Geschlecht hat, 9, auch unendliches Ges-
chlecht haben. :

Ebenfalls konnen wir zeigen, dass, wenn &, unendliches Ges-
chlecht hat, so M, auch unendliches Geschlecht haben muss.

W. z. b. w.

Dafinition : Es sei 4, eine Simplizialzerlegung einer orientier-
baren offenen Fldche ®. b5,(%0) und 0,(%0) seien die beiden
voneinander verschiedenen, zueinander punktfremden, Elemente
von B,-Gruppe von &, und P, und P, seine die zu b, und b, gehoren-
den, zueinander punktfremden, einfach-geschlossenen Polygone von
der Art, dass P, und P, aus den 1-dimensionalen Simplexen von
einer Unterteilung von 4,. Wenn ein P, enthaltendes Gebiet &,
von den beiden durch P, auf & bestimmten Gebieten &, und &,
unendliches Geschlecht hat, so sagen wir, dass b, in bezug auf b,
in der Szite von unendlichem Geschlecht liegt.

Wenn &, endliches Geschlecht hat, so sagen wir, dass b, in
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bezug auf b, in der Seite von endlichem Geschlecht liegt.

Auf ganz analoge  Weise konnen wir den folgenden Satz
beweisen.

Satz XVI. Es seien 4, und 4, die beiden voneinander unab-
hidngigen' Simplizialzerlegungen einer orientierbaren offenen Fliche
®. b sei ein einziges von Null verschiedenes Element von B,-
Gruppe von &, und P und @ seien die zu b gehérenden einfach-
geschlossenen Polygone von der Art, dass P bez. @ aus den 1-
dimensionalen Simplexen von einer Unterteilung von 4J; bez. 4,
besteht.

Wenn ein Gebiet von den beiden durch P auf & bestimmten
Gebieten endliches Geschlecht hat und das andere unendliches
Geschlecht hat, so muss ein Gebiet von den beiden durch @ auf
® bestimmten Gebieten endliches Geschlecht und das andere unen-
dliches Geschlecht haben.

Wenn die beiden durch P auf & bestimmten Gebiete die en-
dlichen (unendlichen) Geschlechter haben, so missen die beiden
durch @ auf & bestimmten Gebiete die endlichen (unendlichen)
Geschlechter haben.

Beweis. P bestimmt auf & genau die beiden Gebiete 9, und
M,. @ bestimmt auf & genau die beiden Gebiete R, und N.. Eines
von den beiden (W,+P)(N+Q), und (M+P)(N,+Q), etwa
(W,+ P) (N, +Q) muss, wie bisher hdufig gezeigt worden ist, eine
kompakte Menge oder leer sein.

Wir konnen wie im Beweise des Satzer XV zeigen, dass, wenn
M, unendliches Geschlecht hat, so 3, auch unendliches Geschlecht
haben muss, W. z. b. w.

Definition: Wir nehmen die obige Bezeichnungen an. Wenn
sowohl I, als auch M, unendliches Geschlecht hat, sqo sagen wir,
dass & auf ® die beiden Gebiete bestimmt, die die unendlichen
Geschlechter haben.

Wenn eines von I, und M, endliches Geschlecht und das
andere unendliches Geschlecht hat, so sagen wir, dass ein Gebiet
von den beiden durch b auf & bestimmten Gebiete endliches
Geschlecht und das andere unendliches Geschlecht hat.

Satz XVII. Es seien & und @&’ zwei orientierbare offene
Flachen, und B, bez. B; sei BGruppe von & bez. &'. Dafiir,

1. 4; mag mit 4, identisch sein.
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dass ® und ® homdomorph sind, sind die folgenden drei Beding-
ungen notwendig.

1. ® und ® haben dasselbe Geschlecht.

2. ib,} (n=1, 2,---, ad. unendlich oder endlich) sei eine geei-
gnete Basis von B, von der Art, dass beliebige endlich-viele
Elemente von {b,} zueinander punktfremd sind. {&,{ sei eine
geeignete Basis von B von der Art, dass beliebige endlich-viele
Elemente von {b,! zueinander punktfremd sind’. Es ldsst sich
zwischen (b, ‘{und !b,! eine eineindeutige Zuordnung® b,2b, (»
=1, 2,---) derart herstellen, dass, wenn b, und b, durch b, getrennt
sind, so b; und b; durch b; getrennt sind.

3. @;(=0) und a;(=0) seien die beliebigen voneinander ver-
schiedenen Elemente von B, und @; und «: seien die beiden, durch.
obiges Isomorphismus den Elementen @, und a. entsprechenden
Elemente von B;,. Jenachdem a. in bezug auf @, in der Seite von:
unendlichem oder endlichem Geschlecht liegt, liegt @) in bezug auf’
a, in der Seite von unendlichem oder endlichem Geschlecht.

Wenn B, ein einziges von Null verschiedenes Element b, hat,.
so muss 3. durch die folgende Bedingung 3’ ersetzt werden.

3. Wenn b, auf & die beiden Gebiete, die die unendlichen:
(oder endlichen) Geschlechter haben, bestimmt, so bestimmt auch
b, auf &' die beiden Gebiete, die die unendlichen (oder endlichen)
Geschlechter haben.

Wenn eines von den beiden, durch &, auf @5 bestimmten,
Gebieten endliches Geschlecht hat und das andere unendliches.
Geschlecht hat, so hat eines von den beiden, durch b; auf & bes-
timmten Gebieten, endliches Geschlecht und das andere unendliches.
Geschlecht. _

Beweis. Dieser Satz folgt ohne weiteres aus den Sitzen XIII,
XIV, XV, XVL

Die Umkehrung dieses Satzes auch gilt.

Satz XVIII. Es seien @ und & zwei orientierbare offene:
Flichen, und B, bez. B, sei B-Gruppe von & bez. ®. Dafir,
dass @ und ®' homoomorph sind, sind die folgenden drei Bedin-

1. Wenn B, ein einziges von Null verschiedéenes Element hat, so muss B,/ aus-
einem einzigen von Null verschiedenen Element bestehen. Wenn B, nur Null-Element
hat, so muss B,” auch nur Null-Element haben.

2. Diese Zuordnung induziert nach dem Satze IV ein Isomorphismus zwischen
B, und By. ' ‘
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gungen hinreichend.

1. @ und &' haben dasselbe Geschlecht.

_ 2. {b.s(n=1, 2,---) sei eine gecignete Basis von B; von der Art,

dass beliebige endlich-viele Elemente von }b,{ zueinander punkt-
fremd sind. {b,¢ sei eine geeignete Basis von B, von der Art, dass
beliebige endlich-viele Elemente von {b,{ zueinander punktfremd
sind. Es ldsst sich zwischen {b.{ und {b,{ eine eineindeutige
Zuordnung' b,22b, (n=1, 2, 3,---) herstellen derart, dass, wenn
b; und b, durch b, getrennt sind, so b; und b; durch b, getrennt
sind®

3. a;(=0) und a,(30) seien die beliebigen Elemente von B,
und a; und a: seien die beiden, durch obiges Isomorphismus den
a, und a, entsprechechenden Elemente von B, Wenn® sowohl g,
und a, als auch a@; und a) zueinander punktfremd sind, und wenn
a, in bezug auf g, in der S=ite von unendlichem (oder endlichem)
‘Geschlecht liegt, so liegt ai in bezug auf ¢, in der Seite von unen-
dlichem (oder endlichem) Geschlecht.

Wenn B, ein einziges von Null verschiedenes Element b, hat,
so muss 3. durch die folgende Bedingung 3’ ersetzt werden.

3. Wenn b, auf @ die beiden Gebiete, die die unendlichen
(oder endlichen) Geschlechter haben, bestimmt, so bestimmt auch
b; auf & die beiden Gebiete, die die unendlichen (oder endlichen)
Geschlechter haben.

Wenn eines von den beiden, durch b, auf & bestimmten,
Gebieten endliches Geschlecht und das andere unendliches Gesch-
lecht hat, so hat eines von den beiden, durch b; auf &' bestimmiten,
Gebieten endliches Geschlecht und das andere unedliches Gesch-
lecht.

Beweis. 4, und 4; seien die vorgelegten Simplizialzerlegungen
von @ und ®&'. Als Simplizialzerlegung von @ bez. & nehmen
wir im folgenden 4, bez. 4; und die sukzessiven Unterteilungen
von 4, bez. 4, auf. Wir unterscheidsn die folgenden drei Fille.

1. Fall. B, besteht aus mindestens zwei von Null verschie-

1. Dise Zuordnung induziert ein Isomorphismus zwischen B, und B,’.

2., Wenn B, ein einziges von Null verschiedenes Element hat, so muss B,/ aus
einem einzigen von Null verschiedenen Element bestehen. Wenn B, nur Null-Element
hat, so muss By’ auch nur Null-Element haben,

3. Diese Bedingung ist ein wenig schwicher als die Bedingung 3 des Satzes XVII,
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denen Elementen'. In diesem Falle muss {b,} aus mindestens zwei
Elementen.

1. Schritt: T, séi ein zu b, gehorendes einfach-geschlossenes
Polygon von der Art, dass 7; aus den l-dimensionalen Simplexen
von einer Unterteilung 4, von 4, besteht. 7, bestimmt auf &
genau die beiden Gebiete 9%, und M,. Dabei konnen wir anneh-
men, dass, wenn eines von den beiden M, und IM,, etwa M, end-
liches Geschlecht hat, M, Geschlecht Null hat.

Wenn 9, in der Tat endliches Geschlecht hat, so kénnen® wir
auf M, ein mit 7, homologes einfach-geschlossenes Polygon V;
derart konstruieren, dass, wenn wir die durch T,+ V; berandete
Fldache mit @ bzzeichnen, MM, +7,—P Geschlecht Null hat. Wir
haben nur zu bazeichnen wiederum M, + (P—V,) mit W, M.+ T}

—%P mit M,, V, mit T.. ‘

Wir koénnen nach der Bedingung 2 dieses Satzes ein zu b
gehorendes einfach-geschlossenes Polygon 7, derart konstruieren,
dass 7, mit 7, keine Punkte gemein hat. Wir nehmen an, dass
T, in M, enthalten ist.

Wir konstruieren auf 9, + T, eine berandete Fliache % von der
Art, dass der Rand von A das T, enthdlt und das Innere von U
das 7, enthilt, und dass alle mit 7T, gemeinsame Punkte enthal-
tenden 2-dimensionalen Simplexe von 4. in % enthalten sind, und
dass jeds Komponente des Randes von % ein Schnitt von & und
nicht homolog Null ist.

Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von A mit T,
R, R,---, R.(n=2). R;(i=1, 2,---, n) bastimmt auf & genau die
beiden Gebiete, und eines von diesen beiden Gebiete muss in I,
enthalten sein. Dieses Gebiet bezeichnen wir mit &. Wenn &;
endliches Geschlecht hat, so ersetzen wir R, durch ein in &, liegen-
des, mit R, homologes einfach-geschlossenes Polygon W, von der
Art, dass, wenn wir die durch R;+ W, berandete Fliche mit %B;
bezeichnen, &;+ R;,—B, Geschlecht Null hat. Daher konnen wir
von Anfang an annehmen, dass &; unendliches Geschlecht oder
Geschlecht Null hat.

1. Es kann nicht sich ergeben, dass B; aus genau zwei von Null verschiedenen
Elementen besteht. Denn, wenn a und b die beiden von Null verschiedenen Elemente
von B, sind, so muss B, a+b(5%0) enthalten,

2. Vgl. den Beweis des Satzes VI.
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R, gehOrt zu-‘einem Element g, von B,, so ldsst sich a, als:
lineare Kombination von endlich-vielen Elementen von der Basis
{b.i von B, darstellen derart, dass a,=bi,+ bi,+ -+ + b},

Wir nehmen aus &,(j=1, 2,---, p,) (i=1, 2,---, n) alle, bis auf
b,, Elemente auf, die durch das dritte von b{, niemals getrennt vom
b, sind, und wir bezeichnen diese Elemente mit by, by,-++, by,

Wir konnen die einfach-geschlossenen Polygone T, T\, Tip
derart konstruieren, dass 7,;(i=1, 2,---, p) zu b;, gehort, und dass.
je zwei von T, Ty, T\,,---, T, keine Punkte gemein haben.

Je zwei von T, T, T, -, T, konnen™ durch das dritte von
T, T,, Ty, -, T, getrennt sein. Je zwei von T\, T, --T5, konnen
nicht in der Tat durch T, getrennt sein, da jedes T.(i=1, 2,--,
p) wie R, R,---, R, in M, enthalten sein muss.” Angenommen
zweitens, dass 7Ty, und T, durch T,; getrennt sind. 73 bestimmt.
auf @ genau die beiden Gebiete R, und PR, und zwar, dass T,
etwa in 5, und T,, in P, enthalthn ist. Wenn 7, in 9, enthalten:
ist, so sind 7, und T, durch T3, getrennt. Dies widerspricht aber
der Eigenschaft von T, T.,--, T

Wir kionnen' ein zu b, +b,,+ ---+b,, gehdrendes einfach-geschlos-
senes Polygon V,, auf 9%, derart konstruieren, dass V,, mit 7, +
T,+Ty+ - +T,, keine Punte gemein hat. T,4+Ty+--+T,,+ Vi,
bildet dann den Rand einer berandeten Fliche ®,. ' T.(k=1, 2,---,
p) bestimmt auf 9N, genau die beiden Gebiete, und -eines von
diesen beiden Gebieten hat mit &, keine Punkte gemeinsam.
Dieses Gebiet bezeichnen wir mit 9.

Wir nehmen zweitens aus bj,(j=1, 2,---, p,) (i=1, 2,---, n) alle
Elemente auf, die durch b,.(k=1, 2,---, p) getrennt von b, und durch
ein von b,(k=1, 2., p) verschiedenes Element von b, niemals
getrennt von b, sind. Wir bezeichnen diese Elemente mit by, by,
) kg, c ~

Wir konnen die e€infach-geschlossenen Polygone Ty Tie,:--s
Tu.,,,c derart’ konstruieren, dass T:(i=1, 2,---, g,) zu by, gehort,
und dass ‘je zwei von T,, Ty, T..(i=1, 2, q.) Kkeine Punkte
gemein haben. Jedes Ti;(i=1, 2,---, ¢,) muss dann in $,, enthalten
sein. Wir konstruieren in . ein zu b+ b+ -+ + by, gehorendes
einfach-geschlossenes Polygon V,,, derart, dass Vi, mit T+ Tie

Tk

1. Vgl. den Beweis des Satzes VI.
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3 ’
+ -+ T keine Punkte gemein hat. T+ 3T+ Vi, bildet dann
i=1

den Rand einer berandeten Fliche . &, ist in 9+ T'; enthalten.

Zu endlich vielen verschiedenen Malen wiederholen wir dieses
Verfahren, so werden alle b,(j=1, 2,--, p:) (i=1, 2,---, n) sich
erschofen. Wir konnen annehmen, dass mit b, b, (k=1 2,---, p)
bi(i=1, 2,---, q) (k=1, 2,---, ) insgesamt bi;(j=1, 2,---, p,) (i=1,
2,---, n) sich erschofen, da andernfalls die folgende Beweisfiihrung
nicht sich verdndert.

Wir konnen im Innern von &,+6,,+®,,+ - +8,, ein mir R,
G=12,---, n)'homologes einfach-geschlossenes Polygon S; konstru-
ieren. S; bestimmt auf G,+G,,+G.+ -+, genau die beiden
berandeten Flichen und zwar, dass eine von diesen beiden beran-
deten Fidchen als Rand nicht 7, enthdlt. Diese berandete Fliachen
bezeichnen wir mit ¥, und wir bezeichnen die Komponenten des
Randes von @; mit S;, Si, Si,--, 'ng'

Jedes Si(i=1, 2,---, s,) (j=1, 2,---, ) ist mit einem von T..(
=1, 2,,q) (k=1, 2,---, p), Vi, (k=1 2,---, p), V,, identisch.

Nach dem Satze XIV kénnen wir ein mit Si(i=1, 2,---, s,)
homologes einfach-geschlossenes Polygon Ui(i=1, 2,---, s;) derart
konstruieren, dass jé zwei von Ui(i=1, 2,---, s;) keine Punkte
gemein haben, und dass jedes Ui(i=1, 2,---, s;) mit R,+ T, keine
Punkte gemein hat. Jedes U muss dann nach dem Satze XIII in
R, enthalten sein, da $! und 7 durch S; gertennt sind. Daraus
folgt ohne weiteres, dass fiir zwei verschiedene (j, i) und (%, p)
S! und S nicht identisch sind. 7T+ (Ui+ U£+~-+U£j) bildet
den Rand einer berandeten Fliche £ auf 9.

Jedes U4 ist homolog mit einem von T.,(i=1, 2,---, q.)(k=1,
2,4 0), Vug,(k=1, 2,-+, p) und V,,. Umgekehrt ist jedes von
Ty, Vg, und- Vy, homolog mit einem von Ui(i=1, 2, s (j=1,
2,--, #).'Denn diee Summe eines echten Teilsystems von T3, V,,
Virgy Tus(i=1, 2,---, q,) kann nach dem Satze VIl niemals null-
homiolog -sein. : .

T: sei ein zu b; gehorendes einfach-geschlossenes Polygon von
der Art, dass T; aus den 1-dimensionalen Simplexen von einer
Unterteilung 45 von .4] besteht. 77 bestimmt auf ®’ genau die
beiden Gebiete W& und M4 T, sei ein zu. b; gehOrendes, mit T3
keine Punkte gemeinsam besitzendes, einfach-geschlossenes Polygon.
T sei in M, enthalten. Wenn. 9, Geschlecht Null. hat, so muss
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nach der Bedingung 3 90 endliches Geschlecht haben. Wir kdnnen
debei annehmen, dass 9 wie M, Geschlecht Null hat.

w(@=1, 2,--+, p) sei das dem b,; entsprechendes Element von
Bi. Wir kinnen ein zu b); gehorendes einfach-geschlossenes Poly-
gon T derart konstruieren, dass je zwei von T, T+, T}, keine
Punkte gemein haben. Nach der Bedingung 2 muss jedes T'; wie
T, in W enthalten sein. Wir konstruieren ein zu b;+bj,+ -+ +b;,
gahorendss einfach-geschlossenes Vi, derart, dass V}, mit T+ T,
+---+ T3, keine Punkte gemein hat.

T:+Tu+---+Ti,+ V,, bildet dann den Rand einer berandeten
Fliche ®!. Ti.(k=1, 2,--, p) bestimmt auf 9| genau die beiden
Gebiete, und eines von diesen beiden Gebieten hat mit ®&; keine
Punkte gemeinsam. Dieses Gebiet bezeichnen wir mit $,.

w(@=1, 2,---, qi) (k=1, 2,---, p) sei das dem b, entsprechen-

des Element. Wir konnen die einfach-geschlossenen Polygone T,
T+, Tiw,, Viu, derart konstruieren, dass T, zu biu(i=1, 2,---,
g und Vi, zu bi+bi + - +bis, gehort, und dass je zwei von
wi(i=1, 2,-+, qi), Vi, keine Punkte gemein haben und jedes
T:(=1, 2,--, ¢;) und Vi, mit T;+ T, keine Punkte gemein hat.

9
1w+ 2T+ Vi, bildet dann den Rand einer berandeten Fliche
i=1 .

®),, und &), muss in 9.+ T, enthalten sein.
q,

T4+,_§'_’; i Lot E Viu,+ Vi, bildet den Rand von ®,+;,+---
+@®),. Wir stellen eine Zuordnung v von der Art her, dass Ty
2T, T2T Vi 2 Vi, Vu2Vi,. Wir setzen v(S)=S/(i=1,
2,-++, s;), und wir konstruieren im Innern von & +@ +---+@,
ein mit S;'+S3'+---+S.! homologes einfach-geschlossenes Polygon
R;. R) bestimmt auf & +G},+---+®], genau die beiden Gebiete
N, und N, und zwar, dass N als Rand das S\'+S;)'+---+ S+ R;
hat. Zweitens konstruieren wir im Innern von 9 ein mit S)'+ S
+---+S2 homologes einfach-geschlossenes Polygon R:;. Auf diese
Weise konstruieren wir R, R.---, R, derart, dass je zwei von T},
R, R,---, R, keine Punkte gemein haben.

T+ R +R,+---+ R, bildet den Rand einer berandeten Fliche
A auf M. VE—A’ wird in % Gebiete K, K-, K. zerlegt, wobei
Ki(i=1, 2,---, n) als Bxgrenzung das R; hat. Wir konnen anneh-
men, dass & unendliches Geschlecht oder Geschlecht Null hat.

Wir bezeichnen das Geschlecht von 2 mit p und das Gechlecht
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von A’ mit p'.

Wenn p=p’ ist, so kdnnen wir eine togologische Abbildung =,
von A auf A’ derart herstellen, dass R;(i=1, 2,---, ») durdh =, sich
auf R: und T; sich auf T abbilden lassen.

Angenommen zweitens, dass p>p’ ist. Aus der Badingung 1
dieses Satzes und aus der Konstruktionsmethode von 2 und U,
muss eines von R;(i=1, 2,---, n) unendliches Geschlecht haben.
Wenn etwa & unendliches Geschlecht hat, so konstruieren wir auf
& ein mit R homologes einfach-geschlossenes Polygon W) derart,
dass die durch R;+ W. berandete Fliche ' das Geschlecht p—p’
" hat. W+ hat dann das Geschlecht p. Wir bezeichenen der
Kiirze halber wiederum Wi mit Ri, '+ mit %' und K+ R,—F’
mit K. Wir konnen danach eine topologische Abbildung =, von
9 auf W derart herstellen, dass durch ¢, R;(i=1, 2,---, ») sich auf
R, und T, sich auf T abbilden lassen.

Wenn p <p’ ist, gilt ganz dhnliche Verfahrungsweise.

2. Schritt: Wir konstruieren auf &(i=1, 2,---, ) eine beran-
dete Flache ¥;; derart, dass der Rand von ;;, das R; enthilt und
jede Komponente des Randes von 9, ein Schnitt von & und
nicht nullhomolog ist, und dass alle mit R; gemeinsame Punkte
enthaltenden und noch nicht in U’ enthaltenen Simplexe von 4 in
A+ Aj 4+ --- + Al enthalten sind. (K + &) —AL; wird genau in die
n, Gebiete &, Kb,-, K zerlegt. Wir konnen annehmen, dass
jedes &,(j=1, 2,---, n;) (i=1, 2,~-, ») unendliches Geschlecht oder
Geschlecht Null hat. _

Wir beszeichnen die Komponenten des Randes von Uj; mit R
Ri, Ri,--, Ri,. Wenn n,=1 ist, so konstruieren wir auf &+ R,
eine berandete Fldache ,; derart, dass der Rand von ,; aus R; und
einem mit R; homologen einfach-geschlossenes Polygon R,, besteht.

Angenommen zweitens, dass n,>1 ist. Rj; gehort zu einem
Element «;(j=1, 2,---, n;) von B von &'. a,; sei das dem aj;
entsprechende Element von B, Wie im 1. Schritte konnen wir
auf & die einfach-geschlossene Polygone P,, P.,--, P._,, P..,, P...,
-+, P,, P;(j=1, 2,---, m;) derart konstruieren, dass P, zu a,, P, zu
@+, Py zu a;; gehort, und dass T+ P+ P+ + P+ P+ +

P,+ X,Pj bildet den Rand einer berandeten Fldache & auf ®.
i=1

Wir konnen nun im Innern von R ein mit 7, +P,+ -+ P._, +
P.,.+---+ P, homologes einfach-geschlossenes Polygon P; konstruie-
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ren. Je zwei von T}, P, P, P._,, P, Pi,,,---, P,, P;(i=1, 2,---,
n;) haben keine Punkte gemeinsam. Daher kénnen wir nach dem
Satze XIV ein zu a;; gehorendes einfach-geschlossenes Polygon R,
derart Konstruieren, dass je zwei von R,(j=1, 2,---, n;) keine
Punkte gemein haben, und dass jedes R; mit T, + R, + - +R,_, +
R;+R;,,+ -+ R, keine Punkte gemein haben.

Jedes P,;(j=1, 2,---, n,) ist durch P; getrennt von T, damit
muss nach dem Satze XIII jedes R,; durch R, von T getrennt sein.
Folglich muss jedes R,; in & enthalten sein.

R+ ﬁﬁlR,, bildet den Rand einer berandeten Fliche U, auf
i=

R:+R. (K+R)—UA, wird genau in die n, Gebiete &, K., -,
.., zerlegt. Wir konnen annehmen, dass. jedes &;(j=1, 2.+, n))
(i=1, 2,---, n) unendliches Geschlecht oder Geschlecht Null hat.

Wir bezeichnen das Geschlecht 2;; mit » und das Geschlecht
von Aj; mit p’. Wir im 1. Schritte konnen wir annehmen, dass
p=p' ist. Wir konnen dann eine topologische Abbildung z.; von
A, auf 2Aj;, derart herstellen, dass R,; sich durch =, auf R}; und
R; sich durch t,;, auf R; abbilden lassen, und dass auf R; z; und
7., ganz Ubereinstimmen.

3. Schritt: Setzen wir diese Verfahren abwechselnd fur W
und M, fort, so konnen wir eine topologische Abbildung = von
M, auf Vi, herstellen. Ebenfalls konnen wir. eine_ topologische
Abbildung 2 von M, auf M. herstellen. Dabei konnen wir sogar
fordern, dass auf 7, ¢ und g ganz tibereinstimmen.

.2. Fall. B, besteht aus nur einem einzigen von Null verschie-
denen Element b,. In diesem Falle muss B; nach der Bedingung
2 aus nur einem einzigen von Null verschiedenen Element b,
Wir unterscheiden den 2. Fall in die folgenden deiden Fille.

Fall A. Eines von den beiden, durch b, auf ® bestimmten
‘Gebieten hat endliches Geschlecht und das andere hat unendliches
Geschlecht. :

T, sei ein zu b, gehorendes einfach-geschlossenes Polygon von
der Art, dass 7, aus den l-dimensionalen Simplexen von einer
Unterteilung 4, von J, besteht. 7T, bestimmt ‘auf &’ genau die
beiden Gebiete M, und M,. Wir konnen annehmen, dass Wi, das
Geschlecht Null hat. :

T} sei ein zu b; gehorendes einfach-geschlossenes Polygon von
der Art, dass- 7T'; aus .den I-dimensionalen Simplexen von einer
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Unterteilung 4, von 4; besteht. 7'| bestimmt auf & genau die
beiden Gebiete M) und M. Nach der Bedingung 3’ dieses Satzes
muss eines von den beiden Wi und Wi, etwa M: endliches Ges-
chlecht haben. Wir konnen annehmen, dass 9t das Geschlecht
Null hat. ’

Wir konstruieren auf M, + T, eine berandete Fliche ®, derart,
dass der Rand von ®, das T, enthdlt und jede Komponente des
Randes von &, ein Schnitt von & und nicht nullhomolog ist, und
dass alle mit 7', gemeinsame Punkte enthaltenden 2-dimensionalen
Simplexe von 4, in &, enthalten sind.

Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von &, mit T},
R, R,--, R,. Dabei muss =1 sein. Denn wenn n>1 ist, so
kann nicht nach dem Satze VII jedes R,(i=1, 2,---, ) homolog
mit 7%, sein. Dies ist unmoglich, da B, aus nur einem einzigen
von Null verschiedenen Element b, besteht.

Wir konstruieren auf 9+ 7| eine berandete Fliche ®; derart,
dass der Rand von & das T'; enthdlt und jede Komponente des
Randes von &) ein Schnitt von & und nicht nullhomolog ist, und
dass alle mit 7'} gemeinsame Punkte enthaltenden 2-dimensionalen
Simplexe von 4. in ] enthalten sind. Der Rand von ®; besteht
aus zwei einfach-geschlossenen Polygonen T'; und R;.

Wir bezeichnen das Geschlecht von &; mit p und das Ges-
chlecht von &) mit . Wir im 1. Falle konnen wir annehmen,
dass p=p’ ist. Wir konnen dann eine topologische Abbildung =,
von &, auf G derart herstellen, dass durch =, R, sich auf R; und
T, sich auf T'; abbilden lasst.

Zu unendlich vielen verschiedenen Malen setzen wir diese
Verfahren fort, so konnen wir eine topologische Abbildung = von
M, auf Py herstellen. Ebenfalls konnen wir eine topologische
Abbildung # von I, auf M, herstellen. Dabei kénnen wir sogar
fordern, dass auf 7, = und ¢ ganz Ubereinstimmen.

Fall B. b, bestimmt auf & die beiden Gebiete, die die unen-
dlichen (endhchen) Geschlechter haben. In diesem Falle konnen
wir auf dhnliche Weise wie im Falle A. zeigen, dass ® und ®
homoéomnrph sind. v

3. Fall. B, besteht aus unr Null-Element. In diesem Falle
muss B; nach der Bedingung 2 aus Null-Element bestehen.

T, sei ein, emfach-gecchlossenes Polygon und sei ein Schnitt
von & von der Art dass T, aus den 1-dimensionalen Simplexen
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von einer Unterteilung 4, von dJ, besteht. 7 bestimmt dann auf
& genau die beiden Gebiete 9, und Y, und eines von den beiden
VL4 T, und W, +T,, etwa M, + T, muss kompakt sein. Wir kon-
struieren auf 9,+ 7, eine berandete Fliache A derart, dass der
Rand von A das T, enthilt und jede Komponente des Randes ein
Schnitt von & ist, und dass alle mit 7, gemeinsame Punkte
enthaltenden 2-dimensionalen Simplexe von 4, in 2 enthalten sind.

Wir bezeichnen die Komponenten des Randes von 2 mit T,
R, R,---, R, R, bestimmt auf ® genau die beiden. Gebiete, und
eines von diesen beiden Gebieten muss in i, enthalten sein. Wir
bezeichnen dieses Gebiet mit K. ,

Eines und nur eines von den & +R,, K+R,,---, &+ R, muss
nicht kompakt sein. Angenommen in der Tat, dass & + R, und
R,+ R, nicht kompakt sind. R, bestimmt auf ® die beiden Gebiete
& und ML+A+ K+ -+ K. Aber sowohl W, +A+K+---+ K, als
auch &,+ R, kann nicht kompakt sein. Dies widerspricht der
Annahme, dass B, aus Null-Element besteht.

Wir nehmen an, dass & + 7T nicht kompakt ist und &+ R,, -,
K.+ R, kompakt sind. Dear Kiirze halber bezeichnen wir A+ &,+
-+ R, wiederum mit A. Dar Rand uon A besteht dann aus T,
und R, und G— (A+W,) ist nicht kompakt.

T sei ein einfach-geschlossenes Polygon und sei ein Schnitt
von & von der Art, dass T, aus den 1-dimensionalen Simplexen
von einer Unterteilung J; von d; besteht. T bastimmt auf &' die
beiden Gebiete W und W  Wir nehmen an, dass M+ T} kompakt
ist.

Wir konnen auf Wi+ T'; eine berandete Flidche %’ von der Art,
dass der Rand von U’ aus zwei einfach-geschlossenen Polygonen

' und R; besteht, und dass alle mit 7; gemeinsame Punkte
enthaltenden 2-dimensionalen Simplexe von 4; in 9’ enthalten sind.
Wir bezeichnen (944 77)—" mit K.

Wir bezeichnen das Ge-chlecht von 9,4+ mit p und das
Geschlecht von M+’ mit p’. Wenn p=p’ ist, so kOnnen wir
eine topologische Abbildung =, von M,+2A auf M+ A’ derart
herstellen, dass dusch 7, R, sich auf R; abbilden lisst.

Wenn p>p’ ist, so konstruieren wir auf & + R, eine berandete
Fliache ¥’ derart, dass der Rand von ®’ aus zwei einfach-geschlo-
ssenen Polygonen R; und S; besteht, und dass das Geschlecht von
B’ gleich p—p’ ist. Der Kiirze halber bezeichnen wir wiederum
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A +B mit A’ und S| mit R.. Wir konnen danach eine topologi-
sche Abbildung z; von M, +A auf I+ A’ derart herstellen, dass
durch =, R, sich auf R] abbilden lasst.

Wenn p <p’ ist, gilt die dhnliche Verfahrungeweise.

Zu unendlich vielen verschiedenen Malen wiederholen wir das
obige Verfahren, so konnen wir eine topologische Abbildung von
& auf &' herstellen. - W. z. b. w.

Die Beziehungen zwischen B,-Gruppe und dem Geschlecht und
die Homoomorphie-Bedingungen fiir nicht orientierbare offene
Fliachen will ich in anderer Gelegenheit behandeln.
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