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1. Envisageons un espace I, décrit par un point x'(i=1,--,
n) et doué une connexion affine /",de? ou les do’(i=1,---, n) sont
des expressions linéaires homogenes et distinctes de d«',---, dx",
les coefficients de ces expressions ainsi que les /7; étant des fon-
ctions analytiques de «',---, x™.

Cet article est consacré a I’étude de la condition pour qu’il

existe une forme quadrique diifférentielle définie
ds’=g,do*de’
telle que les I s'expriment par

ogy 08 08y .
(1 1) rj— 2 g’”(“a—;: a(')j a gnn”jl gjm(/‘ié_glllzll;";>’

ou les «; sont les coefficients qui se figurent dans I’expression du
covariant bilinéaire de deo", & savoir,

(0, d)o"=0v}dw’on’.
Désignons par R;; le tenseur de courbure. Il est défini par

3 1% a[ " A e
ch‘, a(uji_ a +l 1”13+[ F[j_lki Lis

Le systéme d’équations (1.1) est équivalent a celui des
équations

(1-2) g‘gﬁk = 1%gut [,
(1 ‘3) Rf)'ij___— [‘f'j— I';r‘,+ 05,»=0.

Le systeme des équations (1-3) veut dire que la connexion
est sans torsion.
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Pour que le systémz des équations (1.2) soit complétemant
intégrable il-faut et il suffit que les équations
(6) d)ghk=0 (hy k=1""’ ﬂ)

soient vérifiées comme conséquence de (1-2). En écrivant cette
condition nous obtenons

(1'4) gk’lRlitij+g741Ri'fj=0 (h1 k: i; j=1y"'a n)’
d’ou
(1-5) guD, R+ guD,Ri;;=0 (m, h, ki, j,=1,--+, n).

Considérons deux vecteurs contrevariants U’, V* et un bive-
cteur

Té=UWVI-UV,
Posons '
Q=R U V"= RE T+ R T 4 e 4 R,y ST
On a d’apres (1-4)
2i=0,
gd'(z.li+gﬂl!2i=0)
d’ou
Q=—gmg, L.
Dongc, si 'on introduit un autre bivecteur 77%, il vient
D2Qs=grmg 0 O,

Nous voyons ainsi que le nombre du rang du déterminant

Q0. o
(1+6) e
Q.. o

est conservé méma quand on échange T% T'%,
Dz méme, si 'on prend quatre bivecteurs T'9, T'#, T"'%, T
le nombre du rang de la matrice

1 L QR QP QR
(1.7) (

QI QUQ o QEQA..
(i:1-n)

o . .
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est conservé m2me quand on fait un échange entre 7%, T'4 T4,
T4,
2. Lorsqu’on effectue la transformation
(2-1) do'*=Pidd
ce qui donne
do'=Qidw'™,
les 2} se transforme d’apreés
2’7! P)lelgl
Par suite, le nombre du rang du déterminant |£}| se conserve
pendant cette transformation. Nous voyons ainsi que le rang de
ce déterminant est un nombre pair. En effet, si 'on choisi les
do' de maniére a avoir
dSQ=(dlul)?+”'+ (d(u")e,
les equatlons (1-4) deviennent
RALJ+R 7j'—0

de sorte que le déterminant |¥;] se fait symmetrique gauche et,
par suite, §'il est du rang s, au moins un mineur principal d’ordre
s est different de zéro. Il faut donc que s est un nombre pair.
3. D’apreés les équations
(3 . 1) g‘thfn'j: 09 g‘h/DmR/ldjz 0
(h:my i, j=1;"': n)
les déterminants d’ordre # de la matricz
Riy: Ruy - Rinia DuRyo DRy i
(3.2) R‘;’t!2 RMJ Rh n—1.7n DmRhl """" DmRi,ﬂ—l,n
RZ‘12 hn """ Rh n—1,n D Rm- "‘DmR;f,n—Ln
sont tous nuls. Or, les équations (1-4), (1<5) étant les équations
invariantes relatives le changement des expressions de Pfaff de
base (2-1), il en est ainsi, en particulier;- pour (3.1), c'est-adire,
nous avons
g1k 15-0 g1 ;uj 0

ce_qui peut s'écrire
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( Ql}‘g“') QA.Rzrt + (nga'-) Q;:.Ri*'l + -+ (Q'h'gan) Q;- zrl -
\ ’;g(ﬂ) QI‘D er¢+ + (Q ga») QI:D ert 0
(h, p, 7, t=1,---, n).
Nous voycns ainsi que les déterminants d’ordre # de la matrice
QlRlli'.’ QZRIII:K"'Q/R;,IL—IJL QleRlllil'"QleRlx,n-l,n
QIR;’x2 QlRf1::"'Q1R?,zn—l',7z Q,DmR;-)w"'Q/DmRIZ,u—Ln

(3+3)

34
QR QR QR uin QDR QDR n

sont tous nuls indépendamment du choix de valeurs de @', @,

Qn.

’

Chacun de ces déterminants est une expression homogéne
d’ordre # relaiive a @', °,---, @". La condition veut dire que les

coefficients de (@")*, (@) 'Q*---, (@")” dans ces expressions sont
tous nuls.

Cela revient aussi a dire quz les déterminants d’ordre » de la

matrice (3-2) sont tous nuls indépendamment du choix des expre-
ssions de Pfaff de base.

Les équations (3-3) peuvent s’écrire aussi
Qh (th«l)R e + Qh (nga’)R’vt +-+ Q" (Q;fga’) Rﬁlrl=0)
(Q;:’gal) D];R)ﬂ + + Qn Ingal) D Rllrt

Nous pouvons donc conclnre aussi que les déterminants d’ordre
de la matrice

Q/Ril 12 Qlen:;' ot QtRf,n—l,n QleRﬁrz‘ ‘ 'QleRll_n—l,n

(3 .5) QIR'[_’PZ QzRf"s . 'QIR'I.‘.H—I,n QleRfm" o QIDmR".’,n—l,n

Ql n12 Ql n1s" QRz ni—l,n Q!D;.Rm’ QID‘NLRL,N—]J')

sont tous nuls indépendamment de choix des valeurs de @,, @,,---

Q..

’

Cela revient a dire que les déterminant d’ordre » de la matrice
RH’ Rll RI n—1,n D,,,Rﬁ 2°°0 0t DmR;:,n—l,n
*l_'li' *l_":; """ R‘_l‘,n—l,n DmR{.'lﬂ """ DmR‘l.’,n«—l,n

e s e e e e e e e e e e e e e e e e
R{ni anr.’ """ Rin.n—-l.n DmR;‘.ﬂ """ DmR‘n,n-x,n
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sont tous nuls indépendamment du choix dex des expressions de
Pfaff de base. '

4. Considérons maintenant le cas ou #»=2. D’aprés ce qui
précede, si la connexion '}, de’ admet d’une métrique il faut que

(4‘1) 312:0, Rfm:O,

\R;m D.Rix| _, !R.sm D.Ria| _
@2 Ris DRl R DRl
' e DuRis| | Rin DuRis| _
Ris D.Ri:| " |Rix DuRis

" et que le rang du déterminant |R},| soit un nombre pair.

Nous allons démontrer que ces conditions sont suffisantes.

D’aprés la derniére condition il ne peut arriver que deux cas:
1° les R;, (h, k=1, 2) sont tous nuls, 2° |R},|=0. Au cas pre
mier le systéme des équations (1+2) est complétement intégrable
et, par suite, I'espace I?, est équivalent a un espace eucldien a deux
dimensions. Supposons ensuite que |R}:.|30. Dans ce ces d’aprés
(4+2) nous avons

(4:3) D,R},=0,R},
et, par suite,
(5 d—d 0)R:,= b (R}yodef) — d(R} .o ow™),

en désignant par d la différentielle absolue.
Or, en vertu de (4-1)

(0d—d 3)Rﬁ;j= Ao’ 0w R, — R dw'dw'RY,
— R}, do'00’ R — R do' 00’ Ri;, = 0.
Il vient donc

0= (BRQ,Z) o do'—d (Rip)o,.00™+ {0 (0,d0’) —d (6,00™) | Ry

=(287_ 97 +0.§,,La,>dw’6w’"R,'§,2.
dw™ 9’

C’est-a-dire que o, do™ est une différentielle totale exacte.

Posons ainsi

dlogp

a(’)m

— l
=—0p, . gij_.n Ri Jt.
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Il vient alors
-Dmgij= —p ame'jl'l' P amRéjl=O-

Nous pouvons ainsi trouver les fonctions g;; satisfaisant aux
équations (1+2) ou n=2.

5. Considérons maintenant le cas ou »=3. D’aprés la con-
dition du n°2 le rang du du déterminant || est un nombre pair.
En prenant le cas le plus général, nous suppserons que ce déter-
minant soit du rang deux, indépendamment du choix de bivecteur
T4. Dans ce cas, comme nous le démontrerons plus tard, les
déterminants
X'Ri. X'Ri; X'Rps
(5’1) XIRI-’ZZ XlR;I'S XlRie:;

X'Ri; X'R); X'Ri|,
URi. UR;, UR};
(5'2) Ulem UzRé' 3 MR-l:es
UIRQYQ Ule-ii UIR:I.;‘.’fi

sont tous les deux du rang deux indépendamment du choix de X',
X3, X* et de U, U, U..

Soit [A, A,, A, A,] le repere associé au point x' pendant le
dévelocppement d’une courbe sur I?;, issue de ce point x'. Les
équations

(5:3) o Y'=0X'+2x+0X°  (i=1, 2, 3)

déterminent une transformation homographique qui améne un point
X’ dans le plan A4,4,A; 4 un point Y* dans ce plan. Cette trans-
formation est singuliére. Il exisie un et un suel point X’ satisfai-
sant aux .équations

(5+4) QX'+ 0IX4 QIX3 =0,
et une seul droite satisfaisant aux équations
(5+5) LU, +2:U,+2.U.=0.

Ce sont le point singulier et la droite singuliere de la trans-
formation cosidérée. Nous pouvons ainsi établir une correspondence
entre un point et une droite au moyen d’un bivecteur.

Réciproquement, si I'on prend un point X’ arbitrairairement,
le déterminant (5-1) étant du rang deux, on peut déterminer un
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bivecteur satisfaisant aux équations (5+4) et, par suite, une droite
qui lui correspond. De méme, a toute droite il correspond un point.
D’ailleurs si un point X* se trouve sur la droite U, la droite U,
homologue a X’ renferme la point X’ homologue a U; d’aprés la
condition du n°l. En effet, si les matrices -

(yl; o .Q.f;) (g;l o g,’.ﬂ>

(5:6) o 0 »/ Q0 g
sont du rang deux, nous avons

Xl X2 X3

(R Qe TOr Qv T O Op)
Q9 2 01 2 Q1 Q9
' U, Ui

1
QTOm T Tamen
orp |ep

ARTAN

ANTE

Portant ces valeurs dans 1’équation
X'U,=0,
nous obtenons
QO oon Or Q0 2
Q1 921 21 ) (VAN !2;3)
&y =0
xQ gon

Il est clair que I'équation derniére est vésifiée lorsque les ma-
trices (5¢6) ne sont pas tous du rang deux. Donc, le nombre du
rang du déterminant (1.6) ou n=3 est moindre que deux. Il en
est ainsi méme quand on échange T T'% si la condition du n°l
est vérifiée. Par conséquent, nous avons

UX'=0.

Dongc, la correspondence considérée est une correlation proje-
ctive réguliere. D’ailleurs les éléments homolcques sont en involu-
tion d’aprés la définition méme, et un point X’ ne se trouve pas
toujours sur la droite qui lui est homologue: cela arrive seule-
ment pour des bivecteurs tels que le nombre du rang du détermi-
nant |£;]* moindre que deux. Donc, cette correaltion projective
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est une polaité: nons pouvons écrire
pUi=e. X" (eijzeji; ‘eijl#o)'

Soient X} le point singulier de la transformation (5-3), et X*
un point quelconque dans le plan A,A,A;. Tout point sur la
droite joignant X’ avec X est amené a un méme point sur la
droite singuliére par la transformation (5-3). Nous avons ainsi
une correspondence entre un point et une droite. Comme nous le
verrons plus tard, les telles correspondences sont contenues dans
la polarité mentionnée plus haut. Donc, pY*=£2:X’ est le point
homologue a la droite XX, et, par suite, ce point se trouve sur
la droite pU;=e,X'. C’est-a-dire que nous avons

e, X' X"=0
ce qui nous donne
(5:7) eanfw'*'euRf«u:O (h, k, i, =1, 2, 3).

La matrice (3+2) ou #=3 étant du rang deux, il vient de ces
équations
e.D,Rii;=0 (h, i, =1, 2, 3).
Or, en dérivant les équations (5+7), on obtient
(D..en) Ris;+ (D,.r) Ryi;+ enD,Riy+ €,.D,,Rii;=0,
en particulier,
(D,.e) Ri;+ euD,R5.;=0.
On a donc
(Dmehl)Rﬁlij =0,
et, pas suite,
D.e.=0,64.
11 vient donc
0=— (Rjijeem+ Rivisess) dw'ow?
= (8 d—d d)e,,= 0 (e, 0d0") —d(e,a,00%)
= (0 e, )odo’ —d (e, 0,50 + (8 (7,dw’) —d (s p0) €,,,)

96; 0o
= (m—- éﬁ 4o jo,)e,,,,dwi(?m’.

Ainsi, g,do™ est une différentielle totale exacte. En posant
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dlogp _

3.
At —0; 8y=pe”

nous obtenons les fonctions g;; satisfaisant aux équations (1-2) ou
n=3.

6. Nous allons nous occuper maintenant du cas ou > 3.
Entre 1 n(»n—1) composants d’'un bivecteur T (i=1,---, n—1; j
=i+1,---, n) il existe 3 (n—2) (n—3) relations qui peuvent s’écrire,
si T"2c0, par exemple,

TeT 4 THT %y TT%=()
(=3, n—1; j=i+1,--, n)
de sorte qu’'un bivecteur est déterminé par 2(z—2) conditions.
Ainsi, il s'exprime par un point situé sur lintersection Vig 3
des 3 (n—2) (n—3) hyperquadriques dans un espace a 3 n(n—1)
—1 dimensions.

Supposons d’abord que z est un nombre impair. D’aprés la
condition du n°2 le rang du déterminant |?%| est un nombre pair.
En prenant le cas le plus général, nous supf)oserons que ce déte-
rminant soit du rang »—1, indépendamment du choix de bivecteur
T#“ Dans ce cas, comme nous le démontrerons plus tard, les
matrices

Q[Rllij \ QlRiz‘j
6+1) )
! Q,RZJ ’ \ QlRilij

sont toutes du rang #—1 indépendamment du choix de @',---, @",

Q])"" Qn-

Considédons la transformation homographique singuliére
(6+2) p Yi=QiX* (i=,, n)
qui améne un point X’ dans l'espace A,A4,---A, & un point Y*

dans cet espace. Elle admzt un et un seul point singulier défini
par

(6+3) VX' =0 (i=1,-, n),
et un seul hyperplan singulier défini par
(6+4) QU,=0 @G=1,--, n)

Nous pouvons ainsi établir une correspondence entre un point
et un hyperplan dans I’espace A,;A4,---A au moyen d’un bivecteur.
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Réciproquement, si I'on prend un point X* arbitrairement, le
premiére matrice de (6+1) étant du rang n—1, le systeme (6+3)
ne contient que #—1 équations indépendantes. L’ensemble des
bivecteurs satisfaisant a ces équations a pour I'image I’'intersection
Vie2e-d de Vag A avec un espace a 3 n(n—3) dimensions. De
méme, si 'on prend un hyperplan I’ensemble des bivecteurs sati-
sfaisant aux équations (6+4) a pour I'image une variété algébrique
du méme degré et du méme dimensions. Nous faisons correspo-
ndre un point et un hyperplan ayant I'image en commun.

Par le raisonnement du n° précédent nous pouvons démontrer
que si un point X’ se trouve dans I'hyperplan Uj, I'hyperplan U*
homologue a X’ renferm= le point X'’ homologue a U d’apres la
condition du n°l. Par suite, la correpondence considérée est une
polalité : nous pouvons écrire

0 Ui=e,X" (efj:eji, =0).

Soit X le point singulier de la transformation (6+2), et X* un
point quelconque dans leyperplan A,A,---A,. Tout point sur la
droite joignant X’ avec X} est amené a un méme point sur I’hyper-
plan singulier par la transformation (6-2). Comme nons le ver-

rons plus tard ce point se trouve aussi sur ’hyperplan homologue
au point X’ de sorte que nons avons

ea'-Qf,,X’X"' = 0

e

d’ou
eNRgcfj+eklR;dj:0 (hv ky i- j!zl)“" n)‘

Donc, par le raisonnement du n° précedent, nous pouvons
trouver les fonctions g;; satisfaisant aux équations (1+2).

7. Nous alons maintenant démontrer que si le déterminant
| 2% est du rang n—1 indépendamment du choix de bivecteur 7%,
les matrices (6-1) sont touies du rang n#—1 indépandamment du
choix de @',---, @*, @,---, @,, n étant un nombre impair.

Envisageons par exemple la premiere matrice. Par un change-
ment convenable des expressions de Pfaff de base, nous pouvons

faire @'=1, @*=---=@"=0. Supposons que les matrices
R;lj ‘I.’ij 7‘1.:"1
(7-1) R R:; .. R

Rn n n
1 ’ 2y ’ nij
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soient du rang p, ¢,---, s respectivement. Nous pouvons écrire

i __ D1 n
llij—'lll gt e +4, Tiss

R:y= Py~ - + pePy,,

(7-2)

‘::f'j=ai.P7Iij+ R mige
Posons
(7’3) 8;‘,{}=P;f;jU‘ Vj.

Si p+q42(n—2), pour un bivecteur satisfaisant aux équations
61=0,, =0,  6=0,+, =0
tous les mineurs d’ordre #—1 du déterminant |£%| serait nuls con-
trairement a ’hypothése.
Supposons ensuite que
p=n—-2, g=---=s=n—1.

Désignons par L, le complément algébrique de ’élément ¢’ du
déterminant

1’ al o -
O e -
L o
De I’équation
Ri;\ [ Ry b\
R;; = R, R
Ry YRy (Y] T
i 25
) LR;;, Ri,
on tire
L.Ps
Py, =0.

P
Si 'un des L (a=1,--, n—2) au moins, par exemple L,
n'est par nul, pour un bivecteur satisfaisant aux 2(»—2) équations
61=0,---, 617'=0, 6;=0,---, 627'=0
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on aurait ‘
9=0, =0 (h=1,-, n)

et, par suite, tous les mineurs d’ordre n—1 du déterminant |£;
serait nuls contrairem2nt a I'hypoteese. Nous avons ainsi

L2,=0 (a=1,--, n—2).

Les L,(i=1,--+, ») ne sont pas tous nuls. Supposons que L,>0.
Si 'on ajoute aux éléments de la premiére colonne du déterminant
|2:] multipliés par L,, ceux d’autres colonnes multiplés par L,, -,
L, respectivement, ce déterminant devient

0 £ ... on

0 & ..o,

(7+4) Lot & s 2
L9 & ... o8

Désignons par 4% le complément algébrique de l'elément 2%
L’identité |£;|=0 s’écrit alors

n
3 L2 =0,

a=3
Donc comme conséquence des équations
(7+5) L,$2%=0,---, L% =0

nous avons ou bien L,£2%=0, ou bien A7=0.
Au cas premier pour un bivecteur satisfaisant aux »—3 équua-
tions (7-5) et n—1 équations

6}:0,“-, 6?'_2=0’ /’;:0

tous les mineurs d’ordre #—1 du déterminant |2%| serait nuls con-
trairement a I’hypothése. Au cas dernier cela arrivera pour un
biveciur satifaisant (7-5) et »—1 équetions

= 871‘=0’...’ ('):—1_—_'0.

[ ]

Nous voyons ainsi que le nombre p doit étre égal a »—1.

8. Nous démontrerons maintenant que le point auquel tout
point sur la droite XX, est amené par la transformation (6+2) se
trouve sur I’hyperplan homoloque au point X%

En faisant un changement convenable des expressions de Pfaff
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de base, prenons comme sommet A,(1, 0,---, 0) le point singulier
de l1a transformation (6-2), et comm= sommets A.(0, 1, 0,---, 0),
-+, A0, 0,---, 0, 1) »—1 points sur 'hyperplan singulier. Les
équations de la transformation deviennent alors

[ pY'=0,

Y= Xk o 4 X
81) f :

o Y= X+ - + 20 X0
Soit X’ un point de l'espace A;A,--A,. Joignons le au point
singulier. Prenons comme sommet A, (0, 1, 0,---, 0) le point d’i-
ntersection de cette droite de jonction avec l'hyperplan singulier.
Nous supposerons que ce point A, ne soit pas un point double de
la transformation (6-2), le cas ou A, est un point double pouvant
étre regardé comme cas de limite. Prenons comme sommei A4,(0,

0, 1, 0,---, 0) le point auquel tout point sur la droite A,A, est
amené par la transformation (6-2). Il vient alors :

(8-2) D=0, £=0, 9}=0,---, L2=0.

( Rlu
\ Rgij )

est du rang n#—1, la martice

Puisque la matrice

R:;

doit étre du rang »—2, car sinon il viendrait #3=0 comme con-
séquence de (8-2). C’est a dire que pour tout bivecteur le systeme
(8+2) ne contient que #—2 équations indépendantes, et que 1'qua-
tion £}=0 est indépendante de ces équations. Or, le déterminant
|24 est nul identquement. Il faut donc que I'équations 4=0 soit
vérifiée comme conséquence de (8-2), A; étant le complément
algébrique de I’élément &% dans le déterminant |£%|.

Cela posé, soit 7' un bivecteur correspondant a la transforma-
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tion dont le point singulier est au point A4,(0, 1, 0,---, 0). Nous
avons ;

Q=0
et, par suite

A=
d’aprés ce que nous venons de remaquer. L’hyperplan singulier
U; est donné par

U,2:=0 @Gi=1,-, n)

Cest-a-dire, _
| u_U_U_ . _U
AFA¢ A7 Ve

Nous avons donc
5=0.

Nous voyons ainsi que I'hyperplan homologue au point A,
passe par le point A; auquel le point A, est amané par la tra-
nsformation (6+2). Dz plus, ce point A; est un point de 'hype-
rplan homologue a A,, Ainsi, '’hyperplan homologue a un point
de la droite A,A, passe toujours par A..

9. Nous nous occupous enfin du cas ol # est un nombre pair
plus grand que deux. En prenant le cas le plus général nous
supposerons que pour tout bivecteur le déterminant |2} soit du
rang #»—2 au moins. Dans c2 cas comme nous le démontrerons
plus tard, les matrices (6+1) sont tous du rang #—1 indépenda-
mment du choix de @',---, Q", Q.+, Q.

D’aprés la condition du n°2, pour un bivecteur satisfaisant a
Iéquation |£:=0 ce déterminant est du rang n—2 et, par suite,
la transformation (6-2) aemet une droite singuliére. Chaque point
sur un plan passant par cette droite singuliére est ameneé par cette
transformation a un méme point sur un espace S,_; qui est I’espace
singulier de la transformation. . '

Réciproquement, envisagenos un point P. Prenons le comme
sommzt A,(1, 0,---, 0). La premiére matrice de (6-1) étant du
rang n—1, le systéme d’equations

2i=0 (i=1,-, n)
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contient justement z—1 equations indépendantes. L’ensemble des
bivecteurs satissaisant a c2s équations a pour 'image un VI 3;2¢,
L=s droite singulieres des transformations correspondant a cas
bivecteurs construisent un cone dont le sommet est au point P,
et dont les genératrices dépendent d= »—3 parametres. Sioent PQ,
PQ’' deux génératrices. Considérons un espace S,_; qui est con-
tenu dans l'espace A,A4,--A,., et qui n’a pas de point en commun
avec le plan PQQ’. L’espace @'S._, est en projejectivité réguliére
avec l'espace singulier S,_; correspodant a la droite singuliése P Q.
Il en est ainsi pour @8,_, et 8,_; (I'espace singulier correspondant
a droite siguliere P§’). Donc, les espoces S,_; et S_; se coupent
en un espace a z—4 dimensions. Nous voyons ainsi que I"ensemble
des bivecteurs considérés donne I'ensemble des espaces singuliers
a n—3 dimansions, deux espaces desquels se coupent toujours en
un espace a #—4 dimensions. Evidemment ils ne passent pas un
mém: espace a »—4 dimensions. Dong, ils sont contenus dans un
hyperplan «. Faisons correpondre au point P cat hyperplan «.
Nous pouvons ainsi établir une correspondenc: entre un point et
un hyperplan. D’aprés la condition du n°l cette correspondence
est une polarité. Elle s’exprimz sous la forme

[’Ui,:eilx (i:l,...’ n)'

Envisageons encors un bivecteur qui donne une transsorma-
tion projective singuliére ayant une droite singuliére d. Soit X un
point quelconque dans l'espace A,A,---A.. Tout point sur le plan
Xd est amené a un méme point sur 'espace singulier correspondant
a la droite d. Comme nous le verrons plus tard ce point se trouve
aussi sur ’hyperplan homologue au point X de sorte que nous
avons

e, L. X' X"=0,
d’ou
) emR;dr*'euR]}.fj:O (h, k, i, j=1,---, n).
Donc, par le raisonnement du n°5, nous puovons trouver les
fonctions g;; satisfaisant aux équations (1.2).
10. Nous allons maintenant démontrer que si le déterminant
| &% est du rang »—2 au moins indépendamment du choix de

bivecteur T%, les matrices (6-1) sont tous du rang »—1 indépe
ndamment du choix de @',---, @, @,,-+, @. Pour cela, comme
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nous l'avons remanqué au n°7, il suffit de prouver que la premiére
matrice de (7-1) est du rang n—1. Or, si le déterminant |¥}| est
du rang #—2 au moins, d’aprés la condition du n°2, comme con-
séquence des équations

(10+1) 2=0 (=1, n)
la matrice
Deennnn o

( Qe 2 )

est du rang #—2 et, par suite,

(10+2) j_iil’zj%::jn{:n (@, b=2,-, n),
it i i
ou J% est le complément algébrique du mineur
o
o L

dans le déterminant |2%]. Soient p, g,--, s | es nombres du rang
des matrices (7+1). Si p+q<£2(n—2) le systéme

_Q::O’ 'Q§:0 (l-=1, ) n)

ne contient que 2(n—2) équations indépendantes au plus et, par
suite, il existe un bivecteur satisfaisaut a ces équations. Comme
conséquence de ces équations nous avons 4%=0 (a, b=2,--, n),
4%=0Q (h=3,-, u) et, par suite, 4}=0 en vertu de (10-2). Les
mineurs d’ordre #—2 du déterminant |} seraient alors tous nuls
contrairement a I’hypothése.

Supposons ensuite que p=n—2, g=---=s=n—1. Alors, comme
nous l'avons remaqué au n°7, le déterminant |#;| peut s’écrire
sous la forme (7+4). Or, comme conséquence de (10-1) nous avons

(10.3) B _di_ _dn ooy

4y dy di

Le systéme formé par (10-1) et par »—2 équations
L,2'=0,-, L,2:=0

ne contient que 2(n—2) équations au plus et, par suite, il existe
un bivecteur satisfaisant a ces équations. Comme conséquence de
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ces équations nous avons d4=0, d%=0(, j=1,, n; b, c=2,--+, n)
et, par suite, 415=0(b, ¢=2,---, n) en vertu de (10-3). Les mi-
neurs d’ordre #—2 du déterminant || scrait alors tous nuls con-
trairement a I’hypothése. 11 faut donc que p=n—1.

11. Nous démontrerons maintenant que le point aupuel tout
point sur le plan Xd est amené par la transformation (6-2) se
trouve sur I'hyperplan homologue au point X*.

Considérons un point P dans l'espace A,A.--A,. Prenons le
comme sommet (1, 0,---, 0) et prenons les autres sommets (0, 1,
0,---, 0),--+, (0,--, 0, 1) dans I'hyperplan correspondant au point P.
Envisageons un bivecteur 77 qui donne une transformation pro-
lective dont le droite singuliére d passe par P. Les équations de
cette transformation s’écrivent sous la forme §8-1), ou le détermi-
nant

Do f

| _Q,_',' ....... on

n

est du rang n—2.

Soit @ le point d’intersection de Xd avec I’espace singulier de
cette transformation. Nous supposerons que ce point @ ne soit pas
un point double de la transformation, le cas ou € est un point
double pouvant étre regardé comme cas de limite. Prenons @
comme sommet (0, 1, 0,---, 0), et prenons comme sommet (0, O,
1, 0,---0) le point @ auquel le point @ est amené par la transfo-
rmation. Nous avons alors

(11-1) 21=0, 9i=0, 0!=0,-.., O=0.

- D’aprés ce que nous avons remarqué au n°8, pour tout bive-
cteur ce systeme d’équation ne contient que »—2 équations indé-
pendantes, et I'qvuaton #=0 est indépendante de ces équations.

Donc, si 'on considére un mineur 4 d’odse #—1 du détermi-
nant |2;|, contenant 'élément &3 le mineur de ¥ dans ce détermi-
nant 4 sera nul pour tout bivecteur satisfaisant aux équations.
(11.1), et a I’équation |£4=0. Cela arrive méme quand =0,
car ce cas-ci peut étre regardé comme cas de limite.

Considérons un bivecteut 7% tel que la transformation proje-
ctive lui correspondant

,)Yi= !J;‘X‘
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a pour droite singuliere une droite passant par.Q. Nous avons
alors
2F=0 (GZ=1,--, n).
L’espace singulier de cette transformation est défini par
=0, 2:U,=0,---, 22U,=0.

La matrice
Qr oQr ... o
or o Qr o o
Q0 o

étant du rang n—2, ce systéme des équations peut s'ecrire
U51=“1Ui+191Uj,

an—‘lzlln—‘ZUi_*-ﬂn—L'Ui
oU iy,r*, fues, i, j(@23, j=3) est une permutation de 1,---, %, et
nous avons

U’;=O

d’aprés ce que nous avons remarqué plus haut. Nous voyons ainsi
que I’hyperplan correspondant au point @ passe passe par le point
@'. De plud, €' étant un point de I'espace singulier homologue a
d, les hyperplans correspondant a un point de d pass toujours par

@'. 1l en est donc ainsi pour les hyperplans corresspondant a un
point de Xd(=@Qd).



