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1. Envisageons un espace ll„ décrit par un  po in t x'(i=1,•••,.
n )  et doué une connexion affine / ' deoi on les n )  sont
des expressions linéaires homogènes et distinctes de dx 1 ,••• , d e ,
les coefficients de ces expressions ainsi que les  é t a n t  d e s  f o n -
ctions analytiques de x1 ,•••,

Cet article est consacré à  l'é tude de la  condition  pour qu 'il
existe une forme quadrique diifférentielle définie

d s '=g i j dwidwi

telle que les 1 1/ s'expriment par

1 ag,
(1 ' 1 ) n

i
—

 2. ge ' l awt ± —

on les e 4  sont les coefficients qui se figurent dans l'expression du
covariant bilinéaire de d o , ,  à savoir,

(8, d)(0h=0" i dwidali.

Désignons par Rt ;  le  tenseur de courbure. Il est défini par

11, a
l t k j 3 w  —  3 ,o f + I I I ',G.

L e systèm e d 'équations (1 .1 ) est éq u iva len t n  celui des
équations

(1.2)
o til:

k  =  I  g,k+  1 -ft,gh

(1.3)

Le système des équations (1.3) veut dire que la connexion
est sans torsion.
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Pour que le système des équations (1 .2 )  soit complètement
intégrable il faut et il suffit que les équations

(8, d)gh k =0 (h, k=1,•••, n)

soient vérifiées comme conséquence de ( 1 .2 ) .  En écrivant cette
condition nous obtenons

( 1 .4 )  g ,R +g a R l
e i =0 (h, k, j ,  j=1,•• •, n),

d'où
(1.5) (m , h, k,i, n).
Considérons deux vecteurs contrevariants U ,  V  et un  bive-

cteur

Posons
2:=R:,,,,U'V '"=R:„T 12 +1r:,„T"+•••

On a d'après (1.4)

g=o,

gwv, = 0,
d'où

Donc, si l'on introduit un autre bivecteur T"i, il vient
12 98

Nous voyons ainsi que le nombre du rang du déterminant
gt2; 1  ; 1

(1 .6)
id12,',' ...... • 127.Q"

est conservé même quand on échange r i ,  T"i.
De même, si l'on prend quatre bivecteurs r ,  T " . T "  T "

le nombre du rang de la matrice
• • •,.V ,P;" ......... ..(21.Q1" ......... ffii.f2;" ......... f2;1D7". •

( 1 '7 )
(•• .14QT...... 14,(2"i ...... /2;12:4" ......  iir„'". • • )

(i:1—>n)
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est conservé même   quand on fait un échange entre r j ,T " j ,T " . 1,
T

2. Lorsqu'on effectue la transformation

(2.1) do," =-- Pila"

ce qui donne
choi

les /22 se transforme d'après
S4' p h Q Q i

Par suite, le nombre du rang du déterminant If2',1 se conserve
pendant cette transformation. Nous voyons ainsi que le rang de
ce déterm inant est un nom bre pair. En effet, si l'on choisi les
dm' de manière à avoir

ds2 =(clio 1 ) 2 + ••• + (d(0") 2 ,

les equations (1-4) deviennent

R'L.i + e i =0

de sorte que le déterm inant 1 I se  fa it  symmetrique gauche et,
par suite, s'il est du rang s, au moins un mineur principal d'ordre
s  est different de zéro . Il faut donc que s  est un nombre pair.

3. D'après les équations

(3.1) grniRLi =0,
(h,m, j ,  j=1 , • •• , n)

les déterminants d'ordre n  de la matrice

(ffii2 f f 3 ........ g,,„_,,„D„..li'L ....... D M , , „
R112 RA13........ RI,„ —1 d /  D,„ R1,2...... D„,1?1,n _,,„\

RA'12 7 n113 R2;:, 21 —  , 2 2

sont tous nuls. O r, les équations (1.4), (1.5) étant les équations
invariantes relatives le changement des expressions de Pfaff de
base (2.1), il en est ainsi, en particulier, pour (3.1), c'est-à-dire,
nous avons

=0

(3-2)

-ce_qui peut s'écrire
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I n Q 1D„,1e2 ,2 ••• Q 1D „,k2 ,„_ 1 ,,,
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(3.3)
 1 ( V g .. )  Q f li';',,+ (Q;fgra ) (An, + • • • + (Q7,g„.) QIR'1,, — 0,

' Q,ga,)Q;̀ ,D,A „+ ••• +  (Q7g„„)Q'W,,R'L.,=0
(h, p ,  r, 1= 1,•.., n ) .

Nous voycns ainsi que les déterminants d'ordre n de la matrice

Qiir,i2 Q1R1 _13.• • Q 'R 'i ,„,,„ Q 'D g D„, ,2••• Q' R 1,.-1,. \

(Q`k ii . 2 Q i iilis-•• Q`Ri,._,- .,  Q 'D ,„f f 2 • • • Q 'D .K - 1 , 1

(3.4)

Chacun de ces déterminants est une expression homogène
d'ordre n  relai ive à Q1, Q. La condition veut dire que les
coefficients de (Q1) " ,  ( Q 1 ) - 1 Q 2 , • • • ,  (Q ")n dans ces expressions sont
tous nuls.

Cela revient aussi à dire quc.. les déterminants d'ordre n de la
matrice (3 .2 )  sont tous nuls indépendamment du choix des expre-
ssions de Pfaff de base.

Les équations (3 -3 ) peuvent. s'écrire aussi

(M , QiD„,1??,2•••Q'D.,RZ„_,1

sont tous nuls indépendamment du choix de valeurs de Q 1 , Q=,•••,
Q a.

Q ;,(Q g)1?!,.,+q ,(Q ;f g )1?:1 ,+ ••• +61 7 ,(Q ;f g )14 „ , 0,

(Cgai) + • • • + Q (Q ;g )D 7,ff,„.,=0.

Nous pouvons donc conclnre aussi que les déterminants d'ordre
de la matrice

(3.5)

Q/RI J2 Q tR •• •Q tR I ,.-

(Q1k21.2. Qik,:3•••QtR!,,„-

Q,Q 1.,,•••Q  1?„

sont tous nuls indépendamment de choix des valeurs de Q1, Q2, — ,
Q..

Cela revient à dire que les déterminant d'ordre n  de la matrice

k ii,••••••R I,n- I A n R i l n— , n

D JV 2 ,„,........

le„, 2 .................. 121„.„_ 1,„.... D„,le,„2 . . . . . .
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sont tous nuls indépendamment du choix dex des expressions de
Pfaff de base.

4 . Considérons maintenant le cas où n=2. D'après ce qui
précède, si la connexion r i d(01 admet d'une métrique il faut que

R',"),2= 0 ,

1?1,2 D„,R■ 12
R112 D„tRL2

R112 DIV212

R112 D„R12

Ri12= 0,

.1??.12 D„,/a2

R■'.12 D „,k1,2
R I

212 m  R112 = 0

R2212 D„,R;,,

=0, = 0,

et que le rang du déterm inant 112,2 1 soit un nombre pair.
Nous allons démontrer que ces conditions sont suffisantes.
D'après la dernière condition il ne peut arriver que deux cas :

1° les R  (h, k = 1 ,  2) sont tous nuls, 2 0  IR 2 1=70. Au cas pre-
mier le système des équations (1.2) est complètement intégrable
et, par suite, l'espace R 2  est équivalent à un espace eucldien à deux
dimensions. Supposons ensuite que IR 2 1 0 . Dans ce ces d'après
(4.2) nous avons

(4.3) D„,RZ 12 = a„,1?21 2

et, par suite,

(8 — d 8) R,2 -= a (R2,20.4(d) —  d (122 ,2 o. tu") ,

en désignant par d la différentielle absolue.
O r, en  vertu  de (4.1)

( .4 d—d -4)n, = R2,d toi —

l id (0 180.15n 2  R I:ijCla a ( 0 5M ii  = 0.

Il vient donc

0= OR:10 6 4Ni -  d(R212)(1 0 P + 8 (cr icld )—d(0-„,8 (0')ilrIC12

_   af7 -  ±a;„,a)dwiaœ-m
i 2 .a .-  aw'

C'est-à-dire que 0-„,d(om est une différentielle totale exacte.
Posons ainsi

a log() —
(1""
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Il vient alors

= — p (7„,R1j i + p Jil j i = 0.
Nous pouvons ainsi trouver les fonctions g j  satisfaisant aux

équations (1.2) où n=2 .
5 . Considérons maintenant le _cas où n = 3 . D'après la con-

dition du n°2 le rang du du déterminant M I est un nombre pair.
En prenant le cas le plus général, nous suppserons que ce déter-
minant soit du rang deux, indépendamment du choix de bivecteur
r i. D ans ce  cas , com m e no us le  dém on tre ro ns p lu s ta rd , le s
déterminants

X11?1,2 X i k .3
(5.1) X 1K 2 X R̀'113 X 11?-,'2 3

X'1?2, 3 X iRL

Ub1it2 U R  3 U R1.23
(5.2) U R 1

2 ,
U j f f3 1 2

Uék l 3

UiRL3
UiRf2,23
U,R 1

3 ,3

sont tous les deux du rang deux indépendamment du choix de X 1 ,
X 2 ,  X  e t d e  U ,, U „ U 3 .

Soit [A , A „ A „ A d le  repere associé au point x l pendant le
développem ent d'une courbe sur R „  issue  de  ce  poin t  L e s
équations

(5.3) 17'=P;X1+1P2X=±9!)(3  ( i=1 ,  2, 3)

déterminent une transformation homographique qui amène un point
X ' dans le plan A ,A 2 A , fi un point r dans ce plan. C ette trans-
formation est - singulière . Il ex iste  un  e t un  suel point X ' satisfai-
sant aux .équations

(5.4) 1 2 f X 1 +  g X 2 g X " =0 ,

et une seul droite satisfaisant aux équations

(5.5) +9;U,,.+ 1211,--= O.

Ce sont le point singulier et la droite singulière de la trans-
formation cosidérée. Nous pouvons ainsi établir une correspondence
entre un point et une droite au m oyen d'un bivecteur.

Réciproquement, si l'on prend un point X i arbitrairairement,
le déterminant (5.1) étant du rang deux, on peut déterm iner un



X3
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fd?

_
Q .1 1 12'.1-12',.' •
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bivecteur satisfaisant aux équations (5.4) et, par suite, une droite
qui lui correspond. De même, à toute droite il correspond un point.
D 'ailleurs si un point X i se trouve sur la  droite  V , la  droite  U,
homologue à X  renferm e la point X" homologue à V  d'après la
condition du n ° 1 . En effet, si les matrices

(5.6)
Éd .r4 14 \
127 14 QI 1,

Q .=Q.3 \
12' g3

sont du rang deux, nous avons

Portant ces valeurs dans l'équation

X V ; 0,

nous obtenons

f 14 !A Q , v  12',.1 g.' g."
14 14 A g' Sd'82 SJ;3

SPI g i P iles
 1 =

12712.1

Il est clair que l'équation dernière est vésifiée lorsque les ma-
trices (5 .6 ) ne sont pas tous du rang deux. D onc, le nom bre du
rang du déterminant (1 .6 ) où n=3 est m oindre que deux. Il en
est ainsi meme quand on échange 7 - J , n i, si la condition du n°1
est vérifiée. Par conséquent, nous avons

VX"-= O.

Donc, la correspondence considérée est une correlation proje-
ctive régulière. D'ailleurs les éléments homolcques sont en involu-
tion d'après la définition même, et un point X ' ne se trouve pas
toujours sur la droite qui lui est hom ologue :  cela arrive seule-
ment pour des bivecteurs tels que le nombre du rang du détermi-
nan t M i' m o indre  que  deux . D onc , ce tte  correaltion projective
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est une polaité : nons pouvons écrire

p e,1X1 leijj

Soient Xi, le point singulier de la transformation (5-3), e t X '
un poin t quelconque dans le  p lan  A ,A ,A , .  T ou t po in t su r la
droite joignant X  avec X  e st am ené  à  u n  m êm e  p o in t su r  la
droite singulière par la transform ation (5 -3 ). Nous avons ainsi
une correspondence entre un point et une droite. Comme nous le
verrons plus tard, les telles correspondences sont contenues dans
la polarité  m entionnée plus haut. D onc, plr'=9fX ' est le point
homologue à  la droite X X ,,, et, par suite , ce  point se  trouve sur
la droite p U i=e aX . C'est-à-dire que nous -avons

Xt3C" = 0

ce qui nous donne

(5-7) e,,1Rim i + e 1 R = 0 (h, k, j ,  j= 1 ,  2, 3).

La matrice (3-2) où n=3 étant du rang deux, il vient de ce s
équations

e D„,le5=0 (h, i ,  j=1 ,  2, 3).

Or, en dérivant les équations (5-7), on obtient

(D„,ehi)Irkii + (Aneki)g,11+ ehiD„,R ikai + ek,D,„14ii =

en particulier,
(D„,e1d) Rmi+ehiD„,R,i=0.

On a donc

et, pas suite,
= cala.

Il vient donc

0= —

— (ô d—d 8)e,„,= (e i „,ai da1) — d (e, „,rt d8roi)

(a ei „,)a i d(o' — d (e,„,)( 7.14(03 ±  ( 8 (a i d (o') — d (a- i 4tui)e,,„)

.=(

Ainsi, a„,d(o- est une différentielle totale exacte. En posant
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a log p  _
6

1 ,*»i

nous obtenons les fonctions g -,1 satisfaisant aux équations (1.2) où

6. N ous a llons nous occuper m ain tenant du  cas où  n> 3.
Entre n ( n - 1 )  composants d'un bivecteur ri(i=1,•••, n - 1 ;  j
= i+ 1 , •• •, n )  il existe ( n - 2 ) ( n - 3 )  relations qui peuvent s'écrire,
s i T 1 0, par exemple,

T 12T 15—Ti 1T 2•1+ r i7 21 -=0
(1 =3  • • • , n - 1 ; j= i+ 1 , • • - ,  n)

d e  so rte  qu 'u n  bivecteur est dé te rm iné  par 2 (n -2 ) conditions.
A insi, il s'exprim e par un point situé sur l'intersection V e1r - 3 )

d e s  (n —2) (n —3) hyperquadriques dans un espace  à  n (n — 1)
—1 dimensions.

Supposons d'abord que n  est un nom bre im pair. D 'après la
condition du n°2 le rang du déterminant jflt! est un nombre pair.
En prenant le cas le plus général, nous supposerons que ce déte-
rminant soit du rang n - 1 ,  indépendamment du choix de bivecteur
P i .  D ans ce cas, com m e nous le  dém ontrerons plus tard, les
matrices

QJR;i;
(6.1)

(21R'L; Q,/?;„i

sont toutes du rang n - 1  indépendamment du choix de Q 1 ,- - ,  (2 4 ,
Q .

Considédons la transformation homographique singulière
(6.2)P = Q : X 1 ( i=,• - • ,  n)

qui am ène un, point X ' dans l'espace  A ,A ,•••A „ à  u n  p o in t  11.'
dans cet espace. E lle  adm et un et un seul point singulier défini
par

(6.3) gX7.---0 n),
et un seul hyperplan singulier défini par

(6.4) gU1=0 ( i=1 ,• • • , n)

Nous pouvons ainsi établir une correspondence entre un point
et un hyperplan dans l'espace A i i i , • • • A  au moyen d'un bivecteur.
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Réciproquement, si l'on prend un point X i arbitrairement, le
première matrice de (6-1) étant du rang n - 1 ,  le systèm e (6-3)
ne contien t que  n - 1  équations indépendantes. L'ensemble des
bivecteurs satisfaisant à  ces équations a pour l'image l'intersection
V 1 2 ) (4 - " de  W .- A " avec  un  espace  à  n ( n  —3) dimensions. De
même, si l'on prend un hyperplan l'ensemble des bivecteurs sati-
sfaisant aux équations (6-4) a pour l'image une variété algébrique
du même degré et du même dimensions. Nous faisons correspo-
ndre un point et un hyperplan ayant l'image en commun.

Par le raisonnement du n° précédent nous pouvons démontrer
que si un point X  se trouve dans l'hyperplan M , l'hyperplan U 1

homologue à  X ' renferme le point X " homologue à  U'i  d 'après la
condition du n°1. P ar su ite , la  correpondence considérée est une
polalité : nous pouvons écrire

f l  U i =e l l Xi (e. i =e,„

Soit X i; le point singulier de la transformation (6-2), et X 1 un
point quelconque dans l'eyperplan A 1 A0•••,4,,. Tout point sur la
droite joignant X ' avec X  est amené i un même point sur l'hyper-
plan singulier par la transformation (6 -2 ). Comme nons le ver-
rons plus tard ce point se trouve aussi sur l'hyperplan homologue
au point X ' de sorte que nons avons

ei ,2;„X1X"'=0

d'où
e,,,ni+ek,R;„3=0 ( h ,  k, 1, j,=1,•••, n).

D onc, par le  ra isonnem ent du n° précedent, nous pouvons
trouver les fonctions g i ;  satisfaisant aux équations (1-2).

7. Nous allons maintenant démontrer que si le déterminant
12t1 est du rang n -1  indépendamment du choix de bivecteur
les matrices (6-1) sont tom es du rang n -1  indépandamment du
choix de Q i , • • • , Q", Q , • • • ,  Q ,  n étant un nombre impair.

Envisageons par exemple la premiere matrice. Par un change-
ment convenable des expressions de Pfaff de base, nous pouvons
faire Q1 =1, Q  • • • = Q " = 0 .  Supposons que les matrices

\i

RLI R;lij

R:1,1 ,

    

(7-1)
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soient du rang p, s  respectivement. Nous pouvons écrire

/41'?21,1,(7.2) +

• ,=c4PL,+ •••
Posons

(7.3) 197ii = P U '

Si p + qZ.2(n - 2 ), pour un bivecteur satisfaisant aux équations

E); = 0= 0, = 0,— , 0

tous les mineurs d'ordre n - 1 du déterminant I.(2121 serait nuls con-
trairement à l'hypothèse.

Supposons ensuite que

p =n - 2, q=••• -=--s=n - 1.

Désignons par L , le complément algébrique de l'élément a i

déterminant

I t4 
° 2a-  tt i

1 an  pi
De l'équation

f
! R1,i

R 1;  +

/

R 1 j

+. ..+ =0,
D n -

2ij

R 5.1?";„;  ,
on tire

I LeiT?i i

g2ij =0.
•

/
S i l 'u n  d e s  L 1 )„h(a=1,•-•, n - 2 )  au m oins, par exem ple LA

n'est par nul, pour un bivecteur satisfaisant aux 2 (n -2 ) équations

01"=0, 07-1=0
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on aurait
9.1=0 n)

et, par suite, tous les mineurs d'ordre  n - 1  du déterminant ifl,1
serait nuls contrairement à l'hypoteèse. Nous avons ainsi

L iA -= 0 (a =1,• • • , n - 2 ) .

Les L i  (i =1,• • • , n) ne sont pas tous nuls. Supposons que  L I 0.
Si l'on ajoute aux éléments de la première colonne du déterminant
1-Q11 multipliés par 1.1, ceux d'autres colonnes multiples par L2,•••,
L „ respectivement, ce déterminant devient

0  g  ......
0 .

(7.4) Lht4 Q  ....... ,f4

Lh  f2;1   S27,

Désignons par M  le complément algébrique de l'elément S4.
L'identité 1/41----=-0 s'écrit alors

\- 1  L h f l a
h A j---- - - 0.

a = 3

Donc comme conséquence des équations
(7.5) Lhf2:1 =0 ,• • , L 0

nous avons ou bien L,,S2 =0, ou bien A7=0.
Au cas premier pour un bivecteur satisfaisant aux n -3 équua-

fions (7.5) et n - 1  équations
67- 2 = o, Al= o

tous les mineurs d'ordre  n - 1  du déterminant 1122! serait nuls con-
trairement à l'hypothèse. Au cas dernier cela arrivera pour un
bivectur satifaisant (7.5) et n - 1  équetions

or' = o.•
Nous voyons ainsi que le nombre p  doit être égal à n - 1 .
8. Nous démontrerons maintenant que le point auquel tout

point sur la droite XX0  est amené par la transformation (6.2) se
trouve sur l'hyperplan homologue au point X .

En faisant un changement convenable des expressions de Pfaff



Sur la connexion affine admetint d'une rneti:que. 107

de base, prenons comme sommet A,(1, 0, •, 0) le point singulier
de la transformation (6-2), et comm?. sommets A2(0. 1, 0, — , 0),
•-•, A„(0, 0,—, 0, 1 )  n - 1  points sur l'hyperplan singulier. Les
équations de la transformation deviennent alors

'  io Y' =0,

(8.1)
p Y= = -( 4X ' + • • +

yn=!2!IX2+ •-• +-(2;IX".

Soit X  un point de l'espace A,A,.• • A . Joignons le au point
singulier. Prenons comme sommet A, (0, 1, 0, •, 0 ) le point d'i-
ntersection de cette droite de jonction avec l'hyperplan singulier.
Nous supposerons que ce point A, ne soit pas un point double de
la transfot- mation (6.2), le cas on A, est un point double pouvant
être regardé comme cas de limite. Prenons comme sommet A 3 (0,
0, 1, 0,•••, 0) le point auquel tout point sur la droite A ,A , est
amené par la transformation (6.2). Il vient alors

(8.2)f 2 . ; = 0 ,  - ( 4 = 0 ,  9 j =0, •••,

Puisque la matrice

R 5

,

est du rang n - 1 ,  la martice

RLi `

doit être du rang n - 2 ,  car sinon il viendrait 91=0 comme con-
séquence de (8.2). C'est à dire que pour tout bivecteur le systeme
(8.2) ne contient que n 7 2 équations indépendantes, et que l'qua-
tion g=0 est indépendante de ces équations. Or, le déterminant

est nul identquement. Il faut donc que l'équations 0  s o i t
vérifiée comme consequence de (8.2), '12 étant le complément
algébrique de l'élément 22 dans le déterminant 1921.

Cela posé, soit un bivecteur correspondant à la transforma-
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tion dont le point singulier est au point A2(0, 1, 0,—, 0). Nous
avons

12 = 0

et, par suite

4 = 0

d'après ce que nous venons de remaquer. L'hyperplan singulier
U ;  est donné par

U;ki =0 (1=1,- • , n)

c'est-à-dire,

U; 
A;2 — A?

Nous avons donc

Nous voyons ainsi que l'hyperplan homologue au point A2
passe par le point A, auquel le point IL  est amené par la tra-
nsformation (6.2). Da plus, ce point A, est un point de l'hype-
rplan homologue à A ,,  Ainsi, l'hyperplan homologue à un point
de la droite A,A, passe toujours par A,.

9 . Nous nous occupous enfin du cas où n est un nombre pair
plus grand que deux. En prenant le cas le plus général nous
supposerons que pour tout bivecteur le déterminant I-(211 soit du
rang n - 2  au moins. Dans ce cas comme nous le démontrerons
plus tard, les matrices (6.1) sont tous du rang n - 1  indépenda-
mment du choix de Q 1 ,•• • ,  Q n , Qn.

D'aprés la condition du n°2, pour un bivecteur satisfaisant à
l'équation 14;1=0 ce déterminant est du rang n - 2  et, par suite,
la transformation (6.2) aemet une droite singulière. Chaque point
sur un plan passant par cette droite singulière est amenè par cette
transformation à un même point sur un espace .8,4 _3  qui est l'espace
singulier de la transformation.

Réciproquement, envisagenos un point P. Prenons le comme
sommet A 3 (1, 0,— , 0). La première matrice de (6.1) étant du
rang n - 1, le système d'equations

Q=0( 1 = 1 , - , n)
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contient justement n -1  equations indépendantes. L'ensemble des
bivecteurs satissaisant à  cs• équations a pour l'image un
Les droite singulières des transformations correspondant à  ces
bivecteurs construisent un cône dont le sommet est au point P,
et dont les genératrices dépendent de n -3  paramètres. Sioent PQ,
PQ' deux génératrices. Considérons un espace Sn_., qui est con-
tenu dans l'espace A,24.2 .••A n , et qui n'a pas de point en commun
avec le plan P  Q Q '. L'espace Q'&_4 est en projejectivité régulière
avec l'espace singulier S„_, correspodant à  la droite singulièse PQ .
Il en est ainsi pour QS„_, et ga_, (l'espace singulier correspondant

droite sigulière P Q ') .  Donc, les espoces S„._, et S",_, se coupent
en un espace a n -4  dimensions. Nous voyons ainsi que l'ensemble
des bivecteurs considérés donne l'ensemble des espaces singuliers
à n -3  dimensions, deux espaces desquels se coupent toujours en
un espace à  n -4  dimensions. Evidemment ils ne passent pas un
même espace à  n -4  dimensions. Donc, ils sont contenus dans un
hyperplan u. Faisons correpondre au point P  cet hyperplan a.

Nous pouvons ainsi établir une correspondence entre un point et
un hyperplan. D'après la condition du n°1 cette correspondence
est une polarité. Elle s'exprime sous la forme

40U; =e 11.X1 ( i = 1 , . . . ,  n ) .

Envisageons encors un bivecteur qui donne une transsorma-
tion projective singulière ayant une droite singulière d .  Soit X  un
point quelconque dans l'espace A,A,•••A„. Tout point sur le plan
Xd est amené à un même point sur l'espace singulier correspondant

la droite d .  Comme nous le verrons plus tard ce point se trouve
aussi sur l'hyperplan homologue au point X  de sorte que nous
avons

e„f2i,„XX'4=0,

d'où

en114,i +e,e,,,i =0 (h , k, j ,  j=1,..., n).

Dpnc, par le raisonnement du n°5, nous puovons trouver les
fonctions mi  satisfaisant aux équations (1.2).

10. Nous allons maintenant démontrer que si le déterminant
12,1 est du rang n -2  au moins indépendamment du choix de
bivecteur P i ,  les matrices (6.1) sont tous du rang n -1  indépe-
ndamment du choix de Q", Q„..., Q„. Pour cela, comme
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nous l'avons remanqué au n°7, il suffit de prouver que la première
matrice de (7 .1 )  est du rang n - 1 .  Or, si le déterminant MI est
du rang n - 2  au moins, d'après la condition du n°2, comme con-
séquence des équations

(10.1) o f - 0 •••, n)

la matrice
g 4

( • • • • )

est du rang n - 2  et, par suite,
12 413

(10.2) — •-•-= f::: (a, b=2,• •• , n),

où 2 2  est le complément algébrique du mineur
te, te,
Se,

dans le déterminant MI. Soient p ,  q,• •,  s  I es nombres du rang
des matrices ( 7 .1 ) .  Si p +qZ.2(n —2) le système

14= 0, S4= 0 (1=1, •••, n)

ne contient que 2 ( n - 2 )  équations indépendantes au plus et, par
suite, il existe un bivecteur satisfaisaut h ces équations. Comme
conséquence de ces équations nous avons 4 =0  ( a ,  b =2 , • , n),
4 = 0  ( h = 3 , •• • , u )  et, par suite, 4 =0  en vertu de ( 1 0 .2 ) .  Les
mineurs d'ordre n - 2  du déterminant 12;',1 seraient alors tous nuls
contrairement à  l'hypothèse.

Supposons ensuite que p= n —2, q =• • • =s =n - 1 .  Alors, comme
nous l'avons remaqué au n°7, le déterminant MI peut s'écrire
sous la forme ( 7 .4 ) .  Or, comme conséquence de (10.1) nous avons

41F, (10.3) (b, n)
J ig Se;

Le systéme formé par (10 .1 ) et par n - 2  équations

L h e  ---- 0, • , 0

ne contient que 2 ( n - 2 )  équations au plus et, par suite, il existe
un bivecteur satisfaisant à  ces équations. Comme conséquence de
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ces équations nous avons j=1 ,— ,n ;b ,c =2 ,• • • ,n )
et, par suite, 4 l.=--0(b, c=2, ••• ,  n )  en vertu de (1 0 .3 ). Les mi-
neurs d'ordre n - 2  du déterminant IS41 serait alors tous nuls con-
trairement à  l'hypothèse. Il faut donc que p n — 1 .

11 . Nous démontrerons maintenant que le point aupuel tout
point sur le plan X d  est amené par la transformation (6 .2 ) se
trouve sur l'hyperplan homologue au point  X .

Considérons un point P  dans l'espace A ,A .•-•A n . Prenons le
comme sommet (1, 0,•••, 0) et prenons les autres sommets (0, 1,.
0,•••, 0),•••, (0,•••, 0, 1) dans l'hyperplan correspondant au point P.
Envisageons un bivecteur T 'i  qui donne une transformation pro-
lective dont le droite singulière d  passe par P .  Les équations de
cette transformation s'écrivent sous la forme (8.1), où le détermi-
nant

14.• • • • • .

est du rang n - 2 .
Soit Q  le point d'intersection de X d avec l'espace singulier de

cette transformation. Nous supposerons que ce point Q ne soit pas•
un point double de la transformation, le cas où Q  est un point
double pouvant être regardé comme cas de limite. Prenons (2.
comme sommet (0, 1, 0,•••, 0), et prenons comme sommet (0, 0,
I, 0,•••0) le point Q ' auquel le point Q est amené par la transfo-
rmation. Nous avons alors

(11.1) , 0 = 0 ,

D'après ce que nous avons remarqué au n°8, pour tout bive-
cteur ce système d'équation ne contient que n - 2  équations indé-
pendantes, et l'qvuaton .0=0 est indépendante de ces équations.

Donc, si l'on considère un mineur 4  d'odse n - 1  du détermi-
nant 1911, contenant l'élément .(4 le mineur de .0 dans ce détermi-
nant 4  sera nul pour tout bivecteur satisfaisant aux équations
(11.1), et à  l'équation 14  = 0 .  Cela arrive même quand g=0,
car ce cas-ci peut être regardé comme cas de limite.

Considérons un bivecteut Ti.' tel que la transformation proje-
ctive lui correspondant
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a pour droite singulière une droite passant par .Q .  Nous avons
alors

12:1=0 n).

L'espace singulier de cette transformation est défini par

g lU z = 0, = 0, • • • , = O.

La matrice
!Y,"

QFl ,f2'3 2 12'3 4

étant du rang n - 2 : ce système des équations peut s'éciire

+191Ui ,

U  i n - 2 =  a n - j i i  i a n

où i„_,, j-'73) est une permutation de 1,•• •,  n , et
nous avons

U,•=0

d'après ce que nous avons remarqué plus haut. Nous voyons ainsi
que l'hyperplan correspondant au point Q  passe passe par le point
Q '.  De plud, Q ' étant un point de l'espace singulier homologue
d, les hyperplans correspondant à  un point de d  p a ss  toujours par
Q '.  Il en est donc ainsi pour les hyperplans corresspondant  à  un
point de X d(=Qd).


