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Nous avons exprimé, dans le mémoire précédent, une nouvelle
méthode de solution de quelques équations functionnelles‘i’ -par
I'itération et P'intégrale.

Nous élargirons, dans ce mémoire, cette méthode jusqu’au cas
de fonction inconnue a deux variables, mais c’est essentiellement
efficace pour fonction inconnue a # variables (#>>3).

1. L’équation fonctionnelle.

Considérons I’équation fonctionnelle suivante, dont la fonction
inconnue f(x,y) est continue (ou somrnable) dans le rectangle I:
a<x<bh, c<y<d.

f(x,y) = 1’: : {vx+‘(m—z'.)ni+ (z‘—l)by y+(”}"j);+(j—1)d}(l)

ou m et xn sont deux nombres naturels fixes, et 4 est un paxametre
réel.
Au cas plus simple, par exemple, "équation (1) est

=i R R 3)

+f(‘,93§,’y+1)+f(x+1 y+1>+f(x+_g y_+1)}(1,)

dans I': 0<x<1, 0<y<l.
Mais aprés cela, nous prendrons 'équation générale (1) parce’
que celle-ci est, pluiot, plus courte .que I'équation (1’).

2. Le cas ou 4> 0.
Posons, dans I'équation (1),
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_,x+(m—-k)(z+ﬂ(7k~—_~l)b y+(n—Nc+(—1)d
m N

au lieu de x et y respectivement, employant encore dans I’équation
(1) ces mn relations obtenues ci-déssus, nous obtenons I’équation
suivante par le méme calcul que l'équation fonctionnelle a une
variable®,

wm’ n

« S s a (m— z)ﬂ+(z—1)b v+(n—1)6+(1 1)d
VERIEEPIDIA |

Aprés la méme itération de N fois pour un nombre naturel
quelconque N, on a

BRPA min — +—1b
Rt S A tntoiar =1
N__ y
y+(n J)ncN+(J 1)d}EﬂNg(N)
ou 1= ou b=mnd
mn

Supposons que la fonction f(x, 5’) soit sommable dans le rec-
tangle I, on a

Jim (W= b S [[ 7 ),

par consequent, on doit diviser le probléme en trois cas suivants,
par rapport a la valeur de 6.

1° 6-=1,
Sx, y)= (—b—ﬁ—)”}/(x, y)dxdy=c,: const. (2.1)
20 <,

S(x,9)=0 (2.2)
3° > L

” (s, 9)dxdy=0 (2.3)

Remplissant I'équation (1), 1° et 2° sont toutes les solutions
de ce probléme.
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3. Le cas 3°.

Nous supposons ici, de plus, I'existence de dérivées partielles
continues de f(x,y) jusqu’a l'ordre convenable.
Aprés les différentiations de p+g¢ fois, on aura

orf(w,y)_ A L& e {Vx+(m—z')a+(i—-1)b
0x73y" mPn? ic1 j=1 0xP0y’ m ’

1+(n~j)c+0—1)d} (3)
p :

Abrégeant pour la commodité, considérons la fonction:

7 (x,9)

axpayq ) (x7 y)

. . . Pl
comme la fonction inconue, par la comparaison entre oo et n_/};?

Cest-a-dire, entre 2 et m" 'n?', on aura les trois cas différents,
pour divers valeurs de la paire (p,q).

a) Sil=mr'n?,

Joa=C,: const. (4.1

b) Si A<mP'ne,
Joa=0. (4.2)

c) Sii>wP'ne,
H Jruady=0. (4.3)

4. Le cas ou il y a une paire (p, q) remplissant 4=m""'n?".
D’abord, nous allons chercher la solution f(x,y) dont f, ,=c, 0
pour une seule paire (p,q) et dont f,,=0 pour les autres paires
remplissant A==m?"'n?"",
Alors, par I'intégration de la relation

Afpr, 0=Sr 41, 0BE A1, 11 )
avec les aides de (4.2) et de (4.3), les dérivées partielles f,,
dans lesquelles p'+4¢'<p+q, et p'0,1,2,...... ou p et ¢'=0,1,2,

...... ou ¢, sont nulles identiquement.

Donc, quand on intégre quelques égalités de différentielles
comme (5) et en détermine les constantes de 'intégration remplissant
chaque conditicn (4.3), cn cbtiendra la fonction f?,,,q, que satisfaijt
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I’équation (3) dans laquelle on pose p=p’' et g—=q’. Comme le coté
droit de (5) se compose successivement d'une différentielle totale,
les fonction f,, ,, pour moindre valeur de p' et ¢, pourra étre
trouvées de proche en proche par les intégrations, enfin on arrivera
. =f(x,9).

Ainsi, cétte fonction f(x,y) est un polyndéme de degré p,q par
rapport a x et y respectivement, et la coefficient du terme a"y? est

. N Cp.
égale a p!"é’!.

5. La solution génerale.

Supposons que 'équation A=m?"'n""' par rapport a (p,q) ait
v solutions :

(Pe» Gs) («=1,2, ...... ,v)
et que £, (x,y) (v=1,2, ...... ,v) soit telle solution de I'équation: (1) que
Ferg o=t
et . j;: by 3 =0 pour ﬂzl, 2, ...... , V=

Alors, si f(x,y) est une solution quelconge de (1) telle que
Sy 0a="Cry 0,=Cx (a=1,2, ...... ,Y)
la fonction:
| g(x, y)Ef(x,y)—'élca (%, %)
esf aussi une solutioﬁ de (1), et pour la paire (b’,q’) remplissante
P'+q=max (p.+g.) =7

on a toujours

Gpr, =0,
D’aprés les égalités (5) et (4.3), cela est encore verifiée, en
ordre, pour p'+¢'=7r—1,7—2, ...... ,0, d’ot1 on conclut que
g9(x,5)=0.

C’est-a-dire, la solution générale f(x, y) de 'équation (1) est donnée
comme suivant :
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f5,9)=2 c.fu(%,9) ®)

(¢, : const. arbitraire)

Quand il n’y a pas (p,q) remplissant A==m” '»?"', la solution
devient banale, et :

S(x,9)=0

est la seule solution.

Parce que les nombres naturels s,z n’entrent pas dans la
condition (4.3), toutes les solutions que nous venons de trouver
sont indépendentes de m ou »n, comme au cas d’une variable.

6. Le cas ou 4<0.

Faisant une fois de l'intégration au numéro 1., on peux réduire
au cas ou le parameétre A est positif, mais les solutions ainsi
cherchées sont toutes banales.

7. La conclusion.
En effet, nous arrivons le théoréme suivant.

Theéoreme. L’équation fonctionnelle (1) admet une solution non
banale de polyndme degré p, g par rapport a x et y respectivement,
avec un facteur constant et arbitraire, seulement aux cas ou le
parameétre 4 est égal a m*~'n?"' (p et g sont deux nombres naturels

ou nuls.).
8. Exemples.

Finalement, nous montrons quelques solutions non identique-
ment nulles.
1° m—n et A=
m

- Par I'équation: m™'=m'n?"

on a —1=p+q-2,
ou p+g=1,
ensuite @, 9)=(1,0), (0,1)

Donc, la solution générale est

) =c(x—9F0)+ cy-19)

(¢, et ¢, sont constantes arbitraires)
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ou f,(x,y) et f,(x,¥) peuvent étre calculés comme au cas d’une
variable.

2° m=n et =1.

‘ Par I'équation: 1=m? n??!

on a p+q=2,
ensuite

?,9=(2,0), (1,1, (0,2).
Donc, on a '

f(x,y)=c1<§.~iﬂx+ @ +4ab+ ¥

2 12
_a+b\/ _c+d ¥y _ctd | ctdcd+dy
+cﬁ<" 2 )<y 2 )”“( N A )
(¢, ¢, et ¢, sont constantes arbitraires.)
3° m=n® et lzi.
n
D’aprés nl=n’"2pe
on a ' 2p+q=2,
ensuite @, 9=(1,0), (0,2).
Donc, on a
o x— OO\ L (Y _ctd, Ctdcd+d
S )=a(3= 37 ) + o( =5 0+ TG

(c, et c, sont constantes arbitraires.)

9. Remarque.
Employant les solutions caractéristiques a une variable f,(x)
(p=1,2,...... ) de laquelle le coefficient de #” est L', nous pouvons

représenter les solutions caractéristiques f, (x, ¥) pour (p., g.) comme
suivant :—

Sz, y)=/f,, (%) 1, (), )

puisque le produit du coté droit est vraiment la solution pour
(b« @), et que la solution de (1) pour (p., q.) linéairement in-
dépendente est unique.



Sur queiques équati'ons fbnctionneiies et leurs solutions 53

En terminint ce mémboire, 'auteur veut exprimer ses remercie-
ments sincires a M. le Professeur T. Matsumoto pour ses conseils
précieux qu’il Iui a donné continuellement pendent la recherche
précédente et la présente.
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