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1. Lorsqu’on entre dans le domaine non linéaire, on rencontre
diverses phénomeénes qui n'ont pas été traités dans le domaine
linéaire ; ce sont par example le phénoméne de sauts avec hystérésie,
la présence des oscillations subharmoniques et les autres. Mais
leurs interprétations mathématiquement rigoreuses, selon ma con-
naissance, ne sont pas encore faites complétement. J’entreprends
ici une interprétation rigoreuse du phénomene de sauts (avec
hystérésie) sous la condition un peu restreinte pour 1’équation
différentielle non linéaire suivante

(1) 5&+p£+ax+bx‘=ecos~)t

ou p, a, e sont positifs et b non nul.

Ce sont remarqués que notre raisonnement ne faut pas étre
borné a l'équation (1), mais seulement pour fixer les idées, nous
nous bornerons ici a l'équation (1), et en méme temps que les
raisonnements ci-dessous donneront quelques compléments aux
travaux de plusieurs physico-mathématiciens.

2. Phénomene de sauts: Dans I’équation (1), lorsqu’on fait varier
e, 'amplitude de la force extérieure périodique, continiment et
trés lentement en un sens, alors la solution oscillante (ayant la
méme période que celle de la force extérieure) varie son amplitude
continiment, mais en un moment elle se varie brusquement (le
phénomeéne de saut), et d’ailleurs si on fait varier e en sens con-
traire, alors la solution n’est pas identique que celle que nous
avons observée dans le premier processus, et en un moment on
voit le phénoméne de saut, aprés lequel on voit le processus
exactement réciproque au premier (hystérésie oscillatoire). Le
phénoméne apparait aussi lorsqu’on fait varier « au lieu de e.

3. Mais I'énoncé précédant n’est pas bien clair mathématiquement.
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D’abord la solution qui est périodique n’a pas d’importance ou
plutot perd de sens quand’on fait varier e¢ (ou ) dans (1). En
effet, comme nous verrons ci-dessous, nous pouvons démontrer
aisément lexistence d’'une ou deux solutions périodiques si le
parameétre e (ou o) est tenu fixe, dans le systéme oscillatoire (1),
néanmoins c’est presque impossible que cette oscillation est réalisée
justement aussitdt que le systéme est conduit a cette condition
aprés la variation du parametre e a partir d’'une valeur e, assez
lentement mais d’ailleurs d’'une maniére quelconque. En considérant
ces faits, nous interprétons 1'énoncé précédant comme il suit:

1°. Lorsqu’on fait varier le parametre e¢ en un sens déterminé,
on peut counsidérer une suite des oscillations a priori dépendantes
continiment de “e’’, excepté pour la valeur de saut, et y on a
une certainé discontinuité déterminée.

2°. Lorsqu’on fait varier “e” lentement réellement, 1'oscillations
réalisées sont sensiblement égaux* aux oscillations précédantes si
on compare deux a deux les deux oscillations correspondantes au
méme valeur de e, excépté les oscillations correspondantes aux
valeurs de e trés voisines de la valeur de saut.

3°, Lorsqu'on conduit le systéeme oscillatoire (1) a la valeur de
saut, l'oscillation réalisée aurait 'indétermination, mais si on continue
a varier “e” d’'une quantité (toujours petite), 1’énoncé 2° est
réalisé.

4. Commencons par l'é¢tude de I’équation (1) dans le cas ou p,
b, e, w/¥a—1 (de méme va/w—1) sont petits et dailleurs du
méme ordre, et e le parametre de varier. On peut supposer a=1
par le changement de variable v'at=r. Donc nous pouvons écrire
(1) sous la form,

(2) 1+x+7(Px+ Ax®) =7E coswt,

ou 1/w=1+7T, y étant positif et petit, P et E supposés positifs.
Alors démontrerons le lemme suivant qui est fondamental pour nos
considérations. :

Lemme Fondamental. Regardons dans I’équation (2), E comme
parameétre, et supposons que les conditions

(3) AT <0, |T|>§P

* Nous dirons que deux solutions x,(#), xs(#) sont “ sensiblement égaux ”, lorsque

la différence dx=x,—x, est trés petite avec sa dérivée en comparaison avec ‘/x1’+ (xy)2
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sont remplies. Alors si y est choisi petit, dans (2) le phénoméne
de sauts avec hystérésie se présente lorsqu’on fait varier E (dans
un intervalle) assez lentement; c’est-a-dire qu’on peut trouver un
nombre 7, dépendant de P, A, T tel que pour y <y, 'équation (2)
présente le phénomeéne de sauts.

5. Posons x=y, alors I'équation (2) s’écrit comme suivant

(4) {"zy
y=—x+7(E coswi— Py— Ax*).
En introduisant les nouvelles variables,

p=x+y, f=tan~' Y,

x
(4) s’écrit
J =27 (E cos wt—Py— Ax*)y=2y (E~ p coswt-sinf
(4) — Posin®— Ag* cos®0 sinf).

b=—1 +7‘(EM—Psin0-cosﬂ—A{) cos“b’).
v p y
Cela fait, si nous supposons y petit, nous aurons la solution de (4)
sous la forme
o) =p(B) +70:() +70u(8) 4+ +7"pa () + -+,
0(t) =0,() +7r0,(t) +1°0.(8) + -+ +7"0.(2) +--- .
Sous les conditions (0)=(0)=60,(0)=0,(0)=0, (i>1), nous
pouvons déterminer p;, 0; successivement.
D’abord on a
n, (1) =
(5) o (H) =0,
0,(t) =¢,—t,
ou p, ¢, étant les valeurs initiales (#=0). Et en second lieu, on a
(" p=2{E~ p, cos wt-sin(g,— t) — P, sin®(¢,—t)
] — Apy’cos’(¢,—1) -sin(g,— 1) |,
Vi =F cos(ut-coi(%-—t)
1 "/A”o
— Ap, cos*(¢,—1).
Nous trouverons p,(¢), 0,(f) en intégrant ces équations, mais notre
but est de calculer les variations 4p;, 46, de p, et 6, aprés une
période 2n/w=2n(1+yT). Pour cela, nous calculerons successive-
ment.

—Psin(¢,—t) -cos(g,—1)
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10, cos:ut-sin(goo—t):—SirZ‘ﬁ - {cos(w—1)t+cos(w+1)t}

_ COS¢,
2

En tenant compte de 1/w=1+7T, son intégral est
2 Jw

j cos wt-sin(¢,— 1) dt=

0

- {sin(w+1)t—sin(w—1)¢}.

sing, = sin(—27/w) _ cosg,
2 w—1 2

5 C0s(—2n/w) —1
w—1

-+0(),

et

sin(—27/w) _ —sin(25;T) _ (1+7T)

{27r—— — 27)* T + - }

w—1 —yT/1+7 T
=27+ 0(y),
cos(—2m/w)—1 _ cos(2mT)—1 _ [ (2mT)* . ,/—rT
o1 T+ T { o1 TOM/g
=0(7),

par suite, I'intégrale précédente devient
25 /w
j 7 dt=nsing,+0(r) ;
0

2°,

27 Jow o 2n(14YT)

‘sine(gro—t)dt:? j [1—cos2(@,—1t) ]dt=7+O(7) ;

0
2n/w

3°. coswt-cos(@,—t) : Comme 1° on a j 7 dt=m cos¢g,+O(7) ;

0
27/ w

4°, j'cos“(goo—t)dt=—i—7r+0(;'), puisqu’on a cos"(?:%
(]
1 1
+—cos 20 + —= cos44.
2 8
Si nous désignons les variations de o, et ¢, aprés une période

27/w par dp, et d¢, il devient, en tenant compte de (5) et les
calculations 1°—

APO:‘ZT(E"/EJ”Sins%—P/‘o”) +0, @,
(6) E

A¢0=7(—27Z'T+ “/TH COSS"O—APO : %”)4‘02(7’2)-
%
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Donnons ici une remarque, nécessaire dans les raisonnements qui
suivent : Dans (6), pour les constantes A, P, T, et la variable p,
satisfaisantes aux conditions,

|A|<A,, P<P,, |T|<T,, %<p.,<K,

ou A, P, T,, K(>1) sont les quantités positives arbitraires, on peut
trouver une quantité R (dépendante en général des A,, B, T,, K)
telle que, dans (6) on a

(7) 0. | <Ry, (=1, 2).

L’expression qui donne la transformation dans le plan (g, ¢,)
s’écrit en divisant par 27y :

Ap, _ (EY py sing,—Pp,) + O,(7),

S‘O —f — Z —_——— P +()
mr_< + ,\/()0' COS 900 8 A o) Q(T) .

Ici, lorsque 7 tend vers 0, cette équation (aux différences finies)
devient en supprimant I'affixe 0,

_d_lo_=E«/Esinsp-—P{:

dt

(9) de E 3
ag _ 1y —=2_Ap.
dt 2vp cos¢ 8 P

6. Pour notre but de démontrer l'existence du phénomeéne de
sauts, il est nécessaire et en méme temps intéressant de considérer
la solution périodique de I’équation (2) ; mais ce n’est autre que
de considérer les points (o, ¢,) tels que dp,=d¢,=0 dans (6).
Pour cela, nous cherchons les points singuliers stables de 1'équation
différentielles (9). On trouve aisément dans les raisonnements
ultérieurs que dans le voisinage de tel point il y a un point (p,,
@, tel que dp,=d¢,=0 pour la transformation (6), si y est choisi
petit.
D’abord, au point singulier, on doit avoir

sing=L 7,
E
(10) : 3
= - v
cos ¢ 2(T+ g Ap) p/E.

Pour cela, il faut que p satisfait a I'équation suivante
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- 2 3 ? I Al
(11) Sy = {P+(2T+ 2 4p)}=E
Pour examiner la stabilité, considérons les équations aux variations
de (9):

p=(-Z2Re ES‘““’ —P)dp+Evpcospdy,
(12) E 3 Esi
f(_Ecosg 3 __ Esing
op A 7 A)B{) v v oo,
ou en tenant compte de la relation (10),

op = _%6‘:‘+E~/{5cos¢550 ,

ou =——%5/'+(2T+i/1pi),n8¢
(127 E cos¢
——( o +hA)a,,__a¢
ou =——[ (2T+-Ap)+— ]6;}-——12)- 0.

L’équation caractéristique devient
(13) SZ+PS+%f’(p)=O,

ou f'(p) est la dérivée de f(p). Cette équation est aisément déduite
de la relation (12').

Comme notre aftention est dirigée sur les points singuliers
stables,—nous verrons ultérieurement que les points instables
ne sont pas nécessaires pour

e R
nos considérations—nous nous /
bornerons désormais aux points E E
singuliers (p, ¢) tels que 'on .. 7

. |

ait f(p)>0. E,
D’autre part, remarquons
que la fonction f(p) positive

pour p positif a un maximum .fii

et un minimum en vertu de }-EZ

la condition (3) dans 1’énoncé E I

du lemme fondamental (voir 0 "F

Fig. 1). Fig. 1. lire Z2 au lieu de £
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En effet, on a

<

f/(P)=P‘J+(2T+ % A{,>2+2/,% A(2T+ -i_A‘n

=%A2pg+6ATp+P2+4Tg,
dont le discriminant est 9/4- A*(4T°—3P*). C’est positif et AT <0,
d’od nous verrons la propriété de f(p).

Considérons ici E comme parameétre, alors les points stables
changent ses positions dans le (p, ¢) plan, et ses positions sont
données par les racines de l'équation (11) et puis par (10) avec
la condition f’(p)>0. Fig. 1 montre les variations des p susdits
suivant la variation de E. Nous devons remarquer qu’il existe
deux points lorsque E est varié dans l'intervalle E.<E <E,.

7. Nous allons entrer dans

I’analyse du phénoméne de x
saut. D’abord, considérons P(E),
dans le plan (x, %) les lieux P(E) C—’?Tz\p(ﬁ )
des points stables comme P(E,) —;/’ i
on vient de considérer. Nous P(E)
avons ainsi deux courbes “
distinctes C, et C, (voir Fig. G P(E)
2). -
Désormais nous ne con- ' ) —>X
sidérons seulement que le (A>0,1<0) |
cas ou le paramétre E est Fig. 2.

varié dans l'intervalle E<FE

<E, ou E (petit) et E (grand) sont choisis convenablement mais
fixes une fois pour toutes (voir Fig. 1).

Ceci fait, il faut éclaircir notre plan des raisonnements. Con-
sidérons d’abord le cas ou E est varié¢ de E a E. Alors a partir
de E faisons correspondre pour chaque valeur de E continiment
le point de (x, x) qui vient d’étre défini (voir Fig. 2). Alors,
lorsqu’on arrive a la valeur E,, on a une discontinuité brusque.
On a ainsi une suite des points bien définis dépendants de E,
excepté le cas o E=E,. Nous voulons prouver ce ne sont autres
que les points représentant les oscillations que nous avons dites dans
1° du #°3. Clest-a-dire, si 'on désigne ces points par (p,(E),
@ (E)) ol p=x+ 1, ¢=tan~"(x/x), l'oscillation sinusoidale
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(14) x(t; E)=p(E)" cosw{t— ¢ (E) }

n’est autre que l'oscillation dite dans 1° du #°3. Autremdnt dit, si
on fait varier E de E a E lentement, les oscillations réalisées sont
toujours sensiblement égaux aux précédantes, excepté le cas ou E
est voisin de E,.

Si nous considérons le cas ou E est varié de E a E en décrois-
sant, nous avons comme au dessus une suite des points dans (x,
%), qui sont distincts pour les valeurs de E dans E,<E <E, et
ayant la discontinuité brusque pour E=E,, et de la méme facon,
P'oscillation sinusoidale

(15) %(t; E)=py(E)" cosw{t—¢,(E) }

qui est distincte de (14) pour toute la valeur dans E.<E <E,.

Le phénoméne d’hystérésie vient de ce fait.

8. Nous allons démontrer la proposition suivante: Choisissons
d’abord une valeur E/(<E,) voisine de E, mais fixe une fois pour
toutes (voir Fig. 2), et considérons le cas ou l'on fait varier le
paramétre E de E 4 E/, nous obtenons ainsi le point P(E), EXE
<E/, sur C, (voir Fig. 2).

Nous prouverons alors que, si r est choisi assez petit, pour
Péquation (2) ainsi déterminée, nous voyons que, si la valeur initiale
(2(0), .7.6(0)) est posée dans un voisinage de P(E) convenablement
chosi lorsque E=FE, et puis si le parametre E est varié lentement, la
solution change ses valeurs initiales (nous divons pour abréger “ les
valeurs initiales ” les points (x, x) qui correspondent aux temps qui
sont les multiples entiers de la période, c’est-a-dirve n-27/w, n=0, 1,
2,-++) selon la variation de E, mais alors ses valeurs initiales (ou
position initiales) restent toujours dans un petit voisinage (considéré
a priori) de P(E), o E, bien entendu, doil elre considéré comme
substitué par la valeur a cet instant.

Puisque la démonstration est un peu délicate, partageons-la en

deux parties.
9. Le cas on E est varié brusquement d'une petite échelle apres une
langue pause. Pour la démonstration il suffit de prouver dans le
plan des (p, ¢), donc nous y considérons désormais. Ici, comme la
variation de E est brusque, nous considérons E comme parameétre
fixe provisoirement.

D’abord nous voulons connaitre un peu précisément I'allure
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asymptotique du point (p,, ¢,) quand la transformation (6) est
effectuée successivement. Pour cela, nous considérons celle de la
solution de I'équation différentielle (9). Comme sur la curve C,
(voir Fig. 3) on a dp/dt=d¢/dt=0, I'équation différentielle pour

{g;’; :;’;___ S'ZZ (o 9o) indiquant les coordonées de P(E), devient, en
tenant compte de (12), (12")

(12 [3ﬂ'=a3p+b6so+--- :
0 =cop+aidp+---,

ou a=——12)—<0, b=E~p cosg, ¥

P(E)

E cos¢ 3 =
=—(==2r 4+ 2. A4). P
¢ 4 - 8 > UE)@‘ &1

Rappelons-nous que » et ¢ varient con-
tinment lorsque le point P(E) se meut G
sur la courbe C,, C’est-a-dire ce sont les
quantités dépendantes continiiment de E.
Ici, les termes non écrits sont ceux de
troisiéme degré en dp, 0¢, ou les coef-
ficients sont uniformément bornés lorsque
les coordonnées (dp, d¢) sont uniformément petites pour ESE <E/.

Cela fait, considérons la quantité suivante pour chaque valeur
fixée de E autour chaque point P(E),

(16) P x(p, 0p) =[u(0p)*+B(9¢)*]/2,
ou « et 3 sont constantes positives que nous allons définir et’ qui
dépendent continiment de E.

Considérons la dérivée de @, prise suivant une solution de (9),
il vient

P(E)

Fig. 3.

17) dit07E=«3/>-5p‘+ﬂ6¢-5sv'=w3p-[05p+b3¢+---]
+B3¢-[cop+adp+--] '
=audp*+ (bu+cp)dpdp+aP oy’ + -,

ou les termes non écrits sont de troisieme degré.

Nous voulons déterminer «, # tels que la derniére expression
soit négativement définie. Pour cela, considérons le discriminant

(18) (bu+ cB)* —4a*uf="b"+ 2(bc—2a*) uf + .
Nous devons prendre «, # tels que (18) soit négatif. Pour cela, il
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suffit de voir son discriminant (comme les trois quantités b, c,
bc—2a* ne sont pas simultanément nulles), il vient

4(bc—2a°)*—4b°c=4'a*(a*— bc) =4%a* - (p).

Comme cette quantité est toujours positive, et que le coefficient de
de ¢f3 dans (18) est négatif, nous pouvons prendre «, f tels que
ce soient positifs simultanément et que «*4+#*=1 et d’ailleurs qu’ils
dépendent continiment de E.

Remarquons que par la continuité par rapport a E, on a

(19) 1=>u>0,>0, 1=28=4,>0

pour toutes les valeurs considérées de E.

Pour «, B ainsi déterminées, I'expression audp*+ --- +afdg® est
toujours négativement définie, par conséquent,

sup audp*+ (ba+cf)dode + aﬁf?f‘“‘_
Ap246p7=1 [«dp” + Bog*]/2

est négative pour chaque E, et comme cette quantité dépend con-
tinlment de E, on a sa maximum —p, négatif.

Par conséquent, en tenant compte des termes non écrits et les
inégalités (19), on a

(20) % D= — % @y, pour Pz<7,,

ou 7, est un nombre positif choisi convenablement petit.

L’inégalité (20) nous apprend quantitativement I'allure asymp-
totique de la solution de I'équation différentielle (9), et d’ailleurs
de la maniére unifiée pour chaque valeur de E; remarquons ici
que, si la position initiale est donnée dans le domaine tel que
& <7, la solution ainsi déterminée entre dans le domaine tel que
b p<7,/4, au plus tard apreés ’époque 2/4,-log4, nous la désignons
par T. En effet, on a d/dt-log @z<—,/2, par suite log(@z/?})
<—(p/2)t, ou @4 désigne la valeur initiale de @5 correspondante
au point initiale. Il en résulte immédiatement la proposition
demandée.

Nous allons maintenant considérer quatitativement Iallure
asymptotique du point (p,, ¢,) lorsque la transformation (6) est
effectuée successivement pour 7 assez petit. Pour cela, nous
considérons la transformation (6) en modifiant comme il suit.
D’abord, pour y fixe, nous considérons un point (0, ¢,) dans le
domaine 7,/2< @, 7, et transformons-le par (6), nous désignons
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ce point par (p§”, ¢{"), et encore transformons celui-ci par (6),
nous le désignons par (p?, ¢;”),--. Ainsi nous obtenons une suite
de points (0, ¢5), (05", €§),---, (7, ¢§),---, eu il suffit de prendre
pour z jusqu'a [T/27r]+1, et nous désignons 27y par 4t Ceci
fait, joignons ces points successivement, nous avons ainsi une ligne
brisée, alors nous pouvons considérer le mouvement sur cette ligne
brisée qui, en partant de (o, ¢,), se meut sur chaque segment
pendant le temps 4t (commun), a une vitesse uniforme (bien
entendu, cette vitesse peut étre en général distincte pour chaque
segment de la ligne).

Comparons ce mouvement avec celui qui est défini par 'équa-

tion différentielle (9) avec le méme point initial. Nous pouvons
dire que celui-la peut étre “ approché ’* de celui-ci aussi bien qu’on
le veut, si r est choisi petit. Et d’ailleurs, dans ce cas, ce l'est
uniformément pour toutes les mouvements qui partent dans le
domaine 7,/2<@;<7, et pour toutes les E.

Cette proposition n’est qu'une interprétation cinématique qui
justifie la méthode de Cauchy-Lipschitz généralisee en théorie des
équations différentielles ordinaires.**

Considérons (d/dt) @, suivant une trajectoire ainsi définie, en
comparant avec la trajectoire de (9) avant la méme position initiale,
on voit que cette dérivée est trés voisine de celle qui a été calculée
suivant la trajectoire de (9) au méme instant. En effet, comme
deux trajectoires sont “ voisines”, (o, ¢) et (o, ¢) sont trés voisins,
et comme les dérivées premiéres de @, sont continues et bornées,
nous avons la propriété demandée.

Par suite, si r est choisi assez petit, pour les trajectoires ainsi
déterminées, nous avons, suivant ces trajectoires,

(21) &L (04—,
pour les trajectoires qui partent du domaine 7,/2<@,<7, ou ¢
est une constante positive donnée a I’avance.

Par suite, si on prend e=7,/4, comme dans le domaine ?,>7,/2
on a Py—e=>7,/4, nous avons

* Nous dirons que deux mouvements dans le plan des (p, ¢) sont “ approchants ”
ou “voisins ” dans un intervalle du temps 0<¢< 7, si les deux points mobiles sont
voisins les uns les autres uniformément pendant ce temps avec ses vitesse, c’est-a-dire
‘;, q-; en chaque instant.

** Voir H. Okamura: L’introduction i la théorie des équations différentielles, p.
127-128.
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d 7 7
(22) =P Do
dt "= 2 4
Nous avons ainsi obtenu un résultat quantitatif demandé: Si (p,,
¢,) dans le domaine 7,/2< @,<7, est transformé par (6), cette

variation de position est connue en moyen de celle de @, que
voici ;

(23) 0P, < — 32—"' ~%2ﬂr=—k, ou k£>0.

Avant d’entrer dans la démonstrations, nous remarquons ici;
1°. Que, si une valeur initiale (p,, ¢,) est donnée dans le domaine
@<, on voit d’aprés (23) que ces valeurs initiales restent dans
le domaine ¢,<7,/2 au plus tard aprés (7,—7,/2)/k fois de la
période ;
2°. Lorsqu’on fait varier brusquement la valeur E de E a E’ en
un instant, nous considérons pour abréger que ce moment est avant
une période 27/w alors toutes les solutions qui ont les valeurs
initiales dans @,;<7#,/2 recevront des variations, mais si |E'—E|
est petit, c’est-a-dire si | E’—E | <g¢,, ses positions initiales au moment
27/w restent dans le domaine @;<(2/3)7, et uniformément pour
toutes les valeurs de E.

Ceci fait, attachons pour chaque point P(E) de C, Iellipse
supérieure @z=v, et lellipse inférieure @,=(2/3)7#, (voir Fig. 3),
comme les centres ef les formes de ces ellipses changent contina-
ment, nous pouvons trouver un nombre e( <e;) tel que suivant;

Si on prend une division arbitraire §=E‘,<E,<E2<E~3<-~
<E.=E/ telle que max (E~,+.—E‘) <, lellipse supérieur en E,
contient dans son intérieures lellipse inférieure en E,_,.

Par suite, si on change le paramétre E de E a E,’ de la maniére

brusque en un nombre fini de fois par échelle moins que e, et
/2

kx2n/w
(voir 1°), nous verrons qu’une solution arbitrare, commencée par
sa valeur initiale dans l'ellipse inférieure en E, change sa valeur
initiale en restant dans l’ellipse supérieure. Plus précisément,
lorsque le paramétre est tenu constant E=EF, alors la solution a
toujours sa valeur initiale dans l’ellipse supérieure en E=E. Ainsi
nous avons démontré la propriété demandée.
10. Le cas ouw E est varié continiiment et lentement.

D’abord, nous voyons dans ce cas la propriété suivante : Lorsque

d’ailleure chaque intervalle de pause est plus long que
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4E (1) est trés petit, dE(#) désignant la variation de E(¢) pendant
une période, toutes les solutions ayant ses valeurs initiales dans
I'ellipse supérieure en E(t) ont ses valeurs initiales, aprés une
période, égaux a erreurs au plus » prés a celles des solutions
obtenues en supposant E invariable pendant cette période, et d’ail-
leurs cette propriété est uniforme pour toutes valeurs de E, et ou
7 est un nombre arbitraire choisi a I'avance.

Cela fait, prenons pour » tel que I'on ait, en tenant compte de
(23),

(24) 00, <— ’;

Il en résulte que si JE(f) est trés petit, l'ellipse supérieure en
E+4E contient toujours touts les points tels que @,<7,—Fk,/2.
Par suite, on voit que si 4E(#) est trés petit, la solution commencée
par une voleur initiale arbitraire dans dlﬁ,-sm, garde toujours ses

valeurs initiales dans ?.,. Nous avons ainsi démontré la propriété
demandée.

Remarquons ici que lorsqu’'on choisit une valeur E,/(>E,)
voisine de E, (voir Fig. 1), alors sur la courbe C,: {P(E) ; E;/<E
<E}, (voir Fig. 2), on peut raisonner de la méme maniére que
sur C, qui vient d’étre faite. Par suite, fixons, désormais E/, et E/,
et considérons que pour chaque point des C, et C, un voisinage
qui est la tranformée de lellipse supérieure susdite (@z=7,) est
attaché. Mais y est considéré comme indéterminé.

11. L’analyse du phénomene de sauts.

On a vu que, si y est choisi petit dans le systeme (2), alors,
si on fait varier le paramétre E jusqu’a E, lentement, on peut
savoir l'allure de la solution précisément a une petite erreur pres.
Mais, aprés ce moment on ne sait pas son allure exacte. Nous
démontrons, toutefois, que, lorsqu’on fait varier E assez lentement
et 'améne a la valeur E,/ (E/'(>E,) est une valeur voisine de
E, choisie a l'avance) (voir Fig. 1), alors les valeurs initiales de
cette solution restent dans le voisinage de P(E,’) considéré au
numéro précédent, pourvu que r est choisi petit dans (2).

12. Transformons dans (9) les variables indépendantes a (x,y),
il vient

(9) 2= <V.7cm¢>-=%xi»— Vosingp= —§x+ Ty

+%Ay(x2+y’),
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§=(Vpsin¢)'=%.+V;COS¢-¢=——E2——Tx
P 3 .
— Py 3 Axeas).
TR 2(x°+5%)

Cette équation nous apprend une propriété trés importante. En
effet, posons (9’) comme suivant,

(9//) x=X(xv y):
y=Y(x, ),
alors on a
X Y
25 —— 4+ =P,
(25) 0x + oy

Ceci fait, considérons I’équation (9”) comme déffinissant un
mouvement d’un fluide remplissant le plan, alors, si nous désignerons
par £(¢) l'aire du fluide, au temps #, qui a occupé initialement
(t=0) un domaine déterminé, nous avons, en vertu de (25),

d _ -
Zrem=—P-2),

par suite, £()=4£(0)-e **. Au contraire, si nous désignerons par
A(t) l'aire du domaine occupé par le fluide qui occupera un do-
maine déterminé apreés le temps £, on a

(26) A(t)=A(0)-e™.
13. Considérons un grand cercle K de rayon R, centre a I'origine
tel que l'on ait dans I’équation (9)

Ib<—a pour R—1<p<R et pour E/<EZE,, ou a est un
nombre positif. Alors si 7y est choisi petit dans (2), pour I'équa-
tion (2) ainsi déterminée on a la proposition suivante:

Si nous faisons varier le paramétre E assez lentement de E/
a E/”, une solution arbitraire qui a sa valeur initiale dans le voisi-
nage de P(E,) lorsque E=E/, reste toujours dans K.

En effet, puisque 7 est petit, nous avons dans (6),

dp,<(—a+e)2my, pour R—1<p,<R et E/XEXE/,
ou ¢ est infiniment petit avec y.
Par suite on peut supposer d4dp,<—a/2-27ny. Pour y ainsi

déterminé nous considérons (2), alors nous avons la méme proposi-
tion énoncée au commencement du #°10. Par suite, si 4E est trés
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petit, les valeurs initiales successives restent dans K. Nous raison-
nerons désormais seulement dans le cercle K.

Considérons l'équation (9) ou sa transformée (9') lorsque
E=E/", alors le point singulier est le point P(E,”) seulement, et
attachons 4 ce point le voisinage & (transformé de lellipse supé-
rieure en P(E)")). _

Nous dirvons que toutes les solutions de (9) qui partent d'un
point arbitraire dans K restent dans le voisinage & aprés un temps
T uniformément pour toutes les solutions, ouw T sera choisi con-
venablement grand.

D’abord, nous prouverons qu’'une solution qui part d’un point
arbitraire dans K, entre dans & aprés un temps fini. Nous le
ferons par contradiction. Pour cela, considérons I'ensemble A ()
qui devient & aprés le temps f, comme nous avons considéré dans
n°12. D’aprés (26), lorsqu’on fait croitre ¢, ’ensemble A(?) aura
nécessairement une partie en dehors de K. Nous fixons tel ensemble
et le désignons par A(t).

Cela fait, supposons qu’il existe dans K un point tel que la
solution de (9) qui part de ce point n’entre jamais dans &. Comme
il n'existe aucun point singulier dans K— &, et cette trajectoire
n‘aurait & comme point d’accumlation, cette trajectoire aurait
nécessairement un cycle limite dans K—&. Comme un cycle limite
a nécessarement un point singulier, ce cycle limite contiendrait &
dans son intérieur. Par suite ce cycle limite aurait une partie
commune avec A(#), donc la trajectoire le serait aussi. Ceci
explique que cette trajectoire faut entrer dans & aprés un temps
fini, contrairement a la supposition.

Nous prouverons qu’il existe un temps 7 énoncé précédem-
ment. En effet, s’il n'en est pas ainsi, il existerait un point (dans
K— &) tel qu’aucun voisinage, quelque petit que ce soit, contienne
des points tels que les trajectoires partant de ces points n’entrent
pas dans & aprés un temps fixé, quelque grand que ce soit. Clest
absurde, car ce point a la trajectoire qui, en partant de ce point,
entre dans & apres le temps fini r. Alors, si nous prendrons un
petit voisinage autour de ce point, ce voisinage entre dans & aprés
ce temps 7. (C’est une conséquence de la propriété connue sous le
nom ‘la continuité par rapport a la valeur initiale ).

14. Cela fait, par l'énoncé précédent, nous pouvons supposer
hcaque trajectoire entre dans le petit voisinage ( C é): @y < 7/4,
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aprés un temps 7,. Par suite, en faisant le méme raisonnement
que celui du #°9, on voit que si y est choisi petit, la transforma-
tion (6) ainsi déterminée a la propriété suivante ;

Il existe un nombre entier »n, (dépendant de r) tel que, si on
applique la transformation (6) a un point arbitraire (g, ¢,) €K
successivement #, fois, le dernier point entre dans le voisinage
D < 7,/2, et d'ailleurs les points successifs restent aussi dans ce
voisinage.

Toutefois, il est 4 remarquer que dans ce raisonnement l’iné-
galité (7) est utilisée pour p,>1/K; mais pour p,<1/K on doit
considérer la transformation (6) en transformant en (x,, ¥,)-systéme.

Cela fait, considérons le cas général ou E est varié lentement
a partir de E=E,’. Alors, en tenant compte du fait que toutes
les solutions ayant ses valeurs initiales dans K restent toujours
dans K, et diailleurs au plus tard aprés le temps #,Xx27/w ses
valeurs initiales entrent dans le voisinage @, <7,/2 lorsque E est
tenu fixe et égale a E,, nous voyons que, si 4dE(t) est petit, 4E(¢)
désignant la variation de E pendant le temps #,x 27/, toutes
solutions correspondantes ont ses valeurs initiales dans I’ellipse
inférieure @, <2/3-7, aprés ce temps. Puisque 4E(¢) est petit,
nous pouvons supposer l’ellipse inférieure en P(E,’) est contenue
dans l'ellipse supérieure en P(E/'+4E), ou 4dE désigne I’accroise-
ment de E pendant le temps »,x 27/ .

Nous avons ainsi complété I'analyse du phénomeéne de sauts.
15. En tenant compte des résultats des #°° 10, 14, nous avons
démontré l'existence du phénomeéne de sauts avec hystérésie, quand
7 est choisi assez petit dans (2). Alors il est nécessaire de re-
marquer que sous l'expression (14), (15) du #°15 le phénomeéne
de sauts se présente quand

1) n/2<¢(E)<m lorsque A>0,

2) 0<¢(E) <m/2 lorsque A <O.

Et en parlant grossiérement, lorsque ¢(E) est voisin de 0 ou =,
le phénomeéne de sauts n’a pas lieu (voir Fig. 2).

A la fin, nous remarquons le suivant: Nous avons considéré
A, P, T comme fixés toujours, mais il est a peu prés évident que,
si T est considéré un parameétre variable autour une valeur T,
alors on peut trouver un nombre 7, du lemme fondamental commun
a tels systtmes (A, P, T) si on restreint l'intervalle de T autour
de T, convenablement.
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16. D’apres le lemme fondamental, nous obtenons
Théoréeme 1. Considérons I'équation

(1) x+px+ax+br=ecoswt, (p,a e>0, b==0).

6 9

Si nous y regardons ‘“e” .comme parametre, et supposons que
p/Ya soit moindre qu'un nombre 7, fixe, on y voit le phénoméne
de sauts avec hystérésie lorsqu’on choisit @ convenablement.*
Démonstration. Transformons (1) par Va t=r, il vient
b e

1 il xyar 2= cos Y r.
(19 va a a va

Donc il suffit de considérer I'équation
an X+Px+2+b0x=¢ cosw't.

Considérons, en outre, un systéme de nombres arbitrares (4, P, T)
satisfaisant a (3) du lemme, ou A=0 selon que ' =0, et prendrons
P=1 pour abréger. Alors, pour I'équation (2) avec les constants
ainsi déterminées, il existe un nombre 7, énoncé dans le lemme.**

Nous supposons que la condition p’ <7, est remplie, alors en
transformant (1”) par x= Ve é(¢), il vient

. . /
(1 Expéréret®=2 cosw't.
Ve
Donc, si nous prendrons e tel que b'=p'A, c'est-a-dire,
!
7 ez%A,

et o tel que 1/o'=1+p'T, nons obtenons le systéme considéré
dans le lemme fondamental. ‘

Remarque 1. Comme on le voit aisément dans la démonstra-
tion, selon notre raisonnement, les valeurs de sauts pour “e” sont
en général petites, et aussi les amplitudes des oscillations petites.
Mais il est a remarquer que, si nous faisons décroitre b dans (1),
b, a, et o étant fixés, alors e devient grand (d’apres (27)), par

* Dapres la remarque a la fin du #°15, nous pouvons plus précisément dire

que: “lorsqu’on choisit dans un certain intervalle v, < w<w,”, mais alors lintervalle
(@), wg) n’est pas connu précisément, car sa position et son longeur changent avec p,
a, b.

** 11 suffit, pour 7, de ce théoréme de prendre la limite supérieure de tels 7,
obtenus lorsqu’on fait varier (4, 7°), mais ce n’est pas intéressant dans nos considéra-
tions. Toutefois, il nous semble désireux de déterminer tel 7, effectivement. Par notre
raisonnement seul, il semble presque impossible.
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suite les amplitudes des oscillations et les valeurs de sauts pour e
deviennent grandes. Par suite, alors, les phénoménes de sauts et
les hystérésies oscillatoires seront clairement observés. Grossiére-
ment, nous pouvons dire que, lorsque le systéme (1) est quasi-
linéaire, c’est-a-dire si b est trés petit par rapport a «, les phéno-
meénes sont clairement observés.

Remarque 2. D’aprés la condition (3) on doit avoir AT <0.
En revenant a (1), nous devons choisir @ comme suivant :

o=+vag selon que 5=0, dans notre raisonnement.

17. Jusqu’ici nous avons considéré e comme paramétre dans (1),
nous allons maintenant considérer @ comme paramétre. Alors, on
a la méme propriété que le lemme fondamental. Nous I'énoncons
comme le suivant,

Lemme. Dans l’équation (2) si nous regardons T° comme
parameétre, le phénoméne de sauts avec hystérésie a lieu si y est
choisi petit. C’est-a-dire il existe un nombre 7y, dépendant des A,
P, E tel que, si y <y, I'’équation (2) ainsi déterminée a la propriété
demandée.

Démonstration. L’équation f(p)=E* (11), s’écrit

8T _ 4E 1 P\
(28) Y BRIV Y ",T_<_E"')

On voit les variations des \
racines selon la variation de T
(voir Fig. 4).

Par suite le phénoméne d’hy-
stérésie est évident.

Comme la démonstration est
a peu prés la méme que le lemme
fondamental, nous ne la reprenons
plus.

Par suite, nou avons

Théoreme 2. Considérons
I’équation

-< 4E |1 (P2
ZAaVe |E

(1) x+px+ax+br=ecosmt
(p, a, e>0, b=E0).

Si nous y regardons « com-

me parameétre, et supposons que p/~a soit moindre qu’un nombre
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7, fixe, on y voit le phénoméne de sants avec hystérésie lorsqu’on
choisit “ e convenablement.*

Démonstration. 1l est a peu prés la méme que la démonstra-
tion de Théoréme 1. Toutefois, ici on doit prendre pour ¢ dans
(1) tel que €'/ ve =p'E, cest-a-dire que

(28) ¢=+epE.

Remarque 3. De la méme facon que Remarque 1., nous voyons
que, par notre raisonnement seul, on doit choisir ‘“e” petit en
général, et alors les solutions sont petites a ses amplitudes. Mais,
si le systéme est quasi-linéaire, les phénoménes seront clairement
observés. Voir Remarque 1.

Remarque 4. Comme on voit aisément dans Fig. 4, les fré-
quences » auxquelles le phénoméne de saut se présente sont =+'a
selon que b=0. Ce fait est d’accord bien avec I'’expérience bien
connu.

En terminant ce mémoire, 'auteur veut exprimer ses remer-
ciements a M. le Professeur T. Matsumoto qui 'a conduit a ces
recherches et encouragé pendant ces recherches, et aussi a mon
collegue Masaya Yamaguti qui lui a donné ses conseils précieux.
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