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§1. Introduction.

Nous voulons démontrer I'unicité des solutions dans la direction
de l'espace pour I'équation parabolique de la forme:

2
(1,1 (5-1)ux n=0,
ou L est un opérateur elliptique de second ordre :
1, 2) L=S a5 +3b:x, 1) O +elx, 1)
’ Pt L¥) ’ ax’axj — B ’ ax,‘ ’ ’

a;{x, t) étant des fonctions a valeurs réelles, vérifiant la condition :

(1, 3) :Z;laij(x, HEE, >8(x, t)IEI%, 8(x, 1) >0.

On sait bien que si les coefficients sont analytiques en «x,
alors la solution # 'est. Récemment, MM. Itd et Yamabe not établi
dans [1], un résultat remarquable. D’autre part, M. Calderén a
étudié systématiquement les opérateurs d’intégrales singuliéres
avec M. Zygmund [2], “singular integral operator”, et obtenu un
résultat puissant pour les systémes kowalewskiens [3]. Bien que
I’équation parabolique (1, 1) n’entre pas dans le cadre de Calder6n
en apparence — car, son cadre est borné aux systémes kowalewski-
ens dont I’équation caractéristique n’ait jamais de racine multiple —
nous avons fait, avec une modification, entrer I'équation (1,1) dans
son cadre.

Nous supposons, pour simplifier le raisonnement, que tous les
coefficients dans (1,1) sont indéfiniment différentiables. Alors, on
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sait que les solutions # le sont. Maintenant, nous énoncons notre
résultat :

TuetoreME 1. Toute solution u(x, t) de I'équation (1, 1), définie
au voisinage de [l'origine, vérifiant la condition :

u(x, t) = ai ux, t)=0 pour x,=0,

n

sannule dans un voisinage de I'origine.

Une conséquence immédiate, nous 1’énoncons sous la forme de
deux corollaires :

CoROLLAIRE 1. Le Théoréme est encore vrai quand on remplace
I hyperplan x,=0 par w'importe quel hyperplan non horizontal passant

u=0 par

par lorigine (il faut alors remplacer la condition a.ax
é;u=0, n étant une direction transversale a I’ hyperplan).

Démonstration. Soit H un tel hyperplan; H: ax,+ ax,+ -
+a,x, +at=0. Par hypothése, im,- |==0, supposons donc «,==0.
i=1

Cette condition dit que I'axe des x, est une direction transversale.
Nous choisissons un nouveau systéme de coordonnées (xi, -,
x;_1) dans HN\(#=0). On a alors dans l'espace (x, ) un systéeme
de coordonnées (x1, :-+, xn_1, X,,, £). Pour ce systéme de coordonnées
Iéquation transformée est encore de la forme (1, 1), et H s’exprime
par Bx,+ait=0, 34+0. On change ensuite x,—x,: x,{=x,,+ﬁ’t.

B
Alors (x4, -+, x7_1, x1,, ) garde encore I'’équation (1, 1) sous la méme
forme, et H s’exprime x,=0. c.q.f.d.
Etant donnés deux ouverts 0,C0, dans l’espace-(x, f), nous
dirons d’aprés Nirenberg [6], un point P€ 0, appartient au com-
posant horizontal de 0,, si P peut étre joint 4 un point de 0, par
une ligne brisée horizontale (c’est-ad-dire une ligne dont le #-com-
posant des coordomées soit constant) dans 0,. Alors on a (voir
[6], Théoréme 9, démontré dans le cas n=1),

COROLLAIRE 2. Toute solution u(x, t) de (1, 1), définie dans o0,,
Sannulant dans 0,, s’annule dans le composant horizontal de 0,.

Comme la démonstration découle immédiatement du Corollaire
1, nous renvoyons le lecteur a [6], p. 102-103. Nous nous bornerons
a remarquer que le Corollaire 1 est encore vrai méme quand on
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remplace I'hyperplan par I'’hypersurface (indéfiniment différentiable)
dont le plan tangent en ce point n’est pas horizontal.

Dans le §1, nous considérerons une classe d’opérateurs, qui
généralise celle de Calder6n et Zygmund. Nous signalons toutefois
que cette classe ne serait plus, a précisément parler, ce qu'on
appelle l'opérateur d’intégrales singuliéres aujourd’hui. Mais,
comme nous verrons dans la suite, son caractére est tout-a-fait le
méme que celui de Calder6on et Zygmund.

§2. Une classe d’opérateurs.

Nous suivons les définitions et les notations de [2] et [3].
Soit ?z(x, £) est une fonction de deux variables x€R?, £€R?,
vérifiant certaines conditions. On attache a cette fonction 1'opérateur
H défini par

2, 1) Hf (x) = S exp (27rix§)/l\z(x, f)f(f)df .

ou f(f) est la transformée de Fourier de f(x). La fonction ;\z(x, §)

est dite alors le symbole de H et on la désigne par a(H)=ﬁ(x, £).
Nous voulons dans cet article traiter une autre classe de
Caldron et Zygmund :

22) hix, ) =T axPh@), od al) = (@), a), -, a,);
a(x)'v = a1(x)vla2(x)v2 aﬂ(x)“p’ ou v= (’Ju Yoy **% Vp) .

Supposons maintenant que

2,3) hE) | <K< +00, v>>0,
(2, 4) la(x)|<p<1l, (=12, - p).
On a alors

PROPOSITION 2, 1. Sous les conditions (2, 2), (2, 3), et (2, 4), i/l\(x, &)
définit un opévateur continu de L* dans lui-méme.

Démonstration. Pour f(x)€ L’ on aura

(2, 5) Hf (x) = ?‘;Oa(x)“ S exp (Zﬂixf)ﬁ,,(’é)fA'(f)dE .

Il est clair que | exp (2mixE)h,(6)f E)E=h,(x)x f(x), oh hx) est
A
I'image réciproque (de Fourier de) #,(€); elle (h,(x)) n’est pas
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nécessairement une fonction, mais une distribution. On désignera
désormais :

2, 6) hef(x) = S exp (27ixE)h(E) £ (E)dE .
Alors, on a
2,7 Nh-fllz < suplh E) Al

Nous écrivons désormais, sauf mention expresse, |||| au lieu de
11l Nous avons donc

28 l!HfI|L2<(§supla(x)” K- fIl << (Z] P K- fl] .
c.q.f.d.

Désignons par 7., (m_>0, entier), I'espace des fonctions
f(x)e L? ainsi que -ses dérivées jusqu’ a I'ordre m, muni du produit
scalaire :

Dy = | 3 () 10+ (2 g1 drs

désignons par D;* I'espace dual de D7

Si 'on suppose de plus que les a;(x) (=1, -+, p) appartien-
nent a4 B: a;(x) et toutes ses dérivées sont des fonction continues
et bornées, on a

PROPOSITION 2,2. H est une application continue de D7. dans
lui-méme, ot m est un entier quelconque positif ou négatif.

DEMONSTRATION. Considérons d’abord le cas ol o(H )=c(x)i?(§).
On aura

(%)w Hf = (%)w (c(x)h-f)

=3l @] - (5) s

en prenant |a|<m, d’ou

HF || gym, < c(m)( P sgp\(%ycu){) " sup |4()| 1S llgym, -

Revenons au cas général. on aura
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).

Dans le cas ou m est négatif, compte tenu de ce que Dj. est le
A
dual de D7, et que si on suppose o(H)=c(x)h(), alors H*f=

VS g < clm)- K| flgye, - (5 ( 32, 50 |(55) ater

V30 \|w|<™

I¥c(x) f, ol a(h*)=fz(§), on a facilement le lemme. c.q.f.d.

Ce qui est essentiel dans [3] est le fait suivant ([ 3], Théoréme
3): les opérateurs HA—AH, A(H*—H?*), (H*—H¥%A, A(H,c-H,—H H,),
(H,oH,— H.H,)A sont des opérateurs bornés de L* dans lui-méme.

Abordons la vérification.

Commef/ggons par l’opéraz:\eur HA—AH. Dabord le cas ou
o(H)=c(x)h(&), ot c(x)€B, &) est une fonction bornée. Nous
imposons a4 A les conditions suivantes:

1) ZAX(E) est localement bornée, indéfiniment différentiable
dans le complémentaire de lorigine ;

2,9 2) K%)“A(E)
0<d<1.
On prend a(é)€D:
1 pour |§I<<R,
aE)= | 0 pour |E[>2R,
0Ll af)<1, pour R<|E|<2R.

<m+ pour [v|>1, [§[>R>1, ot

Posons
@, 10) A =a®h@E), Al =[1-a®1Ae.
(2, 11) HA—AH = (HA,—AH)+(HA,—AH).

Evidemment on a

(2,12) [HAfII, I|A1Hfll<s?pIﬁl(f)l-sglp\fz(E)l-sqplC(x)l-llfll-
Examinons le deuxiéme terme de (2,11):

(2,13) HA,—AH = c(x)hA,— A, - c(x)h = [c(x)A,— Ac(x) ]k .

I1 suffit donc d’envisager l'opérateur c(x)A,— A,c(x). Or, pour
f(x)€D, on a

210 (A —Ac@)f = | Alr—3)let)—c(»]f()dy
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Il faut noter que cette intégrale ne doit pas étre prise au sens
habituel, car A,(x) n’est pas en général fonction, mais une distribu-
tion.

Développons ¢(x)—c(y) autour du point x:

215 a—ctx) = 33 PO (ypy 53 602y sy,

jvj<m—1 v !

Nous définissons, par exemple, les ¢,(¥, x) de la maniére suivante :
Nous avons défini dans [4], p. 20, la decomposition (N):

(N) a(x)=72] x;a;(x).

Si la fonction a(x) dépend de A de maniére indéfiniment différentia-
ble, dans l'espace %,: A—a(x;\) est une fonction indéfiniment
différentiable, on aura

Aha(x;\) =2 x,0a(x 5 \) .

et encore, nous avons

Sep~<%>maxai(x?7\')‘<ka' ) sup‘(%)ﬁaxa(x;h)"

IBl=lel+1  =*

Revenons 4 la décomposition (N). On décompose les a;(x) encore
par la régle (N):

(N) a(x) = 3] %:a0)+ 32 £:2,a;,(x) -
On voit facilement que

i) {l;(O) == a‘% a(o) .

. o\® O\8
ii) sgp‘<a> a,-j(x)‘<k,, 'm|§|+239p‘<a}> a(x)" pour tout @ >0,
de proche en proche, on aura

ax)= 2] f—;D”a(OHlZ,f—v,av(x),

1<|vjem -1 vj="n

(N,,) 5\s 2\8
qu‘(a;) av(x)‘<km+lml py SuD’(g}) a(x)"

1Bl=la|+m

De plus, si 'on prend a(x ;\) on aura

St‘ng%)waAay(x;x)1<km+m 2 sup'<aa}>ﬂ9Aa(x;>»)1.

IBI=T@l +m

]
1) D¥ désigne (a%) . Nous utiliserons dans la suite ces deux notations.
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Ceci fait, considérons la fonction ¢(y)—c(x). En posant y=3'+x,
et regardons x comme parameétre: ¢(y)—c(x)=c(y ; x)€%B,. On aura
alors

Dve(x) o ¢,/ (¥ ; x) y
v!

1|y m—1 V. ‘ vj=m

() —c(x) = c(y +x)—c(x) =

En posant, ¢, (3"; x)=c,/(y—x; x)=c,(y, x), on a

(aj )elts s 0)

<. 7) Le(y +x)—c(x)] {

(&) .

Revenons a notre but, d’abord

2,16) sup \(%)”cxy, 5| = sup

<km+lwl' Z sup

WV=r+j@| x

= km+!oé| 2 sup

i=m+ @] x

Pux) = S (=) A2 =) )y (— %)M <af> A7,

D’ou, par Plancherel,
ol = (1) ((1(5) Ao | Fe ‘ )}

27
<L) s (@ heo]

Finalement évaluons

P (x) = S icv(y, x2) (=)A= fDidy, |v|=m,

compte tenu de ce que x*A,(x) est une fonction pour m(|v|=m)
assez grand, on décompose cette intégrale en deux parties:

P (x) = S + S = @Y%) +P*(x),
lx—yl<1 lx—2131
D’abord

a—yrie—) 1 < (55) [ |(5) At |t

Ceci entraine que

@17 k@l <suples 01 B, (55) ([|(5) Ao | @)1l
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ou B, est le volume de la boule unité dans R".
En effet, soient f€ L? # une mesure telle que S|d,u,|<+<>o,

on aura la relation suivante (voir, par exmple, [5], Tome II p. 8):

1wl <Az - ({1t

Dans notre cas

PY | <suplesy, D+ [ a—srale—nl 1Aldy,

=Y

et nous avons appliqué la relation précédente en posant p=
(CAZIVE9)INPIR
Passons a ®%(x):

|Pix) [<supley(y, 2| - S.,_ U @A =) - 1A dy .
Or,
AL+ = T3 (512 - PR, et
I 1 Ivi+2p » o\v A
| x| xvA (%) s (_—2;) A2 <8_§> A,(§), par Sobolev,

(2,19)  sup (|x]72"A(x) () « (|12 2* A}l g 5 ]2
LZ

<ot ()" ([l ientE ap () Ao | ae)},

Déterminons maintenant l'entier m. Pour que (2,17) ait le
sens, il faut et il suffit que

(&) dlar<em, =
Compte tenu de la condition (2, 9), et de ce que zA\Z(E)z[l——a(E)]zAX(E),
on a ’ <a%>y AL ‘ < ET%‘;—/'TM pour £€RE.

On prend donc, par exemple de la maniére que (m—1)d >n+1
c’est-a-dire que

2, 20) m = [”T“]w.

Ceci fait, on prend p(2p_>n+1) assez grand de maniére que
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I'intégrale dans le second membre de (2, 19) soit finie:
A ) R <atnezp - (B o g1 ui=m,
85 IBls™+2p

donc on prend p de maniére que

(1——m—2p)d+[—g-]+1 < —[%]—1 .

Notons que p est déterminé par m et n. Pour p ainsi fixé, on a,
en désignant le second membre de (2,19) par I(n, m),

il <supleuty, 0l 1o m ([ 4Z) (171,
¥, x Ixi1 X
Finalement, compte tenu de (2, 16),

supley(y, 2 ky + 23 sup|Do%(x)] .

Résumons notre résultat sous la forme:
LEMME 2,1. Soit A un opérateur vérifiant la condition (2,9).
A
Soit H un opérateur tel que o(H)=c(x)h(§). On a pour fe€L?

IAH-HMFI| < Cul_ 5 sup| D*|c(x)|) sup (&) -1 711,

laj<k(n,

ou k(n, d):[ﬁi'—l]+2, et C, est une constante qui ne dépend que

d
de A.

REMARQUE. Comme D est dense L? nous avons raisonné en
se bornant aux cas ou f€d, ou bien Afed.
Revenons maintenant au cas général:

2,2) oH) =3 a@’hyE) . @< K.

En vertu du lemme précédent, en évaluant terme a terme,

HA=AH) I < Ch - K(§> (sz sup| D*[a,(x)" -~ a,(x)*2]])) - [ fIl.

@<

Compte tenu de |a(x)|<p<1, il est facile de voir que la somme
>3 est finie. Nous avons donc
vz0

PRrROPOSITION 2, 3. Soit H un opérateur dont le symbole satisfasse
a la condition (2, 3) et (2, 4); Soit A un opérateur vérifiant la condi-



228 Sigeru Mizohata

tion (2,9). Alors, l'opérateur HA—AH est borné de L? dans lui-mg‘\me.
Passons a (H*—H%A, en supposant d’abord o(H)=c(x)h(£).
Alors i#=c()h*, H*=k*c(x), ou *—h(E).
Supposons pour A(€) et A(§) que

| |A@)(5z) )| < bt pour 1E1R, oi 0<d <1,
vI>1, [WEI<B, pour £€R},

K(E) = q\/>AT§), ol i(’g') est un polynome >0; >1 pour
|EI>R; degré de ME)<q, (¢>2).

(2, 20)

En utilisant «(£) définie plus haut, on décompose iAt(E):
h(E) = a(@h(E) + [1—a(E)IE) = hi(&) +hy(®).
h* = ¥ +h¥.
on aura
(2,21) (H*—HYA f = (h*c(x)— (RN f
= (Kfe(x)— (M)A [+ (REc(x) —c(x)E)ASf .
Envisageons le premier terme du dernier membre D’abord
@22 lleoktf || < suplex)| - sup =@ A®]- 111
<Ssuple(x)] - B, sup [AEG)] - (Il

Quant a k¥c(x)Af, on considére

(g Frc(x)AS) = (Ac(x)h.g, f).
O, A@ +1=%O+1=AE-0)AE)—w) - AE—0,),
ou les w,, +:+, w, sont les racines de 2'= ——Al. Notons que ®; ne
sont pas réelles sauf —1. En tout cas, |A(§)—®;|>min. partie
imaginaire de o; (w;== —1). Ceci entraine que J
ME)+ 1

A(f) —o, ="
H’(A(f) —w;)
D’ou

(2, 23) A—wu1=<7*a%+1>‘A=A'<7‘<2%>+I),
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1

ou A est 'opérateur borné: A—» ———
I(A()— w;) -

Revenons a

A-cx)hg=A- [x (%) +I] c(x)hg.

on [r(3) 1] [w-ns] =, 3.5+ (B - (3 e

ou ¢y sont des constantes. <—a~> h.g— (2mi€)*h 1(E)g(5 et comme
| (27iE) ol (B < (2R)™ suplhl(E)|<(2R)q 0s

1A+ chgl <Cx - Bl 3 sup|D%e))- llgll,
ou C’, est une constante qui ne dépend que de A. D’ou
(2,24) (AN < C' 4By 0<§;q sup|De(x)]) I f11,
Passons a
(el — D Af = | (=) — @IS )dy

On décompose c(y)—c(x) par (2,15). D’abord

Py(x) = S B (x—y)(x—y)"(Af) (3)dy .
or, hor=(=3=) - W Aef®,
d’ott
@2 Il < (o) sul A () A |- 1.
On considére ensuite

[ =)@ —sres, 20PNy, |s1=m,
compte tenu de (2, 23),
= o, [BtGx—9) x—pre(s, D F(dy

{ita—na—yrein 21 (5) +1] Ay

On suppose @(y)=Af(y)€D,, alors la deuxieéme intégrale est égale
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a S[x’ (E%> +I][h’z"(x—y)(x—y)"cv(y, x)] - (y)dy, ou A (%) est

le transposé de k(%) En posant

[x’ (%) +1] [c\,( 3, E(x— ) (x— y)”]  (Leibniz)

=32 (5) a0 0] [G) (rree—pi—sr)]

ou b8 sont des constantes. Considérons
w0 = () U= =] 1Ay =| d
_ ay y y y y o lx=yI<1 y

+ S ”» dy = ¢1(x)+(p2(x) .
lx-2121

Dabord (1) ikt —3) (=) <o (i () o |,

comme |B|<q, |v|=m, et compte tenu de

(&) e = (55) T —anin]

par Leibniz, on a

(2,26) l(*aafmz(f)kam)-( 53 supl DPa(®)]) - B, - £

o<|plsm

ol B, = B,+B,.

o<yism -1

ou encore en notant ( > sup|DPfa(£)|) par «,, on a
o<igl<m £

2, 26') 1 (;{%)“ hAE) ‘ < Clm) - a(m) + ||~ ,

B
Doi |(55) (e =) (=30 < 2w Clmar, B [ 1810005
Y 1EizR
Donc,

@20 el <B, - @orm (18] 5) k)| @)

< Clmja, B2y + B, | [£]-mmavage,
1§1=2R

ou B, est le volume de la boule unité.
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Fixons maintenant m de la maniére que (m—1)d—qg_>n+1,
c’est-a-dire que

2, 28) m= [Lg*_l] +2.

Passons a @,(x);

(6 v = s (117 - () vsea)

Or, la transformation de Fourier donne

Envisageons A? [E’S (;)v;\z—z(—f)] ou |B1<gq, |v|=m.
En désignant A? = 37 C”<ax>m, considérons

lw{=2p

(T @) i) = o2 X (G o]
o |3 2y

<Lg!E1, <87g‘ /ZZ(E)] BY_,., |E| " viamod
donc |leur produit|<lg! B,_,.,|E| @#m-vd-mia-da

Prenons donc p de maniére que (2p+m—1)d—q_>~—F—;
2p >n+1. Clest-a-dire que
n+1

——+q
(2, 29) p:max([ 4d _mz—l}+1, [%]+1>

Alors, le raisonnement est le méme que dans la derniére partie de
la démonstration du lemme 2,1. En résumé, nous avons

LEMME 2. 2.
(2,30)lI(H*—H“)Afl|<C(n,d,A)§ 2 By X3 SglplD‘”C(x)I)-llfll,

<|Bi<™M+2p O jw|<™+g

o, m et p sont déterminés par (2,28) et (2,29) respectivement.
A
Supposons la condition vérifiée: o(H)=>" a(x)"h.(),
v>0
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1) Iiz(x)[<P<1a a(x)€$v

2) |h,(8)|<B,, pour tout »>0,

@3 {3 [Ae(Z) he|< e, |EI>R, pour tout

|a|>>1, pour tout v >0,
A
4) A(&) satisfait a la derniére condition de (2, 20).

D’ou, d’aprés (2, 30), il est facile de voir que
PROPOSITION 2,4. Sous [U'hypothése (2,31), (H¥*—H¥)A est un
opérateur borné de L* dans lui-méme.

Passons/\ finalement a (H,o H,—HH,)A. Supposons d’abord
A
o{H,) =c,(x)h (&), o(H,)=rc,(x)h,(E), et considérons

(H, o Hz_HtHz)Af= Cl(x)[cz(x)hx—h1cz(x)]Ah2f-

11 suffit donc de considérer l'opérateur [c,(x)h,—hc(x)]A. Or, ce
type d’opérateurs est justement celui que nous avons envisagé dans
lAe lemme %, 2. (voir (2,21)). Nous avons donc, en supposant a
h(&) et a A la condition (2, 20), on a d’aprés (2, 30)

(2,32)  ll(Ho H— HH)ASI| < Clm, d, M| 35 Bs) X
x( 23 sup|D%(x)])(sup|cy(x)[)sup| AGINE

o< m+q
Explicitions la condition : Soient
o) = 3 a(xVhi(®), o(H,) = 5 aterhie),
>0 V>0
1) condition 2) de (2,31) pour L&), p>>0,
l 2) |h¥&)|<C,, E€RE, pour »>0,
3) a(x)eB, de plus |a;(x)|<p<],
4) A®), condition 4) de (2, 31).

PROPOSITION 2,5. Sous I’hypothese (2, 33), lopérateur (H,o H,—
H.H)A est borné de L* dans lui-méme.

DEMONSTRATION. En vertu de (2, 32),
|Hyo H,— HH)FII < 33 Clm, d, A)( 33 Be)(supla(x)')Cox
(.2, SupI D%a(x) DIfll = Cn, d, M 23 Ba)Coll f1l -

0< || <M +q

(MZJ>0 (sup|a(x)*])) - (KMZQ”H sup|D%a(x)"|). c.q.f.d.

(2, 33)
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Il nons reste encore d’envisager trois opérateurs AH*—H*A,
AH*—H?*), A(H,oH,— H,H,). Pour le premier opérateur, le raisonne-
ment est presque le méme que pour AH—HA. Pour le deuxiéme,
compte tenu de ce que H* vérifie aussi la méme condition que H,
et de ce que

AH*—H* = (AH*—H*A)—(AH*— H*A)+(H*—H*A |
on voit que l'opérateur est borné. Pour le troisiéme, notons
d’abord que, bien que H,o H, ne vérifie pas en général la condition
de la frome (2, 2), lorsque les deux opérateurs H, et H, vérifient
méme la condition de la forme (2,2), on voit facilment que
A(H,o H,))—(H,o H)A est borné. En effe'i, supposons que H, et H,
vérifient la condition: o(H,) = 3 a(x*hL&), o(H,) = a(x)hi§),
A A ®z0 v>0
(@) < By, #>0, [1E)I<LCy, v>0.
En posant o(H,o H,) = 3 a(x)h (),

A >0

[7(&)|<|k|? - max (B,, C,).
Or, 2 v 25 sup|D®a(x)"]) < +oo.

v>0 <lw|<k ¥

Résumons ce que nous avons obtenu sous la forme:

THEOREME 2. Soient H, H,, H,, A des opérateurs dont les sym-
boles vérifient les conditions de la forme (2,9) et (2,31). Alors
HA—AH, H*A—A*H, (H¥*—H#*A, AH*—H?*), (H,o H,—HH)A,
A(H,> H,—H,H,)

sont des opérateurs bornés de L* dans lui-méme.

§3. Démonstration du Théoreme 1.

D’abord, comme on fait dans le cas kowalewskien, on fait
le changement de variables de telle maniére que la solution trans-
formée ait son support strictement convexe dans x,>0: x,/ =

n—1
X, 22+ x/=x;, (1=1,2, .-, n—1), '=¢. Ensuite on change
i=1

la notation des variables x: x,” —¢, ¢’ — x,, c’est-a-dire (x/, -+, x,,_,,
x,, )= (x,, -, %,_1, L, x,). Alors I'équation (1,1) devient:

%) (% 52)( %) CE
3,1) ((71‘) u(¥, t)+2a, | x, ¢, 5% <d—t ulx, t)+a,| x, t, 5% u(x, t)

EMNCRY ai— u(x, ) +b,(x, 1) % u(x, 1) +c(x, Hu(x, 1) =0,
j=1 i
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ou a; (x, t, aa—> (=1, 2) sont de la forme:
x

2 ) 2
2a1 <x) t, a) = Z zai(x) t)é?l)

o 2 ]
a, <x, t, a—x> = Z/bij(x) 1) x.9x. —a,(x,t) ox.’
i9X; n

ol les coefficients sont tous réels, et «,0, 0)>0, > désigne
n—1 n—1
désormais > ou X' . On fait maintenant le changement d’incon-

i=t iyi=t

nues (comme dans [3] p. 27) de la maniére que, en posant

3,2) AE) =V SV EFTE
{ v, = Au,
(3, 3) 4
vz _— a—t u .

On aura alors

d U\ 0 —1 U
A e e oo )
\v, Ox ox v,
0
+ (Z’ bix, t) %A“vl+b,,(x, o, + c(x, t)u) =0.
Notons d’abord que ]‘ % AL O (=1, ---, n—1), alors en
vertu du lemme 2 dans [3], on aura
h |
S P21 Sy b; (x, 1) ai. A, +b,(x, Do, +c(x, tu “2 dt<c
h
x " o+ ot
L’équation caractéristique admet alors deux racines:
(3, 4) A, ¢, 6 = —ialn b 2B = VD, £ )
A)
iz, 1, & = =10 1 27+ VD, £, 8)
A(§)

ou
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(3 5) { l(x t E) = Z’a (x> 1 ’
’ D(x, t, &) = 32V a; (x, t)§.£,+2mia (x, t)E,,

ou >V a;(x, )i, est une forme définite-positive : >>k|€|?, (Notons
que les a;; sont différens de ceux de (1,2)). Notons que tous les
coefficients ay(x, t) (=1, ---, n), a;{x, t) sont réels.

On voit que \/D(x, ¢, £) est une fonction (en &) uniforme, méme
dans le cas #=2. On fixe la déternination de \/D(x, ¢, &) comme
sa partie rélle >0,

Le symbole de la matrice # devient (vair [ 3], p. 29),

(3,6) ) oriar,t,6) 1 A®
o= L ( x2—1)__ 2VD(x, 1,6 2 2VD(x, t, &)
T A=A\ —1) T | —2migr, 1) 1 NG

2VD(x, 1,8 2 2vD(x, 1,8 -

D’abord, montrons que la fonction zAX(E)=ﬁ/ |EX|*+ &2 vérifie la
condition (2, 9).

lgA*':Ei (i=1,2, -, n—1), ou &=(,, -, §,),
A a%“f): z:&(f)
: 2 i=mn).
2MA(¢)

./A&(E) a la propriété suivante qu'on vérifie facilement (remar-
quous que cette propriété est due essentiellement a4 ce que le
polynome (|£*|*+£2) est un polynome complet et de type local dans
la terminologie de Hormander) : il existe une constante ¢ >0 telle
que, pour tout ¥, vecteur complexe, dont les composants ¢; satis-
fassent 4 la condition

3, 8) 19, 1< c|€]?,

on a A

3,9) L |AC+D| 3 e E1>1
2 TS| AE) | 2

Notons que A(; ), £ =E&+4, est analytique en ¢ dans le polydis-
que défini par (3, 8).

Deuxiémement, soit @4&)=£&® I'un des mondmes qui intervien-
Qa(f )\ <C

AEpITS
pour |[£/>>1. En prolongeant Q4(£), A(E) anlytiquement dans le

nent dans les nominateurs des —a%A(E) Evidemment, on a
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polydisque (3, 8), on applique la formule de Cauchy :

10 %((;,) = (o) | Vemeres (i’;g) durdt

lE1>1.

D’abord, Q4(¢) prend son maxim}\lm au point & réel (|£°|>1), ensuite
(3,9) signifie que la valeur de A(¢)® sur C est équivalente partout.

Plus précisément, max [‘ 9,\-5@
sec LAy

. 2 v QB(E) 1 ‘1.? —lvi s
en &;, .(85) (IAX(E)) < 2Cv!(cl€|*)™™, en ajoutant tous les B

intervenant dans les nominateurs, on aura finalement

< 2C, d’on, par dérivation successive

@1y |(&)A@|<Big e, pour (g1

AvansqonAs-nous a laAl vérification de la condition (2,31) pour
les symboles A (x, ¢, &), A(x, ¢, &), ---.

Nous voulons développer tons les symboles qui interviennent
dans le raisonnement suivant les puissances des o;; = a;,(x, f)
—a;;(0,0) (5,j=1,2, -, n—1), o;=a;(x, 1)—a;(0,0) (i=1, -, n).
Pour cela, nous regardons tous les symboles comme des fonctions
de deux variables (£;0), alors ces symboles sont des fonctions
analytiques de o au voisinage de 0. On va préciser ce voisinage.

D’abord D(; 0)=D()+3 o; ££,+2mic,£,, il existe alors un
r >0 tel que

1

< DE:o)| o pour 0.

D(é)
,
D’autre part, D(€) jouit de la méme propriété que A(E): il
existe une constante ¢’ telle que, pour tout ¢, vecteur complexe,
dont le composant satisfasse 4 la condition

(3,12) pour |oy;l, |oyI<Tr,

1
(3,13) pour |#;|<c’|€E|% on a %<IDL§(:;;’;)!<2 pour [§[>1.
En faisant r plus petit, s’il est nécessaire, on peut supposer de

plus que
1

(3,14) <

'D(+7;0)
r D(§)

r ainsi fixé, nous allons développer tous les symboles suivant les

<3 pour [E[>1.
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puissances de o, dans |o;|, |o;;|<pr, 0<p<{l.

Prenons par example, \/Il)/i(—é,a) , alors la formule de Cauchy
appliquée a la variable o moni)re que, en posant cette fonction
—Zavd (6), on a Idv(’g')l lmax \/Di) 7)

Ivl
que du centre 0 avec le rayon egal tout a r. Comme /D) et

\D(§)< b + oo

, ou C est le polydis-

A(E) sont équivalentes (c’est-a-dire que: 0<a<C

compte tenu de (3,12), on aura Idv(f)l < K- 1\, ou K est une

constante indépendante de v. On voit donc que tous les symboles
admettent des développements satisfaisant a4 la premiére et la
deuxiéme condition (2, 31), si I'on pose

a;i(x, t)—a; 0, 0) (,j=1, -, n—1), a,(x, t)—a;(0, 0) (i=1,2, -, n)
r r

comme a(x) = (a,(x), -+, @,(x)).

On considére ici, bien entendu, ¢ qui intervient dans a(x) comme
paramétre ; (x, ¢) est voisin de (0, 0). La dépendance en ¢ de tout
opérateur intervient donc sous la forme:

o(H) = X a(x, t)";zv(é‘), d’ou H'(t) est continu de L* dans lui-méme.
v>0

Il ne reste qu'a vérifier la troisiéme condition de (2, 31).
A A
Soit A ;o)=3)c"h,(&) I'un des symboles qui interviennent. Alors,
vz 0

(;%)“[A(é)ﬁ(é )] = A®) (%)“12(& )+ 26 (%)BA@)

o\ B A
() e,
Si l'on vérifie donc les deux sortes d’inégalités:

@) \<§>wtﬁ<s>ﬁ<s;a>]1< B’ pour [£1>1, Ja>1

Ifi(lml g

< Ba
() o< Brp pour 18121, 830,

on aura (la formule de Cauchy appliquée a la variable o), pour
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1E1>
‘A(E)( 0) e < & {max|(5) TA@E ]|

S
(;) h(E ; o) ‘ }

d’ou l'inégalité voulue, compte teue de (3, 11),

+ZC’”< )A(E ' max

a<B

3,15 |Ad) (g)he)|< Ep('—'D . L pour 1£/>1
Vérifions d’abord la condition (I,) pour le symbole %%)_‘ﬂ ,

comme titre d’exemple.
"La formule de Cauchy appliquée a la variable £ donne, pour

1&1>1,

XBAA—(EEE);T) B <§%:,>S Sc,,(g—sl) 1 (&.—E,) <V17§m> 8

A(S)
xdg, ---d¢g,,
ou C=(c,, -, c,) est le polydisque du centre £ avec le rayon
1
min (¢, ¢)|E12 =¢” &1} (voir (3,8) et (3,13)).
VD( ;o) e . X
Or, max — x> est uniformément bornée par rapport a £(|&|>

gec A(Z )
et o, compte tenu de (3, 14) et de ce que /D(&) et A(E) sont équi-
valentes. La dérivation en & dans cette formule de Cauchy achéve
donc la verifivation de (I,).

La vérification de (I,) est un peu délicate. Pour 5\\.1(5;0‘) et

)A»Z(’g';zr) elle est bien facile. Nous la vérifions pour \ﬁAg_)j)
To
On départ de la premiére dérivation :
2\ Agr _ 8@ | 9 a1 AEr D
(8&'[) VD ; o) VDE; o) 9 - 2z DE ;o 4 8§ 50

Alors (3,7) donnerai, par le raisonnement ci-dessus et celui qui
L , .l . 2\® 2 - .
était donné pour P'évalution de (59 A(), la vérification voulue.

Ajoutons quelques remarques. D’abord, les opérateurs qui
interviennent dans le raisonnement ne sont pas strictement ceux
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qui corresponent a ii(x, ¢, £), mais comme les coefficients des dé-

veloppements sont toujours réels, ce qui entriine que notre verifica-

tion concernant (2, 31) est encore vraie pour tels opérateurs.
Deuxiément, on doit montrer que, en posant

#(P;) = partie réelle de Az, £, ),

P; (=1, 2) sont inversibles. Ceci résulte du fait que

partie réelle i; (0,0, 6)= = 7&(15-) partie réelle /D),

(partie réelle /D) = % (2’ 2,0, 0)E£,

+V (Y a;; (0, O)Eiéj)2+a,,(0, 0)24”253.> )
et on voit facilement que cette fonction est équivalente a A(E)Z.
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