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Introduction

1. Dans la théorie des fonctions entiéres d'une variable complexe,
un des problémes principaux, c’est ce qu'on recherche des relations
intimes entre la croissance du module d'une fonction entiére et la
densité de I'ensemble de tous les points ol la valeur de la fonction
est égale a4 une constante donnée. On peut trouver récemment
beaucoup de recherches intéressantes sur les fonctions entiéres de
plusieurs variables complexes, qui généralisent des résultats obtenus
dans la théorie d'une variable complexe, en considérant l'aire d'une
surface analytique au lieu du nombre des points.?

Mais, le champ de plusieurs variables complexes a quelques diffé-
rences essentielles du champ d’une variable complexe. Comme on sait
bien, la surface anaiytique formée des zéros d’'une fonction holomorphe
a une forme trés spéciale. De plus, comme un automorphisme analy-
tique de tout l'espace de plusieurs variables complexes se conduit
d’'une manié€re trés compliquée, elle peut méme changer l'ordre d'une

fonction entiére; par exemple, une fonction entiére transcendante

1) Voir. par exemple, H. Kneser, Zur Theorie der gebrochenen Funktionen
mehrerer Verinderlichen, Jber. dtsh. Math. Ver. 48, 1-28 (1938), W. Stoll, Die bei-
den Hauptsiitze der Wertverteilungstheorie bei Funktionen mehrerer Verinderlichen
(D), (II), Acta Math. 90, 1-115 (1953) et 92, 55-169 (1954). P. Lelong. Fonctions
entiéres (n variables) et fonctions plurisousharmoniques d’ordre fini dans C°. J.
d’analyse Math. 12, 365-407 (1964).
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peut se réduire 4 un polyndme par un automorphisme analytique
convenable. Il me semble, donc, qu’il puisse exister une nouvelle
recherche de fonctions entiéres plus propre pour le champ de plusieurs
variables complexes.

2. Dans le mémoire présent, on considére quelques propriétés nouvel-
les, des surfaces analytiques données par une fonction entiére de
plusieurs variables complexes. Une composante irréductible de la

surface analytique dans tout l'espace, définie par 1'équation
f—a=0,

ol f est une fonction entiére une fois fixée pour toutes et @ est un
nombre quelconque, sera aprelée dans ce mémoire surface premiére
de f avec la valeur a. Considérons, d’abord, une suite de surfaces
premiéres {S;} de f qui converge uniformément dans lintérieur de
tout I'espace. La limite de la suite peut étre réductible malgré que
toute surface premiére S; soit irréductible. A ce moment, on dira
que la suite tend vers chaque surface premiére comprise dans la limite.
Deux surfaces premiéres S et S’ seront dites conjuguées l'une a
Pautre s’il y a une suite comme ci-dessus qui tend vers S et S’ a
la fois. Une surface premiére de f qui n’admet aucune surface con-
juguée sauf elle-méme sera aprelée, dans ce mémoire, suvface pre-
miere réguliere de f. Au contraire s’il n’en est pas ainsi, elle sera
appelée celle d’irréguliére de f. Alors, on peut €noncer que, pour
ure fonction entiére quelconque f, presque toute surface premiére
de f est certainement réguliére. Ensuite, une surface S’ conjuguée
a S sera classifiée en deux espéces suivant que toute suite qui con-
siste en surfaces premiéres réguliéres seulement et qui tend vers S,
tend aussi vers S’ ou non; si oui, elle sera dite de type (a) et, si-
non, de type (). Une surface premiére irréguliére de f sera dite
de type (A’) s’il n’y a aucune surface conjuguée de type (8), et,
sinon, elle sera dite de type (B’). De plus, si elle et toutes ses
surfaces conjuguées sont de type (A’), elle sera dite de type (A),
et, de la méme maniére, si elle et toutes ses surfaces conjuguées
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sont de type (B’) elle sera dite de type (B). Alors, on peut énoncer
que, pour ure fonction entiére quelconque f, il n’y a qu'une infi-
nit2 dénombrable au plus de surfaces premierés irréguliéres de f qui
ne sont pas de type (A) ni de type (B). Soit £ une famille de
toutes les surfaces premiéres irréguliéres de f. Alors, si une surface
premiére S est isolée dars £, ou si 2 est partout discontinue autour
de S, S est toujours de tyre (A). Enfin, nous allons considérer une
famille rpartielle continue F, plus simple au sens convenable, de @2
telle que toutes les surfaces conjuguées a des surfaces premiéres ap-
parterant a F forment aussi des familles continues et, de plus, que
tcutes les surfaces premiéres de F sont d’ordre tctal un. Alors, si
F ccntient au mcirs ure surface premiére irréguliére de type (A)
toute surface premiére aprartenant a F est de type (A). Dans le
cas ol la fonction entiére envisagée est un polyndme, il n’existe
jamais des surfaces premiéres irréguliéres de type (B), mais on peut
voir qu’il y a une fenction entiére qui admet celles de type (B)
certainement. Ceci est un résumé bref de la rartie principale de ce
mémoire.

3. Ce mémoire se partage en cing parties. Dans la premiére par-
tie, on se prépare a quelques lemmes élémentaires dont on servira
dans la suite. On verra ici, de plus, le fait qu’'une fonction multiva-
lente obtenue par la projection d’une surface entiére subit ure restric-
tioa qui a été indiquée par Iversen, comme un caractére d’ure telle
surface, mais ceci est indépendent des problémes succesifs. Dans
la deuxiéme partie on définira, pour une fonction enti€re f, une
surface premiére réguliére et celle d’irréguliére, et quatre types
d’'ure surface premiére irréguliére au moyen des suites de surfaces
premiéres réguliéres de f. Ensuite on verra l'existence des surfaces
premiéres réguli€res, suffisantes pour classifier les surfaces premiéres
irréguliéres. La troisiéme et la quatriéme partie sont les parties
principales de ce mémoire. Dans la derni€re partie, on construira
une fonction enti€re qui admet des surfaces premié€res irréguliéres
de type (B), a l'aide de l'exemple de Bieberbach.
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Quelques énoncés qu’'on trouve dans ce mémoire ne sont pas
propres aux fonctions enti€res, mais, pour éviter la complexité, qui
aura lieu a cause de la forme d’'un domaine, on se bornera toujours
a lespace entier de plusieurs variables complexes, sauf dans Ja pre-

miére partie

I. Préliminaires.

1. Surfaces analytiques. Soit D un domaine fini et univalent
dans l'espace de # variables complexes %, -+, x, (#>1). Un ensem-
ble S de points dans D est appelé surface analytique dans D si,
pour tout point p dans D, il y a un voisinage U de p et une fonc-
tion ¢ holomorphe dans U, tels que SN U soit donné par I'équation
¢=0. Un point p d'une surface analytique S est dit ordinaire si,
I'on peut faire correspondre un voisinage U de p a celui de lorigine
de l'espace de #n variables complexes u,, :--, #, analytiquement et
biunivoquement de fagcon que SNU corresponde au plan analytique
u#,=0, et sinon p s’appelle point singulier de S. Une surface analy-
tique S dans D est dite réductible dans D s'il y a deux surfaces
analytiques S; et S, dans D différentes de S et telles que S=S,US..
Au contraire, s'il n’en est pas ainsi S est dite irréductible.”

Pour étudier la surface analytijque, le théoréme de Weierstrass
joue un rdle tout fondamental.

Soit f(x,, -+, x,) une fonction holomorphe en un point (xf, -,
2. Si f(xy, -, x5 =0 et si la fonction f(x%,--, 204, x,) d'une
variable complexe x, ne s'annule pas identiquement, on peut écrive
la fonction sous la forme
F(xa, o x) =0 (%, o0, x)Hn+ @ (o, XD 07 o a (2, o, 2,00,
ot w(xy, -+, x,) est une fonction holomorphe au point (a3, ---, x2)
et o(xl, -, x0) =0, et a;,(x,, -+, Xoy) (j=1,--+,v) sont des fonctions
holomorphes au point (x3, -+, x\_,) dans l'espace de n—1 variables

complexes xi, -+, %, et a;(x3, -+, x5_) =0.

2) Voir, par exemple, K. Stein und R. Remmert, Uber die wesentlichen Singul-
aritdten analytischer Mengen, Math. Annalen Bd 126, p. 263-306 (1953).
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D'ol, on aura un nombre fini de fonctions algébroides des varia-
bles complexes x4, -+, X,_, en résolvant 'équation f=0 par rapport a x,.

Il y a un autre théoréme fondamental dii & H. Grauert.®

Pour une famille dénombrable au plus de fonctions holomor-
phes {f;} dans l'espace de x,, --+, x,, on peut trouver une transfor-
mation lineaire non-degéenérée des coordonnées telle que le théoréme
de Weierstrass sait valable pour toutes les fonctions de la famille
et en tous les points de l'espace.

Joignant deux théorémes ci-dessus, on peut dire que, étant don-
née une surface analytique S dans un domaine D, I'’équation ¢=0
qui définit S localement peut étre résolue par rapport & x, en tout
point de S lorsqu’on prend un systéme de coordonnées convenablement.
On aura dongc, par le prolongement analytique, une fonction analytique
&(p) qui est définie sur un domaine multivalent avec des points de
ramification intérieurs. S est représentée par la fonction multivalente

x,=£(p).

La surface analytique S est irréductible si et seulement si le domaine
multivalent est connexe. La fonction &(p) sera dite celle obtenue
par la projection de S et le domaine sur lequel ¢(p) est défini sera
dit projection de S.

D’aprés le théoréme de Weierstrass, une surface analytique dans
un domaine D consiste en une infinité dénombrable au plus de sur-
faces analytiques irréductibles dans D. De plus, elles ne s’accumul-
ent pas dans l'intérieur de D.

2. Prolongement analytique d’une surface analytique. Soit S,
a nouveau, une surface analytique dans un domaine D. Si, en un
point p de la frontiére de D, il y a un voisinage U de p et une
fonction ¢ holomorphe dans U tels que SN UN D s’exprime par 1'é-
quation ¢=0, alois on dit que S peut se prolonger analytiquement
en p, et la plus retite surface analytique dans DU U qui contient

3) H. Grauert, Charakterisierung der holomorph vollstindigen komplexen
Rdume, Math. Annalen Bd 129 p. 249 (1955). T. Nishino. Les ensembles analytiques
et les domaines, J. of Math. of Kyoto Univ. Vol. 1, No. 3, (1962).
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S est dite prolongement analytique de S a DU U.

Si la surface analytique S dans D est irréductible, pour toute
paire de points p et ¢ sur S, il y a une courbe linéaire qui joigne
p et g sur S, le long de laquelle on peut prolonger analytiquement
la partie de S située dans un voisinage de p jusqu’a g de proche en
proche. On dira alors que deux points p et q peut etve joignés
par une surface analytique irvéductible dans D s'ils se trouvent
sur la surface.

Au sujet du prolongement analytique d’une surface analytique,
il v a un théoréme dia & P. Thullen.”

Soit T une surface analytique irréductible dans un domaine
D et soit S une surface analytique quelconque dans D— T. Alors,
si l'on peut prolonger analytiquement S au moins en un point de
T, il en est de meme en tout point sur T.

Par suite, si S ne satisfait pas a la condition ci-dessus, la fer-

meture de S dans D contient tous les points de 7.

3. Suite et famille de surfaces analytiques. Considérons main-
tenant une suite de surfaces analytiques {S,} dans un domaine D.
On appelle ensemble de limite de la suite I'ensemble de tous les
points p tels que, pour un voisinage quelconque V de p, il y ait une
infinité de surfaces analytiques appartenant a la suite et contenant
au moins un point dans V. Nous disons de plus que la suite con-
verge uniformement en un point p de D si, prenant un voisinage
U de p convenablement dans D, on peut trouver une suite de fonc-
tions {¢;} holomorphes dans U de fagon que S,NU (j=1, 2, ---)
soient données par les équations ¢;=0 respectivement et que la suite
de fonctions converge uniformément vers une fonction holomorphe
qui ne s’annule pas identiquement dans U.® Nous disons que la
suite de surfaces analytiques converge uniformément dans l'intérieur
de D s’il en est ainsi en tout point de D. Alors, I'ensemble de limite

4) P. Thullen, Uber die wesentlichen Singularititen analytischer Funktionen und
Flichen im R#ume von n komplexen Verinderlichen. Math. Annalen Bd. 111, (1935).

5) Voir K. Oka. Note sur les familles de fonctions analytiques multiformes etc.,
Journal of Science of the Hiroshima Univ. (1934).
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de la suite est aussi une surface analytique dans D, peut-€étre
vide, qui est définie localement par la fonction limite d’une suite {p;}
comme ci-dessus. On l'appellera limite de la suite.

Considérons ensuite une famille de surfaces analytiques dans un
domaine D. Si l'on peut extraire, de toute suite infinie de surfaces
analytiques appartenant A la famille, une suite partielle convergeant
uniformément en un point p de D, la famille est dite d’étre normale
en p. Une famille de surfaces analytiques dans D est dite d’étre
normale dans D s’il en est ainsi en tout point de D. Alors, si une
famille de surfaces analytiques est normale dans D on peut extraire,
de toute suite infinie de surfaces analytiques appartenant a la famil-
le, une suite partielle convergeant uniformément dans D, et, donc,
sa limite est aussi une surface analytique dans D.

I vy a un critére élémentaire pour qu'une famille de surfaces
analytiques soit normale en un point.

Soit F une famille de surfaces analytiques dans D. Si l'on
peut deécrire un polycylindre (4, 4") de la forme

4 |x—x3<<op (j=1,-+,n—1)
4 | x,— x| <o,

ot p et o sont des nombres réels positifs, autour un point (2, --,
2% dans D, de facon que toute surface analytique S qui appar-
tient & F w'ait aucun point (x1, -, x,) tel que (xi, -+, %,) E4, | .
— 22 =o' et que, pour tout point (xi, -+, x._,) dans 4, le nombre des
points communs de S et d’une droite analytique de la forme x;=
x; (j=1, -, n—1), qui se trouvent dans (4, 4), soit toujours borné
superieurement par un nombre entier qui ne dépend ni de S ni
de (x1, -, %), alors la famille F est certainement normale au
point (a9, -+, x9).9

Grice A Weierstrass, ceci sera facilement dZmontré.

4. Surfaces premiéres d’une fonction holomorphe. Soit f une

6) Voir O. Fujita, Sur les familles d’ensembles analytiques. Journal of the Math.
Soc. of Japan. Vol. 16, p. 382 (1964).
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fonction holomorpke dans un domaire D. Un ensemble de tous les
points de D ol la valeur de f est égale 4 une constante donnée @
est une surface analytique dans D que l'on appellera surface donnée
par I'équation f—a=0.

Toute composante irréductible de la surface donnée par I'équation
f—a=0 s’appellera, dans ce mémoire, surface premiere de f avec la
valeur a ou, lorsqu’il n'y a aucun ambiguité, en peu de mots, su7-
face premiere. Clest telles surfaces analytiques que l'on traite princi-
palement dans le mémoire présent.

D’abord, on aura le

Théoréme 1. Pour une fonction holomorphe quelconque f
dans D, la famille de toutes les surfaces premiéves de f est tou-
jours normale dans D.

Nous allons prouver ici le théoréme. Soit donnée une fonction
holomorphe f dans D. Prenons une suite {S;} quelconque de surfaces
premiéres de f, et désignons par @; (j=1, 2, --+) les valeurs de f en
S;. Dans le cas ol l'ensemble de toutes les @, n’est pas borné su-
périeurement en mcdule, on peut extraire de la suite {S;} une suite
partielle {S;} telle que la suite de valeurs @; que f prend en S;
augmente irdéfiniment en mecdule. La suite partielle évidemment
converge uriformément dars D puisque, pour un domaire quelconque
D’ dans l'intérieur complet de D, toute surface premiére S; n’a aucun
point dans D’ dés que j surpassc un ncmbre entier assez grand. Au
cas contraire, on peut extraire de la suite {S,} ure suite partielle
{Si} telle que la suite de valeurs ¢; comme ci-dessus terde vers un
rombre complexe a,. Il suffit, pour !e prouver, que l'on voit seule-
ment en un point ol f prend la valeur a,.

Soit (a9, ---, ) un point de D o1 f=a,. Décrivons, en changeant,
si nécessaire, le systéme de coordonnées convenablemernt, un polycy-
lirdre fermé (4, 4’) autour de (a3, ---, x7) de la forme

4 Ix,—x?lgp (j:]-y”'vn_l)

A/: Ix"—xﬂg(”y
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ol p et ¢’ sont des nombres réels pcsitifs suffisamment petits tels

que la fonction f(x3, -+, x0_y, x,) d’'une variable comglexe x, ne pren-
ne la valeur @, qu'en x,=x) dars 4’ et que, pour tout point (&1, ---,
x,_,) dans 4, f(xi, -, .1, X,) ne prerne jamais la valeur @, sur le

cercle |x,—x,] =¢’. Alors, puisque f est continue on peut trouver
un ncmbre réel pcsitif ¢ tel que, pour toute valeur ¢ qui remplit
I'inégalité |a—a,|<e, la forction f(xi, ---, xi_y, X,) ne prenre jamais
la valeur ¢ sur le cercle |x,—x%| =p’. Soit v l'ordre de zéro de la
fonction f(x}, -+, x4, x,) —a, en x,=x,. D’aprés le théoréme de
Rouché, pour tout point (x1, -+, x,_,) dars 4 et pour toute valeur
telle que |a—a,|<<e, la fenction f(xy, --+, X1y, X,) —a prerd tcujours
la valeur nulle en v pcints dans 4’, ccmptés e fcis si elle y rrend
zéro d’ordre e. La rartie de S dans le polycylindre (4, 47), s'il existe,
étant ccmprise dans une surface analytique donnée par 'équation f—
a;=0 dans (4, 4'), d’'aprés le critére dans la secticn 3, le thécréme
est donc démontré.

5. Lemme. Maintenant, on se prérare & un lemme et ses corol-
laires qui sont naturels mais trés importants dars !a recherche suiv-

ante. Soit, de nouveau, f ure foncticn hclcmorphe dans un domaire

D.

Lemme 1. Soit {S;} une suite de surfaces premieres de f, et
soit S, une autre surface premiéve de f avec la valeur a,. Alors,
st Pensemble de limite de la suite {S;} que l'on désigne par E
contient au moins un point p, de S,, E contient tous les poinis de
Se.

En effet, dans le cas ol il ¥ a ure infinité de surfaces premiéres
S; telles que S;=3S,, le lemme est évidemment vrai. Ainsi, suppcsors
que S;3%S, dés l'abord pour tcut j (j=1,2,---). Je dis d’abord que
E contient tous les pcints de S, qui sont compris dans un voisinage
assez petit de f,. Puisque la suite {S;} est, d’aprés le théoréme 1,
normale en p, on peut prendre un voisinage U de p, et extraire de
la suite {S,;} une suite partielle, que l'on désigne par {S;}, conver-
geant uniformément dans l'intérieur de D, de maniére que 'ensemble
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de limite de la suite partielle contienne p,. Trouvons des fonctions
¢; (7=1,2, --+) holomorphes dans U telles que S;N U soit donnée par
¢;=0 et que la suite {¢;} converge uniformément dans U vers une
fonction holomorphe qui ne s’annule pas identiquement. Dé&notons ¢, la
fonction limite de la suite. Considérons ensuite les traces des fonc-
tions ¢; (7=0,1,2,---) sur S,. Désiznonsles par &. Il est claire
que la suite {£} converge uniformément vers & sur S,N U. De plus,
aucune des ¢; ne prend la valeur nulle. Au contraire &, prend certai-
nement la valeur nulle ea p,. D’aprés le théoréme de Hurwitz, la
fonction &, doit s’annuler identiquement sur S,N U. Ceci signifie que
E comprend tous les points de S, dans U.

Considérons, maintenant, le domaine que l'on obtient & partir de
D en excluaat la réunion de toutes les composantes irréductibles, au-
tres que S,, de la surface donnée par 'équation f—a,=0, et désignons-
le par D’. Soit 5 la somme de toutes les surfaces premiéres qui ap-
partiennent & la suite {S;}. Alors, d’aprés I'’hypothése, S;=S,ND’
est une surface analytique irréductible dans D’ et ¥ est une surface
analytique dans D’—S,. De plus, il y a au moins un point de S;
auquel 3 ne peut se prolonger analytiquement, puisque la suite {S}}
tend vers S, uniformément dans U. Donc, d’aprés le théoréme de
P. Thullen, la fermeture de 5 dans D’ contient tous les points de S,.
Donc le lemme est démontré.

On remarque ici qu'on peut prouver le lemme 1 plus facilement
s'il n’y a qu’'une surface premi€re de f passant par le point envisagé

Do

Corollaire 1. Soit S, une surface premiéve de f avec la valeur
a, et soient p et q deux points quelconques sur S,. Alors, pour
tout voisinage V de q, il y a un voisinage U de p tel que toute
surface premiéve de f qui vencontre U vencontre aussi V.

En effet, supposons, pour le réduire a 'absurde, que ce ne soit
pas vrai. On peut alors trouver une suite de points dans D, soit
{ p;}, tendant vers p et telle que, pour tout point p;, il y ait au moins

une surface premiére S; de f passant par p; sans passer aucun point
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de V. Lensemble de limite E de la suite {S;} contient au moins
un point p de S,. Mais, d’aprés la maniére de trouver S;, E ne con-
tient pas le point g sur S,. Ceci est en contradiction avec le lemme
1. Le corollaire | est donc démontré.

Corollaire 2. Conservons les notations dans le corollaive 1.
Pour un voisinage U de p, quelque petit qu’il soit, toutes les sur-
faces premiéres de f qui passent au moins un point de U couvrent
un voisinage assez petit de q entierement.

C'est une conséquence imméadiate du corollaire 1.

6. Surfaces entiéres. Considérons, dans toute la suite, l'espace
entier de » variables complexes x, -+, X, comme domaine D. Avant
de traiter des surfaces premiéres d’une fonction enti€re, nous allons
voir un caractére d’une surface analytique dans tout l'espace.

Une surface analytique dans tout Pespace de plusieurs variables
-complexes xi, -+, x,, que 'on dira surface entiére, est toujours représen-
tée d’aprés le théoréme de Cousin,” comme l'ensemble de tous les
points ol une fonction enti€ére prend la valeur nulle.

Soit S une surface enti€re définie par I’équation
’(A> f(xl) ttty x") :0'
‘Comme ce qu'on a déja vu, en changeant, si nécessaire, le systéme

.de coordonnées convenablement, on peut, d’aprés le théoréme de H.

Grauert, résoudre 'équation (A) par rapport & x,, d’ol on aura une
fonction analytique

x,=&(p)
-définie sur un domaine multivalent étalé au-dessus de I'espace de n—
1 variables complexes x4, -++, X,_;, qui a peut-€tre une surface critique
intérieur.

La surface de Riemann de la fonction inverse d’une fonction en-
‘tiére d’'une variable complexe est certainement de cette espéce, mais,

d’aprés l'exemple da & Bieberbach que l'on verra dans la section 18,

7) Acta Math. Bd. 19 (1895).
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on reut voir facilement qu’un domaine comme ci-dessus admet une:
fonction analytique bornée non constante sur lui-méme tout entier,.
méme dans le cas d'une variable complexe.

Maintenant, nous allons voir ici que la fonction analytique £( p)
remp!it la condition indiquée par Iversen:®

Etant donné en un point p un élément de la fonction £( p) au-
dessus de p et une courbe | joignant p a un autre point quelcon-
que q de lespace de xi, -+, X,.., il existe un chemin tendant vers
q et compris dans une bande arbitrairement mince renfermant la
courbe [, suivant lequel l'élément envisagé peut etre prolonge
jusqu’au point q.

Décrivons un polycylindre 4 autour un point quelconque (x3, -,
x)_,), dans l'espace de n—1 variables complexes x,, -+, x,_, de la forme:

A: Ixf—x?]gplv (j:]., .”yn—l)v

ol p; (j=1,2,---,#—1) sont des nombres réels positifs quelconques,.
et considérons un domaine produit (4, C) de 4 et de tout le plan
d’'une variable complexe x,. Soit ¢ une composante irréductible de
la surface analytique considérée dans (4, C), et soit & la fonction
analytique obtenue par la projection de s. Ceci est une branche de &
au-dessus de 4.

D’aprés le raisonnement qui a été fait par Iversen,” il suffit pour
établir I’énoncé de prouver 1'énoncé suivant:

l:l‘tant donné un élément quelconque de £., il existe un chemin:
compris dans 4 et tendant vers un point (x5, -+, x°,), suivant le--
quel cet élement peut se prolonger analytiquement jusqu'auw point
(x3, -+, 250,

Nous allors démontrer ici cet éroncé-ci. Considérors, d'abord,.
le cas ol ¢ et la droite analytique de la forme x,=2% (j=1, ---, n—1)
pcss€dent au moirs un point commun ¢g. On peut écrire alors ure:

courke / qui joigne sur ¢ un point quelconque de ¢ et g, puisque o

8) F. Iversen, Recherches sur les fonctions inverses des fonctions méromorphes..
Thesis (1914).
9) loc. cit. voir page 18.
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-est irréductible. Ceci signifie qu'un élément quelconque de & peut
:se prolonger analytiquement jusqu’au point (a2, ---, x)_,) suivant le
.chemin qui est la projection de la courbe [ sur I'espace de x4, -*+, %,_;.
Supposons ensuite qu’il n’y a aucun point commun de ¢ et de la droite
.analytique comme ci-dessus. Décrivons un polycylindre fermé 4’ au-

‘tour du point (&), -+, 25_,) de la forme
4 lx—x5 <02,  (j=1,-,n-1).

Je dit maintenant qu’on peut prolonger analytiquement un élé-
‘ment quelconque de &, suivant un chemin compris dans 4 jusqu’au
‘point dans 4. On considére s dans un domaine produit, désigné par
(4, P), de 4 et de la sphére d'une variable complexe x, avec le point
A linfini. Il y a deux cas différents. Dans le cas ol ¢ peut se pro-
longer analytiquement & au moins un point a linfini, d’aprés le thé-
-oréme de P. Thullen, la fermeture de ¢ est une surface analytique
«dans tout (4, P) et elle sera définie par 1'équation de la forme

@y (Xy, o, X)X F @ (X, o0, X)X o a, (%, o, X,2) =0,

ol a;(xy, -+, X,-,) (j=0,1, -+, sont des fonctions holomorphes dans
4. Par suite, il est évident que le fait considéré est établi certaine-
‘ment puisju’elle n'admet pas dans 4 d’autre points singularités que les
points critiques algébriques ou les pOles. Au contraire, dans le cas
‘ol ¢ ne peut sz prolonger analytiquement en aucun point & l'infini,
«d aprés aussi le théoréme de P. Thullen, la fermeture de ¢ comprit
tous les points a l'infini dans 74, P), c'est-a-dire, il existe certaine-
ment un point de ¢ tel que sa projection sur I'espace de x4, '+, X,_; se
‘trouve dans 4. Donc il est évident que le fait considéré est établi
-certainement. Considérons ensuite une composante irréductible de ¢
-dans (d4’,C) et désignons-la par ¢ et par & la fonction analytique
-obtenue par la projection de ¢. Décrivons encore un polycylindre 4”
.autour du point (&), ---, 2%_,) de la forme

A//: le_xglsp]/zzy (j:]-,”') n_l)'

JAlors, d’aprés le méme raisonnement comme ci-dessus, on peut dire
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qu'un élément quelconque de &, peut se prolonger analytiquement
suivant un chemin compris dans 4’ jusqu’au point dans 4”. Continuant
le méme procédé de proche en proche, on peut conclure qu'un élément
quelconque de &, peut se prolonger analytiquement toujours suivant
un chemin compris dans 4 jusqu’au point (%, .-+, x0_,). Donc, I'énoncé
a été démontré.

Remarque. Soit S un ensemble analytique irréductible qui est
I'ensemble des zéros communs de plusieurs fonctions enti€res de #
vatiables complexes xi, -+, x,. Désignons par 7 la dimension de S.
En prenant un systéme de coordonnées convenable, on aura la projec-
tion de S sur l'espace de 7 variables complexes %, ---, x,. Mais, si
7 est inférieur a2 n—1, elle ne remplit pas nécessairement la condi-
tion indiquée par Iversen. En effet, grice a4 K. Remmert,'® toute
surfac. de Riemann sur le plan d’'une variable complexe peut étre
regardée comme projection d’'un ensemble analytique de dimension
un dans tout l'espace de trois variables complexes. Or, il y a des.
surfaces de Riemann qui ne remplissent pas la condition indiquée par
Iversen.

II. Classification des surfaces premiéres.

7. Définitions. Soit f une fonction entiére quelconque de plusieurs.
vatiables complexes une fois fixée pour toutes dans la suite. Con-
sidérons une suite {S;} de surfaces premiéres de f. Elle sera appelée
suite (y) de surfaces premieres de f ou, en peu de mots, suite (y),
si elle converge uniformément dans tout 'espace sans devenir vide.
Désigrons par a; (j=1,2,--) la valeur que f prend en S;. Il est
évident que, si la suite {S,;} est une suite (5), la suite des nombres.
{a;} tend nécessairement vers un nombre complexe. Dénotons-le a,.
La limite de la suite {S,} est une surface enti€re qui se compose.
d'un ncmbre dénombrable au plus de surfaces premiéres de f avec

la valeur @,. Chaque surface premiére S, apparténant a la limite.

10) R. Remmert, Dissertation, Miinster 1957.
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de la suite {S;} sera dite limite de la suite {S;} et nous dirons que /@
suite {S;} tend vers S,. Alors, une suite (y) peut tendre vers plusieurs
surfaces premiéres différentes mais avec la méme valeur pour toutes.

Soit ensuite S, une surface premiére de f. Si toute suite (y)
tendant vers S, n’admet pas d’autre limite que S, pour ses limites,
S, s’appellera, dans le mémoire présent, surface premiere réguliere
de f, et, au contraire s’il n’en est pas ainsi, elle sera dite d’étre i7-
réguliere. Une suite (y) qui consiste seulement en des surfaces
premiéres réguliéres sera appelée suite (y) réguliéve de surfaces
premiérves de f ou, en peu de méts, suite (y) réguliéve. Lorsqu’-
une surface enti€re donnée rar I'équation f=a, a étant un nombre
complexe, est irréductible dans tout l'espace, elle est évidemment
une surface premiére réguliére de f avec la valeur a. Au cas
d’'une variable complexe, toute surface premiére est réguliére.

Considérons, maintenant, deux surfaces premié€res de f avec la
méme valeur. Désignons-les par S; et S;. S'il y a une suite (3)
réguliére qui tend vers S, et S, & la fois, elles seront dites conju-
guées lune a lautre.

Cette notion de conjugaison, que l'on vient de définir, ne rem-
plit pas nécessairement les conditions de I'équivalence; précisément
dit, elle remplit toujours la condition de symétrie mais il n’en est
pas ainsi pour la condition de transitivité. Clest-a-dire qu’il peut
se faire qu’il y ait trois surfaces premiéres S, S; et S; de f telles
qu’'une suite (y) réguliére tende vers S; et S, et une autre vers S,
et S; mais il n’existe aucune suite (y) réguliére tendant vers S; et
S; 4 la fois.

Une surface premi€re S, de f s’appellera surface conjuguée a
So de type (a) si S; est conjuguée & S, et que toute suite (;) ré-
guliére tendant vers S, tend aussi vers S;. Au contraire, une sur-
face conjuguée a S, qui n'est pas de type (a) sera dite de type (5).
Cette notion de conjugaison de type (a) ou de type (B) ne remplit
pas nécessairement méme la condition de symétrié c’est-a-dire, il peut
exister deux surfaces premi€res S; et S, de f telles qu’il ¥ ait une



64 Toshio Nishino

suite (y) tendant vers S; sans tendre vers S, malgré que tcute suite
(y) tendant vers S, tende aussi vers S..

Ensuite, une surface premiére irréguliére S, de f sera dite de
type (A") si S, n’a aucune surface conjuguée de type (), c’est-a-
dire si toutes les suites (y) réguliéres qui tendent vers S, ont pour
leur ensemblz de limites le mémne systéme de surfaces premiéres de
f. De pius, elle sera dite de fype (A) si elleméme et toutes s=s
surfaces conjuguées sont de type (A’). Au contraire, une surface
premiére irréguliére de f qui n'est pas de type (A’) sera dite de type
(B’). Si elleméme et toutes ses surface conjuguées sont de type
(B"), elle szra dite de type (B).

Parmis les surfaces premiéres irréguliéres de type (A), la no-
tion de conjugaison remplit évidemment les conditions de I'équivaleace.
En ce moment, il v a un systéme de surfaces premiéres {S;} tel que
toute suite (y) tendant vers une surface premiére appartenant au
systéme tend vers toutes les surfaces premiéres du systéme et seule-
ment.

D’aprés la définition et le lemme 1, on voit que

Soient S, et S, deux surfaces premiérves de f qui ont au moins
un point commun. Alors, elles sont nécessaivement irvéguiléres
et I'une est une suvface conjuguée a l'autve de type (a).

En effet, soit {S;} une suite () réguliére qui tend vers S, mais
d'ailleurs quelconque et soit £ l'ensemble des limites de la suite
{§;}. Daprés le lemme 1, E contient nécessairement tous les points
de S,, ainsi particuliérement un point commun de S, et de S;. Donc
E contient aussi tous les points de S,. Il en est de méme lorsqu’on
change S, et S Ceci signifie que I'énoncé est certainement vrai.

Il suit de cet énoncé que

Si, pour deux surfaces premieres S, et Sy de f, il ¥y a un nom-
bre fini de surfaces premieves T; (j=0,1,--+,v) de f telles que S,
=T, et T,=S; et que T,y et T, (j=1,---,v) aient au moins un
point commun, alors S, et S, sont conjuguées l'une a l'autre de
type (a).
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Ceci est facilement démontré. Il suit aussi de cet énoncé que

St une surface entiére donnée par I'équation f=a, ot a est un
nombre complexe, est véductible mais connexe en tant qu’ ensemble
de points, toute surface premiere de f comprise dans la surface
entiere est de type (A).

8. Exemples. Avant de rechercher en détail les surfaces premiéres
d’'une fonction entiére, on voit ici quelques exemples élémentaires
afin d’entendre la notion générale de configulation des surfaces pre-
miéres réguliéres ou celles d’irréguliéres de type (A).

a). Le plus simple exemple pour cela est la fonction
flx,y)=xy.

Pour une valeur @ qui n’est pas nulle mais d'ailleur quelconque, toute
surface premiére de f avec la valeur a est toujours réguliére puisque
la surface analytique donnée par I'éjuation f=a est toujours irréduc-
tible pour e¢=0. Mais, on a deux surfaces premiéres de f avec la
valeur nulle, qui sont données par les équations x=0 et y=0 res-
pectivement. Elles sont conjuguées I'une a l'autre de type (a) et
irréguliéres de type (A) puisgu’elles ont un point commun (0, 0).
b). Soit ¢(x) une fonction entiére d’une variable complexe x qui
prend la valeur nulle en tout point d'un ensemble donné de points
{a;} qui ne s’accumule en aucun point fini. Considérons une fonc-
tion de deux variables complexes x et y de la forme

f(x, ) =0(x)-y.

Pour une valeur @ qui n’est pas nulle, mais d'ailleurs quelconque,
toute surface premiére de f avec la valeur « est aussi réguliére. Car,
la surface entiére donnée par I'équation f=a est irréductible et peut
s’exprimer sous la forme

y=a/p(x).

D’autre part, celles avec la valeur nulle sont les droites analytiques
définies par x=a; (j=1,2, ) et par y=0 respectivement. Celles-
ci sont toutes irréguliéres de type (A) et deux quelconques d’elles
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sont conjuguées l'une & l'autre de type (a), pour la méme raison
que dans le cas a).

Par suite, on peut dire qu’'il peut exister une infinité dénom-
brable de surfaces conjuguées a une seule surface premiére.
¢). Soient ¢(x) et y-(x) deux fonctions entiéres d’'une variable com-
plexe x telles que -(x) prenne les valeurs a; ( j=1,2, ---), données
a4 l'avance, respectivement en tous les points b, (7=1, 2, --+,) ol
¢(x) prend la valeur nulle. Supposons de plus que a; (7=1,2, )
sont différentes deux a deux et non nulles. Avec ces fonctions,
considérors ure fonction entiére de deux variables complexes x et y

de la forme

f(x,y) =4 (x) —p(x)-y.

Pour une valeur @ qui n’est identique a aucune des a; (j=1,2, ),
toute surface premiére de f avec la valeur a est réguliére puisqu
il n’y a qu'une seule composante irréductible de la surface entiére

donnée rar l'équation f—a=0 que l'on peut écrire sous la forme
y=r(x) —a)/o(x),

ol deux fonctions ¢(x) et Y-(x) —a n’ont aucun facteur commun.
D’autre part, pour toute valeur ¢; ( j=1,2, ---), il y a deux surfaces
premiéres de f avec la valeur a; données par
x=0;
et
y=%;(x)/0;(x),

oll Y(x)—a;=(x—0b) ¥;(x) et ¢o(x)=(x—b;)-0;(x). Elles sont
toutes de type (A) et conjuguées I'une & l'autre de type (a), pour
la méme raison que dans le cas a).

Ceci indique qu’une fonction enti€re f peut avoir une infinité
dénombrable de paires de surfaces premiéres irréguliéres de f qui
sont conjuguées l'une a l'autre de type (a). De plus, I'ensemble de

toutes les valeurs que f prend sur ses surfaces premiéres irréguliéres

de type (A) peut étre partout dense dans tout le plan d’une varia-
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ble complexe.

d). Dans les exemples ci-dessus, toute paire de surfaces premiéres
qui sont conjuguées 'ure a l'autre ont un point commun. Mais, pour
que deux surfaces premiéres soient conjuguées 'une a l'autre, il n’-
est pas nécessaire qu'elles aient un point commun. En effet, consi-
dérons une fonction entiére de la forme

flx,y)=(x*—1)-¢e.

Deux surfaces premiéres de f avec la valeur nulle qui sont données
par x==+1 sont certairement conjuguées 'une a l'autre sans avoir
aucun point commun.

e). Il n'existe aucune restriction imposée a deux surfaces entiéres
qui n'ont pas un point commun, pour qu’il y ait une fonction
entiére pour laquelle deux surfaces entiéres envisagées sont deux
surfaces conjuguées l'une a lautre. En effet, dans l'espace de deux
variables complexes x et y, soient donrées deux surfaces entiéres
S, et S qui n’ont aucun peint commun, mais d’ailleurs quelconques.
Soient, d’abord, p et p’ deux points qui se trouvent sur S, et sur
So respectivement et soit L une droite analytique qui passe par p
et par p’ a la fois. Ensuite, formons une fonction entiére qui prend
1a valeur nulle sur les trois surfaces entiéres S,, S; et L avec l'ordre
un. D’aprés le théoréme de Cousin,'® elle existe certainement.
Alors, d’aprés le deuxiéme énoncé dans la section précédente S, et
S6 sont conjuguées l'ure & lautre de type («). Au contraire, for-
mons une fonction entiére g qui prend la valeur 1 en S, et la valeur
—1en S’. D'aprés aussi le théoréme de Cousin on peut certainement
construire une telle fonction de la fagon habituelle. Maintenant,
censidérons une fonction de la forme

=021

Alors S, et S; ne sont jamais conjuguées l'une A l'autre puisque, si

une suite (y) réguliére de surfaces premiéres de cette fonction, que

11) Icc. cit.
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I'on désigne par {S;}, tend vers S,, la suite des valeurs {a;}, ol ¢; (J
=1,2,--+) sont les valeurs que g prend en S, respectivement, tend
toujours vers 1. Donc la suite () ne pzut tendre vers S,.

9. Surfaces premiéres d’ordre élevé. Dans cette section on ver-
ra une surface premiére d’ordre élevé. Soit f, de nouveau, une fonc-
tion entiére de n variables complexes xy, -+, x,. Une surface pre-
mié. e de f avec une valeur ¢ sera dite d'ordre v ou simplement d’-
ordr: élevé si une fonction f—a prend la valeur nulle d'ordre v (,>>1)
sur la surface premiére envisagée.

Comme on sait bien, une surface premiére d’ordre élevé est

donnée par les zéros communs de n2+1 fonctions entiéres
of .
—a et Y =1,2, -, n
f o1, (Jj ) )

oll @ est un certain nombre complexe. Donc, il n’y a qu’une infinité
dénombrable au plus de surfaces premiéres d’ordre élevé.

Soit donnée une surface premiére S, de f avec une valeur d,.
Désignons par v l'ordre de S,, qui peut étre un. Prenons, en outre,
une droite analytique L qui passe par un point ordinaire p, de S,.
On dira que L passe par p, transversalement a S, si, en changeant
le systétme de coordonnées par une transformation linéaire non-
dégénérée telle que p, se raméne & l'origine et que L soit représenté
par x;=0 (j=1,--<,#—1), et en décrivant un polycylindre (4, 4") de
la forme

4: |x<e (j=1, - n—1),
4 x,1<<d

convenablement, on peut exprimer S, dans (4, 4), dans la forme
xn:g*(xl’ Y xn—l))

ol &(xy, +++, X,-1) est une fonction holomorphe et univalente dans 4.
Représentons L par un paramétre complexe ¢ sous la forme

xX;=ajt+B; (j=1, -, n),

oll a; et B; (j=1, -+, n) sont des nombres complexes, et considérons
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une fonction holomorphe d’une variable comrlexe ¢
Z:.F(t) :f<a1t+31, ccy a,,t"‘B,,).

Soit R la surface de Riemann de la fonction inverse de F sur
le plan d’'une variable complexe z. Alors, la fonction F fait corres-
pondre analytiquement et biunivoquement un voisirage de p, sur L
a une rartie de R au-dessus d’'un voisinage de «,. Désigrons par
¢, un point de R qui correspond & p, par F. g, se trouve au-dessus
de a, et dans l'intérieur de R; de plus, ¢, est un point critique d’ordre
v—1 si et seulement si S, est d’ordre v (>>1).

Ensuite, décrivons un cercle C’ autour de @, et de rayon p dans
le plan z

C: lz—a)]<<p

et considérons une partie connexe de R qui est située au-dessus de
C’ et qui contient ¢,. Dénotons-la C. On suppose ici que C n’a
Fas un point critique autre que g, et n’a aucun point frontiére situé
au-dessus du dehors du contour de C’. Ceci est toujours possible cer-
tainement. Soit, ensuite, I’ la partie sur L qui correspond & C par
F. Elle est évidemment donnée par l'inégalité |f—a,|<<p sur L.

Maintenant, on excepte ¢, de C et sépare C en v feuillets, en
le coupant C suivant la demi-droite [/ issue de @, paralléle & I'axe
réel. A ce moment, on fait tous les points au-dessus de / appartenir
au bord supérieur de la coupure. Désignons les feuillets par C,, -+,
C, et par y; (j=1,2,-,v) les parties de I" qui correspondent a C;
par F. Alors f prerd dars chaque j; une et une seule fois toute
valeur ¢ dans C’ sauf a,.

Classifiors les points de I Deux points sont compris dans une
méme classe si et seulement s’ils se trouvent sur ure méme surface
premiére de f. Si, pour toute valeur &’ dars C’ sauf a, I'ensemble
de tous les points oli f prend la valeur &’ se classifie toujours en
méme nombre m de classes pourvu qu'on prenne p suffisamment pe-
tit, on dira que la surface premiére S, a le quasi-ordre m.

La définition ci-dessus du quasi-ordre ne dépend pas du choix
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de L.

En effet, soit L’ une autre droite analytique qui passe transver-
salement 4 S, par un point ordinaire p; de S,. D’aprés le corollaire
1 du lemme 1 on peut dire que, pour tout voisinage V de p,, il y
a un voisinage V’ de py tel que toute surface premiére de f qui
passe au moins par un point de V’ passe par un point de V. De
plus, on peut dire que, pour tout voisinage U de p, sur L, toute
surface premiére de f qui passe au moins par un point de V passe
par un point de U, pourvu que V soit suffisamment petit. Ceci si-
gnifie que la définition est certainement indépendante du choix de L.

Voila un exemple élémentaire. Considérons une fonction de la

forme
fQx, »)=x"(xy—1).

Une surface premiére de f avec la valeur nulle est donnée par I'é-
quation x=0. Son ordre est #, mais son quasi-ordre est un, quel
que soit le nombre entier positif #.

D’aprés la définition du quasi-ordre, si une surface premiére de
f est d'ordre un, elle a toujours le quasi-ordre un, mais dans le cas
d’ordre élevé, une surface premié€re n’a pas nécessairement le quasi.
ordre. De plus, il est évident que, pour une fonction entiére quelcon-
que f, il n'y a, s'il existe, qu'une infinité dénombrable au plus de
surfaces premiéres de f qui n'ont pas le quasi-ordre, puisqu’il en est
ainsi pour les surfaces premiéres d’ordre élevé.

Maintenant, soient S et S’ deux surfaces premiéres de f avec la
méme valeur, conjuguées l'une a l'autre. Alors, méme si S avait
le quasi-ordre, il n’en serait pas nécessairement ainsi pour S’; ou,
méme si S et S’ avaient les quasi-ordres respectivement, ceux-ci
ne seraient pas nécessairement identiques. On dira ainsi qu'une sur-
face premiére de f a lordre total m si elle-méme et toutes ses sur-
faces conjuguées ont le méme quasi-ordre #.

Voild un exemple élémentaire. Considérons une fonction de la

forme
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flx,y)=x"-y"

Les surfaces premiéres de f avec la valeur nulle sont données par
les équations x=0 et y=0 et elles seulement sont conjuguées I'une
a lautre. De plus la premiére est d’ordre m et l'autre est d’ordre
n. Mais, comme on peut voir facilement, ils ont le méme quasi-
ordre un, quels que soient les nombres entiers positifs m et n,
pourvu que m et n sont relativement premier, c’est-a-dire ils ont
Iordre total un.

On peut dire, aussi, que, pour une fonction entiére quelconque
f, il n’y a qu'une infinité dénombrable au plus de surfaces premiéres
de f qui n’a pas l'ordre total puisqu’il en est ainsi pour les surfaces
premiéres d’ordre élevé et ses surfaces conjuguées.

Malheureusement, je ne sait pas s’il y a une fonction enti€re
qui admet actuellement des surfaces premiéres n’ayant pas le quasi-

ordre ou l'ordre total.

10. Tube normal autour d’une surface premiére. Pour définir
lirrégularité de type (A) et (B) des surfaces premiéres irréguli-
éres, on suppose virtuellement l'’existence de beaucoup de surfaces
premiéres réguliéres telles qu'on puisse en extraire une suite d’elles
qui tend vers une surface premiére quelconque. Dans la section
suivante on verra le fait que, pour une fonction entiére quelconque
f, presque toute surface premiére de f est certainement réguliére.
Pour cela on établira ici une configuration qui joue un r6le impor-
tant dans toute la suite.

Soit donnée une surface premiére quelconque de f avec la valeur
a,. Dénotons-la S,. Soit L une droite analytique qui passe transver-
salement & S, par un point ordinaire p, de S,. Considérons une par-
tie I' autour de p, sur L donnée par l'inégalité |f—a,|<p, ol p
est un nombre réel positif. On dira que I" remplit la condition (N)
si I' est compris dans l'intérieur d’un voisinage de p,, si L est
transversale a toute surface premiére qui passe par un point de I

et si toute surface premiére qui passe par un point de I est d’ordre
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un & lexception de S, au plus. Cette condition est évidemment
identique avec la condition que l'on a pcsé dans la section précédente.
Donc, elle est toujours remplie certainement, pourvu que p soit
suffisamment petit.

Ensuite, considérons ’ensemble de tous les points qui peuvent
étre joignés a un point de I' par une surface premiére de f. On
Vappellera tube normal autour de S, par rapport a I', afin de
faire attentions a la condition (N) imposée a I', et on le désignera
par Zr.

Alors, on peut, d’abord, dire que

Tout point qui peut etre joigné a un point intérieur de I' sur
L par une surface premiéve de f est toujours un point intérieur
de 3.

Il suit directement du corollaire 2 du lemme 1, puisque tout
point intérieur de I sur L est certainement un point intérieur de -

D’autre part, 5r n’est pas nécessairement fermé dans tout l'es-
pace malgré que I" soit fermé. Par exemple, considérons la fonction
de la forme

fl,y=xy,

et considérons la surface premiére de f donnée par ’équation x=0
comme S, le point (0,1) sur S, comme p, la droite analytique
donnée par I'équation x=1 commc L et la partie sur L donnée par
I'inégalité |y| =<1 comme I'. Alors, 5 est donnée évidemment par

lx-y] <1 et y=0.

Ceci n'est pas fermé certainement.

Par suite, considérons la fermeture de :. Elle s’appellera tube
normal fermé autour de S, par rapport a T', et sera désignée par
Sr.

Alors, on peut dire que

Toute surface premieve de f qui passe au moins un point de

- est contenue dans 3.
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En effet, soit S une surface premiére de f qui passe par au
moins un point ¢, de 3 et soit g, un point quelconque de S. D’a-
prés I'hypothése, il y a une suite {S;} de surfaces premiéres de f,
qui consistent en des surfaces premiéres passant par des points de
I et que I'ensemble de limite de la suite {S,}, que 'on désigne par
E, contient ¢,. Alors, puisque ¢, se trouve sur S, d’aprés le lemme
1, E contient tous les points de S, particuliérement le point ¢,. Ceci
signifie que S est compris dans 3.. L'énoncé est donc démontré.

De plus, on peut dire que

Tout point d'une surface premiére de f qui passe par un po-
int intérieur de 3. est aussi le point intévieur de 3r.

En effet, soit S’ une surface premiére de f qui passe par un
point g, dans l'intérieur de - et soit ¢, un point quelconque de S’.
Prenons un voisinage V; de g, dans 3,. D’aprés le corollaire 2 du
lemme 1, toutes les surfaces premiéres de f qui passent par au moins
un point de V, couvrent un voisinage V, suffisamment petit de g¢.
entiérement. Ceci signifie, d’aprés I'énoncé précédent, que ¢, est un
point intérieur de 3.

Au moyen du tube normal fermé X, par rapport a I' autour d’
une surface premiére de f on peut savoir si une surface premiére
est réguliére ou non.

Si une surface premiére S de f qui passe par un point in-
térvieur de T' est irréguliéve, toute surface conjuguée a S est com-
prise entierement dans .

En effet, soit S’ une surface conjuguée 4 S. D’aprés I’hypothése,
il y a une suite (3) de surfaces premiéres {S,} de f qui tend vers
S et S’ & la fois. De plus, S; passe par un point de I' dés que j
surpasse un nombre entier suffisamment grard. Ceci signifie que S’
est comprise entiérement dans Sr.

Maintenant, désignons par A, l'ersemble de tous les points de
S en dehors de 3. Il consiste en un systéme de surfaces premiéres
de f, qui ne passent par aucun poirt de I. Ensuite, désigrors par
ar 'ensemble de toutes les valeurs que f prerd aux points de 2. Il
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est compris dans le cercle C’ de la form |a—a,|<p. Alors, il est
clair que, pour toute valeur @ de ar, il y a au moins une surface
premiére irréguliére de f passant par un point de I" avec la valeur a.

Lorsque S, est d’ ordre un, f prend toute valeur a telle que |a
—a,|<p une et une seul fois dans I. D’oul il suit facilement que

Si S, est d’ordre un, une surface premiére de f passant un
point de T' avec la valeur a est irvegulieve si et seulement si a ap-
partient a ar.

11. Existence des surfaces premieres réguliéres. Considérons,
de nouveau, une surfaces premiére S, de f avec la valeur a@,, un
tube normal 3, autour de S, et son fermeture 3, etc, sous les
mémes significations comme ceux qui précédent.

Soit 4, un polycylindre fermé autour de lorigine de rayon 7
comme

4 |xisr (j=1,-n)

et soit @, un ensemble de toutes les valeurs que f prend sur toutes
les surfaces premiéres, comprises dans . et passant au moins un
point de 4,. Alors, on peut dire d’abord que

«, est un ensemble fermé sans point intérieur dans le cercle C'.

En effet, prenons une suite de valeurs {a;} (a;€a,), qui tend
vers une valeur a. Soit S; (j=1,2---) une surface premiére de f
passant par au moins un point de 4, et comprise dans A, sur la-
quelle f prend la valeur @;. Notons p; (j=1,2---) un point quelcon-
que de S;N4,. Lensemble de points {p,;} a au moins un point d’ac-
cumulation dans 4, puisque 4, est fermé. Désignons-le par p,. Soit
T une surface premiére de f qui passe par p,. Alors T ne passe
par aucun point de I', car si ce n’est pas vrai, d’aprés le lemme 1,
toute surface premiér S; passe nécessairement par un point de I’
dés que j surpasse un nombre entier assez grand. Ceci est en con-
tradiction avec I’hypothése, c’est-a-dire, «, est fermé. Supposons,
ensuite, qu’il ¥ a un point intérieur b de a,. Il n’y a qu'un nombre

fini au plus de surfaces premiéres de f avec la valeur & qui passe
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Ppar au moins un point de 4,. Désignons-les par Ty, -+, T,,. Prenons
dans 4, un point quelconque ¢, de chaque 7; (j=1, :-+, #) et un voi-
sinage U, de chaque ¢, (j=1, -, u), suffisamment petit pour que
U,NT, soit vide, ol jxk (j,k=1,2, -+, ). Alors, il y a un voisi-
nage, que l'on désigne par 4, de b tel que toute surface premiére de
f avec une valeur ¢ dans 8 passe par un point de quelqu'un de U
(j=1,-,u). De plus, pour tout U, I'ensemble de toutes les val-
eurs que f prend sur les surfaces premiéres, comprises dans 2. et
passant par au moins un point intérieur de U, n’a aucun point in-
‘térieur. Car, A, n’a pas de point intérieur. Ceci est en contradiction
avec ’hypothése, puisque la somme d’'un nombre fini au plus d’ensem-
bles fermés n’ayant aucun point intérieur n’a aussi aucun point
intérieur. L’énoncé est donc démontré.

De I’énoncé précédent, il suit que

L'ensemble de tous les points qui se trouvent sur quelqu'une
.des surfaces premiéres irvéegulieres de f dans 3 est de premierve
.catégorie au sens de L. Baire.

En effet, conservons les notations ci-dessus et prenons un nombre
-entier N pour r. Soit sy ’ensemble de tous les points qui se trouv-
-ent sur les surfaces premié€res irréguliéres de f telles qu’elle-méme
et ses surfaces conjuées passant par au moins un point dans 4,.
Alors on pesut dire que oy est aussi un ensemble fermé sans point
intérieur. Car, sur toute surface premiére irréguliére comprise dans
on, f prend neczéssairemesnt une valeur appartenant 4 aw, et ay est
un ensemble fermé sans point intérieur. L’ensemble considéré peut
étre regardé comme somme de tous les sy, o N=1,2, ---. Il en
résulte que 1’énoncé est certainement vrai.

Pour un point quelconque p de tout l'espace, on peut former
toujours un tube normal autour de la surface premiére passant par
p. Il comprend certainement un voisinage assez petit de p. Donc,
d’aprés le théoréme de Borel-Lebesgue, il y a une infinité dénom-
brable au plus de tubes normaux dont la somme couvre tout I’espace.

D’aprés ce qu'on a vu jusqu’ici, on a le
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Théoréme 2. Pour une fonction entiére quelconque f de plu-
sieurs variables complexes, 'ensemble de tous les points qui se tro-
uvent sur quelqu'une de surfaces premiéres irvégulieves de f est
toujours de premiere catégorie au sens de L. Baire.

Combinant les théorémes 1 et 2, on obtiendra facilement le

Corollaire 1. Pour toute surface premiére quelconque S de
f, il y a une suite (y) réguliere qui tend vers S.

Rappelons encore les définitions sur la régularité et I'irrégularité:
des surfaces premié€res. Pour définir la notion de surface réguliére,.
on a utilisé une suite (3) quelconque de surfaces premiéres, et, au.
contraire, on s’est borné aux suites () réguliéres, pour définir l'ir-
régularité de type (A) ou de type (B). Mais quant 4 ce point, on.
peut dire que

Corollaire 2. Pour toute paire de surfaces premieres conju-
guées l'une a lautrve de f, il y a toujours une suite (y) réguliére
de surfaces premieres qui tend vers les deux survfaces premieres:
considérées a la fois.

En effet, soient S, et S, deux surfaces premiéres conjuguées I'-
une & l'autre de f. Prenons deux points p; et £, sur S; et sur S,,
et deux voisinages quelconques V; et V, de p, et de p. respective-
ment. D’aprés la définition il ¥ a une suite de surfaces premiéres.
de f qui tend vers S; et vers S, 4 la fois. Désignons-les par {7}}.
Alors, toute surface premiére 7'; passe au moirs par un point dans.
V. et par un point dans V, & la fois, dés que j surpasse un nombre.
entier suffisamment grand. Soit 7T, une telle surface et soient g, et
¢. deux points sur 7T, qui se trouvent dans V; et dans V. respec-
tivement. Désignons ensuite par U, et U, deux voisinages de ¢, et
de ¢, dans V, et dans V, respectivement. D’aprés le corollaire 1
au théoréme 2, il y a une suite (y) réguliére de surfaces premiéres.
qui tend vers 7,. Alors, d’aprés le lemme 1 on peut dire que, cette
suite-ci étant désignée par {T';}, toute surface premiére 7'; passe am
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‘moins par un point dans U, et par un point dans U, 4 la fois, dés
-que j surpasse un nombre entier suffisamment grand; une telle sur-
face premi€re passe évidemment par un point de V, et par un point
de V, a la fois. Car, on peut prendre Vet V, arbitrairement petits
et trouver une suite (y) réguliére de surfaces premiéres de f qui
tend vers S; et vers S, a la fois. Donc le corollaire est certainement

démontré.

1II. Surfaces premiéres irréguliéres de type (A)
et de type (B).

12. Paire de surfaces premiéres conjuguées l’'une a 'autre. On
.a vu, dans la partie précédente, que, pour une fonction enti€re quel-
-conque f de plusieurs variables complexes, presque toutes les sur-
‘faces premié€res de f sont toujours réguli€res. Par suite, on peut
traiter certainement des surfaces premiéres irréguliéres S au moyen
.d’'une suite (y) qui consiste en surfaces premiéres réguliéres seule-
ment et qui tend vers S.

Il s’agit, maintenant, de traiter des surfaces premiéres irréguliéres
.en détail. Dans cette section, pour une fonction entiére f donnée
-quelconque, on va d’abord considérer une paire de surfaces premiéres
irréguliéres qui sont conjuguées l'une & l'autre.

Soient S, et S; une paire de surfaces premiéres irréguli€res de
f avec une méme valeur @, qui sont conjuguées l'une a l'autre.
Prenons deux droites analytiques L et L’ passant transversalement a
S, et & S§ en des points ordinaires p, de S, et py de S, respective-
ment. Considérons encore des parties I' et I autour de P, et de P,
sur L et sur L’ données par la méme inégalité |f—a,| <p, qui sa-
-tisfont a la condition (IN) et désignons par 3 et par 3 les tubes nor-
.maux autour de S, et dc S; par rapport 4 I' et 4 I’ respectivement.

Il est évident que tout point de I' tel que l'on puisse joindre a
-un point de I par une surface premiére de f est compris certaine-
ment dans 3. Désignons '3 par € et I""N3r par €. € et
@’ sont ouverts dans I et dans I’ respectivement. Il est clair aussi
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que la fermeture € de G est identique avec la partie commune de-
I' et de 3 et il en est de méme pour &'

Lemme 2. Pour toute surface premiére S de f qui passe par
un point frontiere p de G dans l'intérieur de T, il y a au moins
une surface conjuguée a S qui passe pav un point de T, C’est-a-
dire, S est toujours irrégulicre.

En effet, soit { p,} une suite de points appartenant a €, qui tend
vers p et soient S; (j=1,2,---) les surfaces premi€res passant par
p;. D’aprés la définition de €, il y a au moins un point commun
de S; et I". Dénotons ¢g; (j=1,2,---) un tel point. L’ensemble de
points {g;,} a au moins un point d’accumulation dans I"". Désignons
par ¢ un tel point et par S’ la surface premiére passant par ¢’
Alors S’ est certainement une surface conjuguée a S. Donc, le:
lemme est démontré.

Lemme 3. Soit S une surface premiere réguliére de f avec
une valeur a, qui passe par un point p de I'. Si S ne passe par
aucun point de I, il existe un nombre véel positif e, tel que toute
surface premiére de f, qui vencontre um voisinage de p sur L
donne par linégalite |f—a|<<e,, ne passe par aucun point de I,
c'est-a-dive, le point p se trouve en dehors de € dans T.

En effet, s’il n'en était pas airsi, pour tout nombre réel positif’
e, il y aurait au moins un point de I" ol |f—a|<le tel que la sur-
face premiére passant par ce point passe par un point de I". Par
suite, il y aurait une suite de tels points { p;} dans I' qui tend vers.
p. Ceci signifierait que p appartient & 5., c'est-d-dire, & la frontiére
de €. Clest en contradiction avec I’hypothése d’aprés le lemme 2,
donc le lemme 3 est démontré.

Corollaire 1. Pour que S; soit une surface conjuguée de
type (a) a S,, il faut et il suffit que p, soit un point intérvieur de
G.

En effet, il est clair d’abord que p, appartient toujours 2 G
puisque S; est une surface conjuguée a S,. Supposons que S, est
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une surface conjuguée de type () a S,. D’aprés la définition, il y
a une suite (y) réguliére qui tend vers S, sans tendre vers Sq.
Désignons-la par {7} et par p; (7=1,2,--+) un des points communs
de T;et de I La suite de points {p;} tend vers p,. De plus, d’
aprés le lemme 3, pour chaque point p;, il y a un voisinage sur L,
que‘ I'on désigne par 7; (j=1,2,--), tel que toute surface premiére
passant par un point de r; ne passe par aucun point de I". Donc p,
ne peut étre un point intérieur de €. Au contraire, supposons que
po est un point intérieur de €. Soit ¢ un voisinage de p, sur L qui
est compris dans €. Alors, d’aprés aussi le lemme 3, toute surface
premiére réguliére de f qui passe par un point de ¢ passe toujours
par un point de I". De plus, pour une suite (#) réguliére quelcon-
que, que l'on désigne, 4 nouveau, par {7;}, tendant vers S, mais d’
ailleur quelconque, tout 7 passe par un point de ¢ dés que j sur-
passe un nombre entier suffisamment grand. Iévidemment la suite
{T;} tend vers S; puisque I" satisfait a la condition (N ). Dorc le
corollaire est démontré.

On remarque ici que I’énoncé ne dépend jamais du choix du nom-
bre p, qui définit 2, et 3.

Corollaire 2. Supposons que € a un point frontiere dans l'in-
terieur de I'. Soit S une surface premiére de f qui passe par un
point frontieve q de © dans lintérieur deT. Alors, toute surface
conjuguée a S qui passe par un point de I est de type (B). C’
est-a-dive, S est une suvface premieve irréguliére de type (B').

En effet, soit S’ une surface conjuguée & S qui passe par un
point ¢’ dans I". Considérons comme ci-dessus deux tubes normaux
Sr, et 3ry autour de S et de S’ donnés par la méme inégalité |f
—a|<p, ol a est la valeur de f en S, respectivement, tels que I',
et I'y soient deux parties autour de ¢ et de ¢’, comprises dans I' et
dans I’. Désignons I',(\ 3+ par €,. Puisque S et S’ soient conju-
guées I'une a l'autre, ¢ appartient a €,. De plus, on peut dire que

g est un point frontiére de G,, car €, est compris dans € et g est
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un point frontiére de €. Donc, d’aprés le corollaire 1 du lemme 3,
S’ est une surface conjuguée de type (8) de S.

On remarque ici que l'inverse n’est pas nécessairement vrai.

Maintenant, supposons que, deux surfaces premiéres S, et S; ont le
méme quasi-ordre v. Alors, on peut supposer, en diminuant p suffisam-
ment petit si nécessaire, que, pour toute valeur a telle que [a—a,| <p,
il existe toujours justement v surfaces premiéres distinctes avec la
valeur @ qui passent au moins par un point de I', et il en est de
méme pour I".

Alors, en conservant les notations ci-dessus, on aura le

Lemme 4. p, est un point intévieur de € si et seulement si
Do est celui de €.

En effet, suprosons, pour le réduire & ’absurde, que p, soit un
point frontiére de € tandis que p; soit un point intérieur de €. 11
y a alors un nombre réel positif p'(p’<p) tel que la partie de I’
donnée par lirégalité | f—a,| <o’ soit comprise dans €. Désignons-
la par I'; et par I', la partie de I' donnée aussi par la méme iné-
galité-ci. Soit ¢ un point extérieur de € dans I', et soit b, la valeur
de f en g. Il y a alors un nombre réel positif ¢ suffisamment petit
pour que le voisinage r de ¢ donné par l'inégalité | f —b,| <<e soit en
dehors de € dans I',. f prend toute valeur b telle que |b—b,|<<e,
une et une seule fois dans r. Il n'y a qu'un nombre fini de points
dans I'; en lesquels f prend la valeur d,. Désignons-les par ¢, -+,
q. et par v; {j=1, -+, n) les voisinages de ¢; sur L' donnés aussi par
la méme inégalité |f—b,|<<e. Or, puisque toute surface premiére
de f qui passe par un point de ¢ ne passe par aucun point de I
et que le nombre des surfaces premiéres distinctes avec la valeur &’
(18’ —by| <<e) qui passent au moins par un point de I', et par un
point de Iy sont identique, il existe au moins une surface premiére
avec la valeur & qui passe par un point de I'y sans passer par aucun
point de I,. Pour chaque j (j=1, -+, 1), désignons par o; I’ensemble

de tous les points dans r; qui n’appartient pas .. Evidemment o;
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est fermé sans point intérieur dans r; puisque I'y; est compris dans
@’. Ceci est impossible car la somme d'un nombre fini d’ensembles
fermés sans point intérieur l'est aussi. Donc le lemme est démontré.

Corollaire 1. Sous la meme condition comme ci-dessus, st S,
est une surface conjuguée de type (a) @ S,, S, est aussi celle de
type (a) a Ss.

D’aprés le corollaire 1 du lemme 3, et le lemme 4, on peut le
démontrer facilement.

Sous les mémes conditions que dans ce corollaire-ci, il existe
deux tubes rormaux X, et 5 donnés par la méme inégalité | f—a,|
<p, autour de S, et de S;, tels que C et € sont identiques & I' et

A I’ respectivement. A ce moment, on aura le

Corollaire 2. Si S, et S, sont de quasi-ordre un, pour une
surface premiere irvvéguliére S de f qui passe par un point de I
d’ailleurs quelconque, toute suvface conjuguée a S qui passe par
un point de I est de type (a).

En effet, supposons, pour le réduire a I'absurde, qu'il existe une
surface premiére irréguliére S passant par un point p de I' telle que
la surface conjuguée a4 S passant par un point p’ de I'” soit de type
(B). Désignons-la par S’. Considérons deux tubes normaux 3, et
Xy donnés par la méme inégalité | f—&| <p,, ol b est la valeur de
f en S, autour de S et de S’ tels que I''CI' et I'yCI”’. Désignons
Iy -, par G, et I';NZr, par ;. D'aprés le corollaire 1 au lemme
3, p est un point frontiére de €,. Soit ¢ un point extérieur de €,
dans I',. Alors une surface premiére passant par ¢ ne passe par
aucun point de I',, mais elle passe un point de I’ certainement. Ceci
est en contradiction avec I'hypothése, puisqu'il existe certainement
une surface premi€re passant par un point de I'; avec la méme val-
eur que celle que f prend en q. Le corollaire est donc démontré.

13. Surface premiere ayant l’ordre total. Dans la section
présente, on se borne 4 une surface premiére de f ayant l'ordre total.
En conservant les notations précédentes, on considére une surface
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premiére S, d’ordre total v avec une valeur @,. Alors on aura le

Lemme 5. Pour que S, soit de type (A’), il faut et il suffit
que toute surface conjuguée a S, soit formée de points intérieurs
d’un tube normal fermé 5. autour de S.

En effet, supposons, d’abord, qu’il existe une surface conjuguée
a S, sur laquelle il y a au moins un point qui se trouve sur la fron-
tiére de 3, quoique S, soit de type (A4). Soit S§ une de telles sur-
faces conjuguées a4 S,. Alors tous les points de S; se trouvent
nécessairement sur la frontiére de S,. Soit L’ une droite analytique
passant transversalement & S; en un point ordinaire p, de S;. Con-
sidérons un tube normal X~ autour de S; par rapport a I, oll I
est une partie autour de P, sur L’ donnée par l'inégalité | f—a,| <o’
(p’<<p) qui satistait & la condition (V). Désignons "N 3, par ¢’
D’aprés ce qu'on a dit ci-dessus, p, est un point frontiére de G’. 1l
suit de la et du corollaire 1 au lemme 3 que S, est une surface con-
juguée de type (B) & S;. Par suite, d’aprés le corollaire 1 au lemme
4, S§ est aussi une surface conjuguée de type (8) a S,. Ceci est en
contradiction avec I'hypothése. Au contraire, supposors maintenant
que S, est une surface premiére de type (B’). D’aprés la définition,
il y a au moins une surface conjuguée de type () a S,. Désigrors
par S; une telle surface et considérons aussi sous les mémes notations,
un tube normal X, autour de S,. D’aprés aussi le corollaire 1 au
lemme 4, S, est une surface conjuguée de type () a Si. Dorc, d’
aprés le corollaire 1 au lemme 3, p, est un point frontiére de ¢/, ¢’
est-a-dire il y a au moins un point frontiére de 3, sur S;. Ceci est
en contradiction avec I’hypothése, donc le lemme 5 est démontré.

On remarque ici que, le fait qu'une surface S; conjuguée a S,
se trouve sur la frontiére d’un tube normal fermé 3. autour de S,,
ne dépend jamais du choix d’'un tube normal autour de S,.

Maintenant, soit S, une surface premiére irréguliére de type
(A’) qui a lordre total et soit S; une surface conjuguée a S,. Con-
sidérons deux tubes normaux 3 et 3~ autour de S, et de S; comme
d habitude, tels que I soit compris dans 3. Il en existe certaine-
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ment d’aprés le lemme 5. D’aprés le corollaire 1 au lemme 3, S, est
une surface conjuguée de type (a) & Sy, et d’aprés le corollaire 1
au lemme 4, S’ est aussi une surface conjuguée de type (a) d S..
C’est-a-dire, une suite () réguliére tend vers S; si et seulement si
elle tend vers S,. Ceci signifie certainement que S; est aussi de
type (A"). D’aprés ce qu’on a vu jusqu'ici, on a le

Théoréme 3. Soit S, une surface premiérve ivvéguliere d'une
fonction entiere f ayant lordre total. Si S, est de type (A"), toute
surface conjuguée a S, est aussi de type (A'), c’est-a-dive elle
est de type (A).

On remarque ici que, du théoréme 3, il suit que pour une
fonction entiére quelconque f il n'y a qu'une infinité dénombrable
au plus de surfaces premiéres irréguliéres de f qui ne sont pas de
type (A) ni de type (B), puisqu’il en est ainsi pour les surfaces
premié€res de f qui n’ont pas l'ordre total.

14. Surface premiere n’ayant pas le quasi-ordre ou ’ordre total.
Ensuite, dans la section présente, on considére une surface premiére
de f qui n’a pas le quasi-ordre ou l'ordre total.

Soit S, une surface premiére de f avec la valeur a, d’ordre v.
Reprenons les notations dans la section 9. 3: est un tube normal
autour de S, par rapport 4 I', ol I" est la partie donnée par I'iné-
galité | f—a,|<p sur une droite analytique L passant transversale-
ment & S, en un point ordinaire p, de S,, qui satisfait a4 la condition
(N). I se partage en v parties de la forme d’eventail, que l'on
désigne par 74, :**, 7, telles que, dans chaque r;, f prenne toute valeur
a pour |a—a,|<p, sauf a, une et une seule fois. Considérons, pour
toute paire (s,2)(s,t=1, -+, v), 'ensemble de tous les points de 7.
qui peuvent étre joignés & un point de y, par une surface premifre
de f. Désignons-le par €, (s,t=1,:+,v). @, est ouvert dans ..
D’autre part, désignons par N(a) le nombre des surfaces premiéres
avec la valeur @ qui passent au moins par un point de I Alors,
si S, n’a pas le quasi-ordre, il y a une paire @, et @, de valeurs tel-
les que N(a,)<<N(a.), ol |a,—a,|<<o (j=1,2), quelque petit que
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soit p’. Par suite, il y a une paire 7. et y, telles que le poiat
dans 7, et celui dans y,, ol f prend la valeur a,, se trouvent une méme
surface premiére sans qu’il n’en est ainsi pour @,. Envisageons main-
tenant ce €,,-ci. Il n'est jamais identique a y.. Par suite, il y a au
moins un point frontiére de €,, dans l'intérieur de y,. Désignons par
g un tel point. Soit S une surface premiére de f qui passe par ¢
et soit S’ celle qui passe par un point de 7y, avec la méme valeur
que S. Alors, on peut dire que S n'est pas réguliére. Car, d’aprés
le lemme 1, S et S’ sont certainement distinctes. De plus, il existe
une suite (y) de surfaces premiéres qui tend vers S et vers S’ a
la fois, puisque ¢ est un point frontiére de @,,.
Donc, on a le

Théoreme 4. Toutes surfaces premieves de f qui n'ont pas
le quasi-ordre sont toujours la limite d'une suite de suvfaces pre.
mieres irrégulieves de f.

Ensuite on considére une surface premi€re qui n'a pas l'ordre
total, tandis qu’elleeméme et toutes sa2s surfaces conjuguées oat le
quasi-ordre.

Soit donnée une surface premiére S, de f ayant le quasi-ordre
n avec la valeur a@,. Soit, en outre, S; une surface conjuguée a S,
qui a aussi le quasi-ordre m mais, nm. Considérons, comme d’La-
bitude, deux tubes normaux 5r et S, autour de S, et de S; raspec-
tivement, ol I" et I'" sont données par la méme inégalité | f—a,| <p
sur L et sur L’ sous la méme signification des notations que daas ce
qui précéde. Supposons, d’abord, que n>m. Désignons I'() X par €.
Elle est ouverte dans I" et de plus il existe au moins un point extérieur
de € dans lintérieur de I Car, pour toute valeur a telle que |a
—a,| <p, il y a n—m surfaces premiéres avec la valeur ¢ qui pass-
ent par un point de I" sans passer par aucun point de I". Donc si
€ est identique & I', la somme d'un nombre fini d’ensembles fermés
sans point intérieur couvre entiérement le cercle |@—a,| = po. Ceci
est évidemment impossible. Soit ¢ un point frontiére de € dans I’
intérieur de I' et soit S une surface premiére de f qui passe par q.
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Alors, d’aprés le corollaire 2 au lemme 3, S est certainement irré-
guliére de type (B’). Il s’ensuit que S, est la limite d’une suite de
surfaces premiéres irréguliéres de type (B’). De plus, pour la sur-
face premiére S ci-dessus, il y a une surface conjuguée & S passant
par un point de I”. Parmi de telles surfaces premiéres de type
(B”), il existe au moins une surface premiére ayant l'ordre total un,
puisque la frontiére de € comprit un ensemble continu. Il s’ensuit
donc que S; est aussi la limite d’une suite de surfaces premiéres
irréguliéres de type (B’), d’'aprés le corollaire 1 au lemme 4.
Donc, on aura le

Théoreme 5. Soit S, une surface premiere de f telle qu'elle-
meéme et toutes ses suvfaces conjuguées aient le quasi-ordre. Si
S, w'a pas lordrve total, elle est la limite d’une suite de surfaces
premieres irrégulieves de type (B').

IV. Famille de surfaces premiéres irréguliéres de f.

15. Surface premiere irréguliere isolée ete. Considérons, pour
une fonction enti€re f, la famille de toutes les surfaces premiéres
irréguliéres de f. Désignons-la par £. On recherchera, dans ce qui
suit, la structure de 2.

En général, soit donnée une famille F' de surfaces premiéres de
f. Pour une surface premiére S et pour un tube normal 3, autour
de S, on désigne par Fr la famille partielle de F formée de toutes
les surfaces premiéres de F qui sont comprises dans Xr, et par I'r
I'ensemble de tous les points de I' qui se trouvent sur quelqu’une
des surfaces premiéres appartenant a F,. On dira qu'une surface
premiére S de F est isolée si, pour un tube normal quelconque 3
autour de S, le point commun de I" et de S est isolé dans I'>. Une
surface premi€re S sera appelée surface premiére d’accumulation si,
sous la méme signification des notations, le point commun de I' et
de S est un point d'accumulation de I'>. Ensuite, la famille F sera
dite partout discontinue ou continue, suivant que, pour toute surface
premiére S de F et pour un tube normal convernable 3. autour de
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S, I'r est partout discontinu ou continu.'® Une surface premiére S
sera appelée surface d’extrémité de F' si le point commun de I' et
de S est un point d’extrémité de I'r, s'il peut étre considére. Enfin,
une famille F' sera dite connexe si elle est connexe en tant qu’
ensemble de points dans tout l'espace. D’aprés le lemme 1, les dé-
finitions ci-dessus ne dépendent pas du choix du tube normal.

Pour une surface premiére S et pour un tube normal quelcon-
que 3., autour de S, 2r sera appelée une famille de surface premi-
éres irréguliéres autour de S.

Théoréme 6. Soit S, une surface premiéve irréguliére de f
avec une valeur @, S’il wW'y a que des surfaces premiéves irve-
gulieves de type (A") dans une famille de surfaces premiéres irreé-
gulieres autour de S, il en est de méme pour toute surface con-
juguée a S,. En conséquence, S, est de type (A).

En effet, soit S’ une surface conjuguée & S,. Prenons deux tu-
bes normaux JXr et X autour de S, et de S; donnés par la méme
inégalité | f —a,| <p, comme d’habitude. Considérons ensuite € et €’
sous la méme signification des notations. Alors, d’aprés le corollaire
2 au lemme 3, © est nécessairement identique 4 I. Je dit main-
tenant que G’ est aussi identique de I, En effet, si ce n’etait pas
vrai, il y aurait un point frontiére de € dans l'intérieur de 1. Par
suite, il existerait au moins une surface premiére d’ordre total un, qui
passe par un point frontiére de €. Désignons une telle surface
premiére par S’. Alors, il y aurait une surface S conjuguée a S’
qui passe par un point de I D’aprés le corollaire 1 au lemme 3, S
serait une surface conjuguée de type (B) a S’, et, de plus d’aprés
le corollaire 1 au lemme 4, S’ serait aussi celle de type (8) a S.
Ceci est en contradiction avec I’hypothése. Il s’ensuit qu'une surface
premiére réguliére de f passe par un point de I si et seulement si
elle passe par un point de I Donc le théoréme 6 est certainement

12) Un ensemble mal enchainé entre deux quelconques de ses points est dit partout
discontinu. Au contraire, celui bien enchainé entre deux quelconques de ses points
est appelé ensemble continu.
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démontré.

Théoréeme 7. Soit S, une surface premiéve irrvéguliere de
type (B"). Alors, dans un tube normal quelconque autour de S,,
il 'y a une famille continue qui ne consiste qu’en des surfaces pre-
mieres irvéguliéves de type (B’)

En effet, soit S une surface conjuguée de type (B) a S. Pre-
nons, comme d’habitude, deux tubes normaux 5 et 3~ donnés par
la méme inégalité | f—a,| <p, oll @, la valeur de f en S,, autour de
S, et de S; respectivement. Considérons ensuite € et € sous la
méme signification des notations. Alors, d’aprés le corollaire 1 au
lemme 3, le point commun p, de S, et de I se trouve sur la fron-
tiére de €, et d’aprés le corollaire 2 au lemme 3, toute surface pre-
miére passant par un point frontiére de € dans l'intérieur de I' est
de type (B’). La frontiére de € dans lintérieur de I' consiste,
évidemment, en des ensembles continus et leurs limites. Donc le
théoréme 7 est certainement démontré.

Théoreme 8. Pour une surface premiere irréguliere S, de
f, st la famille de surfaces premiéres irvéguliéves autour de S,
est partout discontinue, il en est de méme pour toute surface
conjuguée a S,. En conséquence, S, est de type (A).

En effet, d’aprés les théorémes 6 et 7, il suffit, pour le démon-
trer, qu’'on voit la premiére partie de I’énoncé seulement. Supposons,
pour le réduire a I'absurde, qu'il y a une surface S;, conjuguée a S,,
telle que, dans tout tube normal autour de Sj, il existe une famille
partielle continue de £. Prenons aussi deux tubes normaux 3r et
2, donnés par la méme inégalité |f—a,|<p, oll a, est la valeur
de f en S, autour de S, et de S; respectivement, de maniére que
&Or soit partout discontinue. Considérons € et € sous la méme sig-
nification des notations. Soit F une famille partielle continue de £
comprise dans Xr. Alors, d’aprés le méme raisonnement qu'on a
fait dans ia démonstration du théoréme 6, ona '=C et ’'=C6". ilya
une surface premiére d’ordre total un qui appartient & F, puisque F

est continue. Désignons-la par S’. Alors il y a une surface S con-
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juguée 4 S’ qui passe par un point de I", puisqu’une surface premiére
réguliére passe par un point de I" si et seulement si elle passe par
un point de I, mais S peut étre identique & S’. Prenons encore
deux tubes normaux 3, et 3rr donnés par la méme inégalité |f—
a|=<p,, ol a est la valeur de f en S, autour de S et de S’, tels que
ICr et rycr’. Désignons Iy Zr par €, et I\ Zr, par €. Alors,
on aura aussi G, =7, et C;=Tr%, puisqu'il n'y a que des surfaces pre-
miéres irrégliéres de type (A’) dans 3.. D’aprés I'hypothése, dési-
gnant par ¥ 'ensemble de toutes les valeurs de f, prises sur les sur-
faces premiéres apparterant a 2., on voit que 2 comprend un ensem-
ble continu. Je dis maintenant que toute surface premiére, passant
par un point de 7', avec une valeur de ¥, est irréguliére. En effet,
soit T une telle surface premiére et soit 7 une surface premiére
avec la méme valeur, que f prend en 7, passant par un point
de I'y. Alors, si T est identique a 77, elle est irréguliére d'aprés
I’hypothése. Cu, si T n’est est pas identique a 77/, T’ est évidem-
ment une surface conjuguée a 7. Donc T est toujours irréguliére.
Par suite, £, doit comprendre une famille partielle continue de £
puisque T est de quasi-ordre un. Il est donc en contradiction avec
I’hypothése. Le théoréme est certainement démontré.

Théoreme 9. Si une surface premiere irveguliere S, de f est

isolee dans 2 toute surface conjuguée a S, est aussi isolée dans £.
En consequence, S, est de type (A).

En effet, soit S; une surface conjuguée a S,. En conservant les
notation précédentes, considérons deux tubes normaux - et Xr au-
tour de S, et de S tels que £2r consiste en S, sculement. Alors, €
n’a aucun point frontiére dans l'intérieur de I, différent du point
commun p, de S, et de I', puisque toute surface premifre qui passe
par un point frontiére de € est irréguliére. De plus, on peut dire
que €’ n’a aussi aucun point frontiére dans l'intérieur de I, différent
du point p; commun de S; et de I". Car, s’il v a un point fron-

tiere ¢’ de I dans lintérieur de I, alors, d’aprés le lemme 2, une
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surface premiére S’ passant par ¢’ est irréguliére et de plus, il y a
une surface conjuguée a S’ qui passe au moins par un point de I
Ceci est en contradiction avec I’hypothése, puisque la deuxi€éme sur-
face premiére est aussi irréguliére et comprise dans 2, Il signifie
évidemment que S, est aussi isolée dans 2. Donc, le théoréme est

certainement démontré.

16. Famille partielle continue de Q. Nous allons, maintenant,
envisager une famille partielle continue de £. D’aprés le théoréme 1,
pour une fonction entiére quelconque, il n’existe jamais une famille
partielle de £ qui contient un point intérieur en tant qu’ensemble de
points dans l'espace. D’aprés ce que nous avons vu dans la section
précédente, on peut dire que les surfaces premi€res irréguliéres de
type (B’) forment un certain nombre de familles continues, & peu
prés. Malheureusement, je n’ai pas un exemple d'une fonction en-
tiére pour laquelle il v a une famille continue consistant en des sur-
faces premiéres irréguliéres de type (A’) seulement. On reut const-
ruire facilement une telle sorte de fonction dars un polycylindre.
Mais, pour construire une telle fonction entiére globalement dans
tout l’espace, il reste encore cuelques difficulités devant moi, malgré
que j'en croie a l’existence.

Quant a une famille partielle continue de £, on aura l'’énoncé
suivant.

Soit F une famille continue qui est comprise dans 2. Alors
il existe une famille partielle continue F, de F telle qu'il y ait
une famille continue consistant seulement en des surfaces conju-
guées aux surfaces premierves appartenant a F,.

En effet, prenors une surface premiére S, d’ordre un et d’ordre
total un comprise dans F. Elle existe certainement puisque F est
continue. Prerons, comme d’hatitude, un tube normal 5, autour de
S, Corsidérons F; pour ce tukte, et désignons par 2 I’ensemble de
toutes les valeurs que f prend sur les surfaces premiéres de Fr.
Alors, on peut d’abord dire que, pour toute valeur @ de ¥, il n’'y a
qu'une surface premi€re avec la valeur @ dans F: puisque f prend
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la valeur @, une et une seule fois dans I Considérons ensuite la
famille de toutes les surfaces premiéres S de f en lesquelles f prend
les valeurs de 2. Ceci consiste évidemment en une infinité dénombra-
ble au plus de familles continues dans chacune desquelles il y a au
plus une surface premiére avec chaque valeur @ de . Désignons-
les par G; (j=1,2,---) 4 lI’exception de F,. Toute surface conju-
guée a4 une des surfaces premiéres de F, est comprise dans quelqu’
une des G, Soit U; I'ensemble de toutes les valeurs @ de U telles
qu'une surface conjuguée a la surface premiére de Fr avec la valeur
a soit comprise dans G, Puisque la somme de toutes les ¥; est
identique a A et que I est un ensemble continu, d’aprés le théoréme
de L. Baire, il y a une partie continue 2, de U telle qu'une des ¥;
soit partout dense dans U, Soit 2, une des telles U; et soient F, et
G, la famille partielle de F et celle de G,, consistant en toutes les
surfaces premiéres avec les valeurs contenues dans 2, respectivement.
Alors la famille de toutes les surfaces conjuguées comprise dans G,
aux surfaces premiéres de F, est partout dense dans G, en tant qu’
ensemble de points. Je dis, maintenant, que toute surface premiére
appartenant 4 G, est une surface conjuguée a quelqu'une des sur-
faces premiéres de F,. Soit S’ une surface premiére appartenant a
G,, et soit @ la valeur de f en S’. Soit S une surface premiére avec
la valeur @ qui est comprise dans F. Evidemment Sx8’. Considérons
de plus un tube normal 3, autour de S tel que ICI'. D’aprés I’
hypothése, 5., NG, est partout dense dans G, et 3 est fermé, donc
S’ est certainement comprise dans 3-. Donc, I’énoncé est certaine-
ment démontré.

On remarque ici qu’il est évident que, quand on varie une sur-
face premiére S de F, continiiment, la surface conjuguée S’ & S
qui est comprise dans G, varie aussi continiiment dans G,.

Si F est une famille continue de surfaces premiéres irréguliéres
de type (B’), il existe une famille partielle continue F, de F pour
laquelle il existe une autre famille continue qui ne consiste qu’en
des surfaces conjuguées de type (B) a des surfaces premiéres de Fy.
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D’aprés I'énoncé ci-dessus, on peut considérer, pour une famille
partielle continue quelconque F de £, la famille partielle continue
et connexe de F, que l'on désigne par F; et qui remplit les condi-
tions suivantes,

@). I y a une famille continue et connexe F, qui ne consiste qu’
en des surfaces conjuguées a des surfaces premiéres de Fj.

b). S étant une surface premiére de F, générale, quand on varie S
continfiment, la surface S’ conjuguée & S, qui est comprise dans Fy,
varie aussi continfiment.

¢). Des familles continues et counexes Fy et F;| qui sont plus gran-
des que F, et F, respectivement, ne peuvent jamais remplir les con-
ditions @) et b).

Si deux familles continues et connexes F, et F sont en relation
'sous les conditions @) et b), F, sera appellée famille continue con-
juguée 4 F, ou on dira que F, a une famille continue conjuguée F..
'Si elle remplit aussi ¢), elle sera dite maximale.

Méme si une famille continue et connexe F de 2 a une famille
continue conjuguée F’, il n’est pas nécessaire que toutes les surfaces
conjuguées aux surfaces premiéres de F qui n’appartiennent pas a F’
forment une famille continue. Par suite, nous allons considérer une
famille partielle continue et connexe F de £, pour laquelle toutes
les surfaces conjuguées aux surfaces premiéres de F forment des
familles continues conjuguées a F respectivement. Si F est maxi-
male, elle sera appelée une composante de 2.

17. Composante de &. Enfin, on considére une famille partielle
continue de £ dans un cas plus simple. Soit F une famille continue
.comprise dans @2 telle que, pour toute surface premiére S de F, on
puisse prendre un tube normal 3r autour de S suffisamment petit
pour que Fr soit identique & £r, et que I's soit toujours une courbe
de Jordan connexe. A ce moment, on dira que X, remplit la condi-
tion (C).

Les conditions ci-dessus ne dépendent pas du choix du tube nor-

mal 3, pourvu qu'il soit suffisamment petit. La structure d’une
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famille partielle continue générale de 2 est trés compliquée, mais,
dans un cas simple comme ci-dessus, on aura quelques propriétés.
comme ce qui suit. Soit F, dans tout ce qui suit, une telle famille
partielle continue et connexe de £2.

1). Soit F, une famille partielle continue et connexe de F, ad-
mettant une famille conjuguée continue Fi. Si, pour une surface
premiere S de F,, la suvface conjuguée a S, qui appartient a F,,.
est de type (B), il ¥y a un tube normal 3. autcur de S tel qu'il en
soit de méme pour toute surface premiere de Fr.

En effet, désignorns par S’ la surface conjuguée a S, appartenant
a F,, et considérons comme d’habitude deux tubes rormaux I, et
S, donnés par la méme inégalité |f—a|<p, ol a est la valeur de
f en S, autour de S et de S’ respectivement, de maniére que 3r
remplisse la condition (C). Soit € la partie commune de I' et de
S, et soit p un peint commun de I' et de S. Alors, d’aprés le
corollaire 1 au lemme 3, p est un point frontiére de €. De plus la
frontiére de © dans I' est identique & I'r. Car toute surface premiére-
passant par un point frontiére de C dans I' est toujours irréguliére
de type (B’), c'est-a-dire tout point frontiére de € dans I' est com-
pris dans 'I's. Au contraire, puisquil y a au moins un point
extérieur de G dans I, la frontiére de € sérare I" au mcirs er deux
parties. I's est, d'aprés I'hyrothése, une courte de Jordan connexe,.
elle est donc identique a la frontiére de G.

D’ aprés le méme raiscrremernt, il suit de 1a que, si urne surface
premiére S, aprarterant a F est de type (B’) et d’ordre total un,.
il existe pour une surface conjuguée quelconque S; de type (5)
a S,, une famille partielle continue et connexe F, de F telle que
S, soit comprise dans F, sans étre une surface d’extrémité de F, et
quelle ait une famille conjuguée continue comprenant Sj.

2). Soit F, une famille partielle continue et connexe de F ayant
une famille conjuguée continue F,, et soit S, une surface premiére
irréeguliére appartenant a F, telle qu'une surface conjuguée S; &
S, appatenant a Fi soit de type («). S’il y a une suite de sur-
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_faces premiéres {S;} telle que, S; étant des surfaces conjuguées
a S; appartenant a Fi, S; soit toute de type (). Alors S, et S,
ne peuvent étre de quasi-ordre un a la fois.

En effet, supposons que S, et S; soient de quasi-ordre un. Pre-
nons deux tubes normaux 3. et 3 donnés par la méme inégalité
|f—a,| <o, oll a est la valeur de f en S,, autour de S, et de S,
.de maniére qu’ils remplissent la condition (C), et qu’il y ait une
‘seule surface premiére, avec une valeur quelconque a telle que |@¢—
.4,|<<p, passant par un point de I. Désignons, comme d’habitude,
par p, le point commun de S, et de I', par p; celui de S; et de I,
par € la partie commune de I" et de 3~ et par € celle de I’ et
«de Xr. Alors, d’aprés le corollaire 1 au lemme 3, p, est un point
-intérieur de €. Supposons, dés d’abord, € est identique & I. Soit
S; une suiface premiére de la suite rassant par un point I. Dési-
gnons par S; une surface conjuguée & S; appartenant & F; Consi-
«dérons ensuite deux tubes normaux IS, et 3.’ donnés aussi par la
méme inégalité | f—b|<p,, oll b est la valeur de f en S;, autour de
S; et de S}, tels que I', et I'y soient compris dans I' et dans I, et
-désignons par @, la partie commune de I', et de Zrs, et par €; celle
-de I'y et de 3r, respectivement. D’aprés le m&€me corollaire, p; est
un point frontiére de @, ol p; est un point commun de S; et de I'.
Prenons un point ¢ en dehors de ©; dans I',. Alors une surface pre-
miére de f passant par ¢ ne passe par aucun point de I, Mais,
.elle passe par au moins un point de I". Ceci est en contradiction
.avec I’hypothése, puisqu’il existe certainement une surface premiére
passant par un point de I, avec la méme valeur que celle que f
prend en ¢q. Donc I’énoncé est démontré.

D’aprés le méme raisonnement, il suit de la que, si une surface
premiére S, appartenant 4 F est de type (A’) et dordre total un,
et s'il y a une suite {S;} de surfaces premiéres irréguliéres de type
(B”) qui tend vers S, alors toutes les surfaces conjuguées de type
(B) a4 S, tendent vers l'infini lorsque j augmente indéfiniment.

3). Supposons que F, est maximale. Lorsqu'il existe une suvface
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d’extrémite S, de F, qui appartient a F,, une surface S, conju--
guée a S, et appartenant a F; ne peut étrve de type (B).

En effet, supposons que S; soit de type (§). Prenons, autour
de S, et de S§, deux tubes normaux 3. et 5 donnés par la méme.
inégalité |f—a,|<p, ol @, est la valeur de f en S, tels qu'ils rem-
plissent la condition (C). En conservant les notations précédentes
on voit que p, est un point frontiére de €. Ainsi, la frontiére de €
sépare I’ au moins en deux parties. Puisque, d’aprés I’hypothése, I',
est une courbe de Jordan connexe, que l'on désigne par /, [ est né-
cessairement identique 4 la frontiére de G. D’aprés le corollaire 1.
au lemme 3, pour toute surface premiére S qui passe par un point
de /, il y a une surface conjuguée S’ de type () & S qui passe par
un pcint de I”. Prenons une surface premi€re S; n’appartenant pas
a4 F, et passant par un point de /, et désignons par S; une surface
conjuguée a S, passant par un point de I”. Alors, lorsque S; tend
continiment vers S, le long de /, S; tend aussi vers S; continiiment,
puisque, parmi les surfaces premi€res passant par un point de I' et
par celui de I, il n’y a aucune surface premiére dordre élevé, di-
fférente de S, et de S;. Ceci est en contradiction avec I'’hypothése
que F; est maximale, donc I'’énoncé est démontré.

Considérons, maintenant, une composante F, de £ comprise dans.
F.

4). Supposons que F, ne contient que des surfaces premiéres irreé--
gulieres d’ordre total un. Alors, si F, contient au moins une sur--
face premiere irréguliére de type (B), F, ne contient que des sur-
faces premieves irvégulieres de type (B).

En effet, d’aprés le théoréme 3, toute surface premiére irréguliére:
de F, est de type (A) ou bien de type (B). Soient S, une surface:
premiére irréguliére de type (B) appartenant a F;, S; une surface
conjuguée de type () a S,, et F; la famille conjuguée continue qui
comprend Sg. Alors, d’aprés 1), toute surface premié€re appartenant
a F, est une surface conjuguée de type () a une surface premiére:
de F,. Ceci signifie que I’énoncé est certainement vrai.
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5). Supposons que F, a une surface d’extrémite S, et que S, est
une surface réguliéve. Alors, lorsqu'on fait tendre vers S, une
surface premiére S appartenant a F,, toute surface conjuguée a
S tend vers U'infini en méme temps.

En effet, supposons qu’'une surface S’ conjuguée a S tend vers
S, lorsqu’on fait tendre S vers S,. Considérons deux tubes 3 et I
comme d’habitude autour de S, et de S, et désignons "3, par G.
Alors, I'» est compris certainement dans la frontiére de €, donc il en
est de méme pour le point commun de I' et de S,. Ceci est en
contradiction avec I’hypothése, puisque toute surface premi€re passant
par un point frontiére de € est toujours irréguliére.
6). Supposons aussi que F, a une surface d’extrémite S, et que
S, est umne surface premiere de type (A) et d’ordre total un.
Alors, lorsquon fait tendre vers S, une surface premiére S ap-
partenant a F, toute surface conjuguée de type (B) a S tend vers
linfini en méme temps.

En effet, supposons qu'une surface conjuguée S’ de type () de
S tend vers une surface premiére S; lorsqu’'on fait tendre S vers S,.
Considérons aussi deux tubes normaux - et 3, autour de S, et de
S¢ respectivement et désignons '3 par €. Alors, I'- est certai-
nement compris dans la frontiére de G, donc il en est de méme pour
le point commun de S, et de I Ceci est en contradiction avec I’
hypothése, puisque toute surface premi€re passant par un point fron-
tiére de € est toujours irréguliére de type (B).

Ce qu'on a vu jusqu’ici se résume dans le

Théoreme 10. Si une composante F, de @ comprise dans F
ne contient que des surfaces premierves irvegulierves d’ordre total un,
F, consiste en des surfaces premiéres irrvégulieres de type (A)
seulement ou bien F, consiste en celles de type (B) seulement. Si,
de plus, F, a une surface d’extremité appartenant a F,, elle doit
étre de type (A).
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V. Existence des surfaces premiéres irréguliéres
de type (B).

18. On a vu, jusqu’ici, quelques propriétés des surfaces premiéres
irréguliéres d’'une fonction entiére, sans mentionner I'existence d’une
fonction entiére qui a des surfaces premiéres irréguliéres de type (B).
Dans cette derniére partie on construira une fonction entiére de deux
variables complexes qui a certainement des surfaces premiéres ir-
réguliéres de type (B).

En 1904, Picard™ a obtenu des nouvelles fonctions transcendan-
tes qui sont des solutions de certaines équations fonctionnelles et qui
sont des généralisations de celles de Poincaré, comme ce qui suit:

flax,by) =P(f(x,5), g(x,3))

&(ax,by) =Q(f(x,), g(x, ¥)),
ol P et @ sont des fonctions rationnelles holomorphes & I'origine qui
se développent a l'origine en séries de Taylor

P=af+ ...

Q=bg+ -, < - signifie des termes au moinS)

du second degre,

et, @ et b sont des nombres complexes tels que |a|>1, |b|>1, et
que, pour tout couple de nombres entiers p, et p, avec p,+ p,=2, on
ait
a’b—ax0
a"b*—b=0.
Picard a montré que toute équation fonctionnelle comme ci-dessus
a un systéme de solutions holomorphes & l'origine de la forme
f= x+ aee
g=y+--, - signifie des termes au moins
<du seconde degre )

13) E. Picard, Sur certaines équations fonctionnelles et sur une classe de sur-
faces algébriques, C. R. Paris, 139 (1904), p. 5-9.
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De plus, f et g sont holomorphes ou méromorphes dans tout I’
espace des variables complexes x et y suivant que les fonctions ra-
tionnelles P et @ sont entiéres ou non.

En suite, en 1922, Fatou a remarqué que I'image de tout I’
espace des variables complexes x et ¥ par la transformation définie

par ces fonction-la:

u=f(x,)

A
A v=g(x,)

a au moins un point extérieur dans I’espace des variables complexes
u et v, si la transformation donnée par (P, Q) est birationnelle dans
tout I'espace et si elle admet au moins un point invariazt p autre

que l'origine, tel que deux racines de I'équation

‘jﬁ_i oP |
ox oy 0

0@ 0Q _, |
ox 0y

en 1 au point p soient plus grandes que l'unité en module.

En dernier lieu, en 1932, Bieberbach'™ a montré que la trans-
formation (A) est toujours holomorphe et biunivoque lorsque P et @
sont rationnelles enti€res, et il a propos2 un exemple d’une paire de
polynOmes P et @ pour lesquels ce qu'on a dit ci-dessus est realisé

actuellement. Ce sont
P=g
Q=2f+¢(g),

e(2)=2(z—1)(2z—1) —=.

En ce moment, un domaine obtenu par cette transformation (A4)

14) P. Fatou, Sur les fonctions mér morphes de deux variables. Sur certaines
fonctions uniformes de deux variables. C. R. Paris 175 (1922) p. 862-865 et p. 1030-
1033.

15) L. Bieberbach, Beispiel zweier ganzer Funktionen zweier komplexer Varia-
blen, welche eine schlichte volumtreue Abbildung des R. auf einen Teil seiner selbst
vermitteln, S. B. preuB. Akad. Wiss. (1933).
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de tout 'espace ne contient aucun point dans un voisinage du point
(1,1) suffisamment petit.

Notre construction de I'exemple d’une fonction enti€re qui a de
surfaces premiéres irréguliéres de type (B) est essentiellement fondée
sur cette transformation-ci.

19. Soient, a nouveau, f(x,y) et g(x,y) deux fonctions entieres des
deux variables complexes x et y telles que la transformation donnée

par

u=f(x,y)

A
(A v=g(x,9)

fait correspordre tcut l'espace de x et y holomorphiquement et biu-
nivoquement 4 un domaire D dans l’espace de deux variables compl-
exes # et v, de fagon que lorigire soit un point extérieur a D et
le point (1,0) soit celui d'intérieur & D, c’est-a-dire il y a un nom-
bre réel positif p tel que le dicylindre 4, de la forme |x]|<p, |¥]|=p
se trouve en dehors de D et que le dicylindre 4, de la forme
lx—1]<p, |y|=<p scit contenu dans D respectivement.
Considérons ensuite une fonction de # et v de la forme

=0+ a*u?,

ol a est un rombre réel pcsitif plus petit que f/2, mais d’ailleurs
quelconque, et envisageons les surfaces premi€res de cette fonction
situées dans le domairne D. Pour toute valeur complexe c, la surface
premiére de ¢ avec la valeur ¢ est donnée par

v="v'c—adu*,
ol le deuxiéme membre ¢st une fonction analytique qui est définie
sur une surface de Riemann étalée sur le plan d’une variable com-
plexe u. Dénotons-la R.. Il y a deux points critiques de R, d’
ordre un au-dessus de ++4/c/a. Coupant R, suivant une droite liné-
aire qui joigne ces deux points critiques, on sépare K, en deux

branches. Alors, deux branches se contiguent sur la courbe linéaire

correspondant A la coupure de R., donc celles contiguent dans 4,
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seulement pourvu que ¢ soit suffisamment petit en module.

Scit I' un cercle donné par |v|<<p sur la droite analytique dé-
finie par l'’équation #=1. Pour toute valeur ¢ telle pue 0<<|c—a?|
<p% la surface premiére de ¢ avec la valeur ¢ rencontre I' en deux
points (1, =1 ¢—a®) qui correspondent & deux points qui se trouvent
sur les deux branches différentes de R. au-dessus du point #=1.
Dans le cas oll ¢c=a? le point de K, au-dessus du point #=1 est un
point critique. Désignons, ensuite, par € I'’ensemble de tous les po-
ints dans I', de coordonnées (1,p), tels qu’on puisse joindre deux
points (1, p) et (1, —p) par un chemin qui se trouve sur une surface
premiére de ¢ passant par ces deux points-ci et qui est compris entié-
rement dans D. On regarde un point (1,0) comme point de €.
Alors il est évident que € est ouvert et non vide, et qu'il existe au
moins un point n’appartenant pas a la fermeture € de € dans I'in-
térieur de I par exemple (1, +7-a) ¢ étant 'unité imaginaire. Donc
il existe au moins un point frontiére de € dans l'intérieur de I. Soit
(1,8&) un tel point. Désignons par S, et par S; deux parties, situées
dans D, d’une surface premiére de ¢ qui passent par deux points
(1,8 et (1, —¢) respectivement. Elles ne sont pas connexes dans D.
Prenons deux suites de points {(1,£})} et {(1, &)} tendant vers (1, ¢
a la fois telles que (1,£) €C et (1,&) &€ (j=1,2, --+), et désignons
par S% (v=1,2; j=1,2,:-+) la partie, située dans D et passant par
(1, &), de 'une des surfaces premiéres de ¢. Alors je dis que deux
limites des suites {S}} et {S% ne sont jamais identiques. En effet,
soient I'y et I'; deux cercles sur la droite analytique # =1 données par
|lv—&]<Te et par |v+&|<Te, ol e est un nombre réel positif tel que
e<<|&]. Alors, toutes les surfaces S% (v=1,2; j=1, 2, ---) passent par
un point de I',, dés que j surpasse un nombre entier assez grand.
Supposons donc que toute d’elles passe par un point de I, dés
d'abord. D’aprés la définition de €, toute S} passe aussi par un
point de I'y, par suite, la suite {Sj} tend vers S, et vers S; 4 la
fois. Au contraire, S? ne passe aucun point de Iy, par suite, d’aprés
le lemme 1, la limite de la suite {S2} ne contient pas S,.
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Maintenant, considérons une fonction entiére de deuax variables

complexes x et y de la forme
F(x, )= [gx, »)]*+a [f(x, )]"

Evidemment une surface premiére de F correspond exactement a
I'une des composantes irréductibles dans D des surfaces p-emiéres de
¢ restreintes & D. Désignons par T, et par T les surfaces premiéres
de F correspondant & S, et a S; respectivement. Alors, on peut dire
que T, est certainement une surface conjuguée de type (B) & T.
En effet, désignons par T% (v=1,2; j=1,2,--+) une surface premiére
de F qui correspond & S%. La suite {73} tend vers T, et vers T,
a la fois, mais, il n’en est pas ainsi pour la suite {773}.

On en conclut qu’

1l existe certainement une fonction entiére qui admet des sur-
faces premieres ivrégulieres de type (B).

Kyoto UNIVERSITY



