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Etant donné un anneau intégre A, on dit qu'une A-algébre B est
une A-algébre affine ou que B est une algébre affine sur 4 si B est
une A-algébre de type fini intégre contenant 4. Dans son article [ 3]
KIKUCHI a montré que si 4 est un anneau noethérien intégre dont la
cloture intégrale A4’ est un A-module de type fini, et si pour tout idéal
premier P, I’anneau local Ap est “formellement réduit” (i.e. le complété
C de C=Ap est réduit); alors si B est une A-algébre affine dont le
corps des fractions est une extension séparable de celui de 4, la cloture
intégrale de B est un B-module de type fini. En fait KIKUCHI
démontre ce théoréme en supposant que l'anneau A4 est normal. Mais il
n’est pas difficile de voir que le théoréme est vrai sous la forme que
nous venons d’indiquer. Dans cet article on se propose de démontrer
la réciproque de ce théoréme et d’en déduire quelques conséquences dans

la théorie des anneaux japonais.

1. LE THEOREME DE KIKUCHI

Théoréme (1.1): Soient A un anneau noethérien intégre dont la
cloture intégrale A" est un A-module de type fini et K son corps des
Sfractions. Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

1) Pour tout idéal maximal M de 'anneau A, anneau local Ay

est formellement réduit.
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2) Pour toute A-algébre affine B dont le corps des fractions est
une extension séparable de celui de A, la cloture intégrale de B est un
B-module de type fini.

3) Pour toute A-algébre locale essentiellement de type fini et intégre
B contenant A, dont le corps des fractions est une extension séparable
de celui de A, la cloture intégrale de B est un B-module de type fini.

4) Pour toute A-algébre affine B contenue dans le corps des frac-
tions K de A, la cloture intégrale de B est un B-module de type fini.

5) Pour toute A-algébre locale essentiellement de type fini B con-

tenue dans K, la cléture intégrale de B est un B-module de type fini.

Preuve: D’aprés le théoréme de KIKUCHI ([3] th. 3 p. 364),
1) implique 2), et 2) implique 3) trivialement. De méme, d’aprés le
théoréeme de NAGATA ([1] 6.13.6.) et le théoréme de normalisation
([4] 14.4 p. 45), 3) implique 4); et 4) implique 5) trivialement.
Montrons maintenant que 5) implique 1). Quitte & remplacer A par
sa cloture intégrale A’ qui est par hypothése un A-module de type fini,
on peut supposer que A est normal. Nous allons raisonner par ré-
currence sur n=dim(A4y). Si n <1, D’assertion est triviale puisque
dans ce cas Ay est un anneau régulier. Supposons donc n >2. Soient
a et b deux éléments appartenant au radical de Jacobson de C= Ay
formant une suite réguliere dans C. Soient C'=C[X ] l'anneau des
polyndmes & une variable sur C, N=MC’ et D=Cl. D’aprés (4] 113
p. 39), aX—b engendre un idéal premier dans C’ et C’/(aX —b)
;C[%]. Donc aX—b engendre un idéal premier dans D puisque
aX—beN. Posons D'’=D/(aX—b); alors dim(D") <n—1 et D’ vérifie
I’hypothése de 5) et par conséquent, par récurrence, son complété b’
est réduit. Mais puisque D'~ D/(aX—b) et que D est normal, on en
conclut d’aprés le lemme de ZARISKI ((1] 7.6.4 ou [4] 36.3 p. 132)
que D est réduit; donc par fidéle platitude C est réduit. C.Q.F.D.

Corollaire (1.2): Soient A un anneau semi-local noethérien intégre

et K son corps des fractions. Alors les conditions suivantes sont
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équivalentes .

1) Le complété A de A est réduit.

2) Pour toute A-algébre affine B dont le corps des fractions est
une extension séparable de K, la cloture intégrale de B est un B-module
de type fini.

3) Pour toute A-algébre locale essentiellement de type fini et
intégre B contenant A, et dont le corps des fractions est une extension
séparable de K, la cloture intégrale de B est un B-module de type fini.

4) Pour toute A-algébre locale essentiellement de type fini et intégre
B contenue dans K, la cloture intégrale de B est un B-module de type fini.

5) Pour toute A-algébre locale essentiellement de type fini et
intégre B contenue dans K, la cléture intégrale de B est un B-module
de type fini.

Preuve: Puisque A est réduit, la cloture intégrale A4 est A-module
de type fini (cf. [4] 32.2 p. 114). Donc l'assertion découle de (I.1) et
de ([4] 36.8 p. 134). C.QF.D.

Corollaire (1.3): Soient A un anneau régulier intégre et B une
A-algébre affine dont le corps des fractions est une extension séparable
de celui de A. Alors la cléture intégrale de B est un B-module de
type fini.

Remarque (1.4): Le corollaire (I.3) peut &tre mis en défaut si
’on ne suppose pas que le corps des fractions de B est une extension
séparable de celui de A, puisqu’il existe des anneaux de valuation

discréte qui ne sont pas des anneaux japonais (cf. [4] E3 p. 206).

II. APPLICATIONS A LA THEORIE DES ANNEAUX JAPONAIS

Théoréme (I1.1): Soient A un anneau noethérien japonais et K
son corps des fractions. Alors les conditions suivantes sont équivalentes:
1) Pour tout idéal premier P, I'anneau total des fractions du

complété Ap de I'anneau local Ap est une K-algebre séparable.
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2) Pour toute A-algébre affine B dont le corps des fractions est
une extension finie de K, la cloture intégrale de B est un B-module de
type fini.

3) Pour toute A-algébre locale essentiellement de type fini et
intégre B contenant A, dont le corps des fractions est une extension
finie de K, la cloture intégrale de B est un B-module de type fini.

4) Pour toute A-algébre affine B, la cloture intégrale de B est un
B-module de type fini.

5) Pour toute A-algébre locale essentiellement de type fini et

integre B contenant A, la cloture intégrole de B est un B-module de
type fini.

Preuve: Soit A’ la fermeture intégrale de A4 dans une extension
finie de K. Si P’ est un idéal premier de A4’, la condition 1) du
théoréme implique I'anneau local Ap- est formellement réduit, donc les
conditions 1), 2) et 3) sont équivalentes d’aprés (I.2). D’autre part les
conditions 4) et 5) sont équivalentes d’aprés le théoréme de NAGATA
([4] 35.3 p. 128), et 4) implique 3). Il suffit donc de prouver que 1)
implique 4). On peut supposer que A est local d’idéal maximal P.
Soit R I'anneau total des fractions de 4. On peut supposer que B est
un anneau de fractions d’une A-algébre affine C en un idéal maximal
M au-dessus de P. Soit L le corps des fractions de B. Alors B®A/f
est isomorphe a un sous-anneau de LExR donc est réduit. Puisque
B®4A est un anneau excellent, son complété pour la topologie M-
adique qui est isomorphe au complété de B est réduit. Donc la cloture
intégrale de B est un B-module de type fini d’aprés la théoréme de
MORI ([4] 32.2 p. 114). C.Q.F.D.

(I1.2): On dira qu'un anneau A appartient & la classe (K) si A
est un anneau noethérien japonais qui vérifie les conditions équivalentes

du théoréme (11.1).

Corollaire (I1.3): Soit A un anneau appartenant @ la classe (K).
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Alors si B est un anneau de fractions d’'une A-algébre affine, B appar-

tient @ la classe (K).

Corollaire (11.4): Tout anneau noethérien universellement japonais
intégre appartient @ la classe (K). En particulier tout anneau japonais

noethérien de dimension <1 appartient @ la classe (K).

Corollaire (IL.5): Soient A wun anneau semi-local noethérien
intégre et K son corps des fractions. Alors A appartient a la classe
(K) si et seulement si Uanneau total des fractions du complété A de
A est une K-algébre séparable i.e. si la fibre générique du morphisme

Spec (A) — Spec (A) est géométriquement réduite.

Preuve: Si la fibre générique du morphisme Spec(4)— Spec(A4)
est géométriquement réduite, alors ’anneau total des fractions R de A
est une K-algébre séparable puisque pour toute extension finie L de K,
anneau R®xL est un anneau de fractions de fractions de A® 4L donc
est réduit puisque par hypothése A®4L est réduit. Donc A4 est un
anneau japonais d’aprés ([1] 23.1.7, ol l'on peut remplager local par
semi-local). D’autre part pour toute A-algébre finie et intégre C con-
tenant A, le complété C de C est réduit puisque ¢ c AR4L ou L est
le corps des fractions de C; donc pour tout idéal maximal M de C le
complété Cp de I'anneau local Cy est réduit (cf. [4] 36.7 p. 134). Soit
B une A-algébre affine dont le corps des fractions est une extension
finie de K. Puisque A est un anneau japonais, la fermeture intégrale C
de A dans B est une A-algébre finie, donc pour tout idéal maximal M
de C le complété Cy de P’anneau local Cy est réduit d’aprés ce que nous
venons de voir. Alors puisque B est une C-algébre affine, la cloture
intégrale B est un B-module de type fini d’aprés (I.1.1) puisque B et C
ont méme corps des fractions, donc A appartient a la classe (K) d’aprés
(I1.1.2)). Réciproquement si 4 appartient & la classe (K), alors pour
toute extension finie L de K et tout idéal maximal M de la fermeture

intégrale C de A dans L, Cy est réduit (cf. I1.1.2)), donc C est réduit
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(cf. [4] 36.7 p. 134), donc R®xL qui est un anneau de fractions de
C est aussi réduit, donc R est une K-algébre séparable, donc la fibre
générique de Spec(A4)—>Spec(A4) est géométriquement réduite puisque
AR4+L<S RRQ L pour toute extension finie L de K. C.Q.F.D.

Théoréme (I1.6): Soient A un anneau noethérien intégre et x
un élément appartenant au radical de Jacobson de A. On suppose:

i) P=xA est un idéal premier de A et A est séparé et complet
pour la topologie P-adique.

ii) A/xA appartient @ la classe (K). Alors A appartient aussi d
la classe (K).

Preuve: D’aprés ([8] th. 1.1), 4 est un anneau japonais. Soit
L une extension finie du corps des fractions de A et A’ la fermeture
intégrale de 4 dans L, donc A’ est un A-module de type fini. Soit M
un idéal maximal de 4, donc x € M. Soient A la cloture intégrale de
A et P un idéal premier minimal de xA4. D’aprés ([4] 33.11 p. 120),
PNnA€Ass(4/xA); donc PNA=P=xA4. Donc pour tout idéal pre-
mier minimal P’ de xB(B=A'y) on a P’NA=P puisque ht(P'NA)
=ht(P)=1 (cf. [4] 10.14 p. 32) i.e. P'’NA est un idéal premier
minimal de xA4. Donc puisque A/xA appartient a la classe (K), si P’
est un idéal premier minimal de xB, le complété de B/P’ est réduit
(cf. 11.3 et 11.5) parce que B/P’ est un anneau de fractions d’une 4/xA4
algébre affine. D’autre part B vérifie (S;) et (R;) d’aprés le critere
de normalité de SERRE ([4] 12.9 p. 41) donc le complété B de B est
d’aprés le lemme de ZARISKI ([1] 7.6.4 ou [4] 36.3 p. 132). Donc
les anneaux locaux de Spec(A) aux points fermés de Spec(d4) ap-
partiennent & la classe (K) d’aprés (II.5) puisque pour un anneau semi-
local noethérien intégre R de corps des fractions K, il revient au méme
de dire que R est un anneau japonais et pour toute extension finie L
de K, le complété de la fermeture intégrale de R dans L est réduit
que de dire que la fibre générique du morphisme Spec(R)%Spec(R)

est géométriquement réduite. Donc A appartient a la classe (K) d’apres
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(I1.5, 11.3 et II.1.1)) puisque A est un anneau japonais. C.Q.F.D.

De la méme maniére on peut prouver:

Théoréme (IL7): Soient A un anneau noethérien japonais et x
un élément appartenant au radical de JACOBSON de A. Alors si A/x A
appartient @ la classe (K) (donc P=xA est un idéal premier), A ap-
partient aussi @ la classe (K).

Comme application du théoreme (II.6), nous avons le théoréme

suivant:

Théoréme (I1.8): Soit A un anneau appartenant é la classe (K).
Alors tout anneau de séries formelles sur A d un nombre fini de
variables B=A[[ T, ---, T,]] appartient aussi é la classe (K).

Théoréme (I1.9): Soit A un anneau local noethérien intégre.
Alors le henselisé A de A appartient a la classe (K) si et seulement si

A est unibranche et appartient @ la classe (K).

Preuve: Supposons que A appartient 3 la classe (K). Puisque 4
est intégre, on en conclut que 4 est unibranche. Soit A’ une A-algébre
intégre finie contenant 4. Alors A'=A'@aA est une A-algébre finie
et sans torsion. Donc l'image réciproque dans 4 de tout idéal premier
minimal de A’ est I'idéal 0 de A. Puisque 4 appartient 2 la classe
(K), le complété de A’ qui est isomorphe au complété de A’ est
réduit. Donc la fibre générique du morphisme Spec(/f)—»Spec(A) est
géométriquement réduite. Donc A appartient a la classe (K) d’aprés
(I1.5). Réciproquement, supposons que A est unibranche et appartient 2
la classe (K). Donc A est intégre puisque 4 est intégre et unibranche.
Soit B une A-algébre intégre finie contenant A. Il existe donc une
A-algébre locale essentiellement étale A, et une Ag-algébre finie (néces-
sairement intégre) B, ([1] 18.6.1) telle que B= B,®4,4. Puisque A
appartient 2 la classe (K), le complété B, de B, qui est isomorphe au
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complété B de B est réduit. On en conclut comme précédemment que
A appartient 3 la classe (K). C.QF.D.

De la méme fagon on prouve:

Théoréme (I1.10): Soient A un anneau local noethérien et A son

henselisé strict. Alors A appartient a@ la classe (K) si et seulement si

A est géométriquement unibranche et appartient @ la classe (K).

Théoréme (11.11): Soient A un anneau japonais régulier, K son
corps des fractions et p lexposant caractéristique de K. Si [K: K?]<
+ oo, alors A appartient @ la classe (K).

Preuve: On peut supposer que A est local. D’aprés (IL.5) il
suffit de prouver que la fibre générique du morphisme Spec(4)—
Spec(A) est géométriquement réduite. Soient L une extension radicielle
finie de K et A’ la cloture intégrale de 4 dans L. Il existe une
puissance ¢ de p telle que LS K? ' Puisque [K?': K]<+o la
cloture intégrale B de A4 dans K?°' est un A4-module de type fini. Il
n’est pas difficile de voir que B est un anneau régulier. Donc le
complété A de A qui est isomorphe i un sous-anneau de B est réduit.
On en conclut donc que la fibre générique du morphisme Spec(4)—
Spec(A) est géométriquement réduite. Ce qui termine la démonstra-
tion. C.QF.D.

Exemple: Un anneau régulier de dimension 2 appartenant a la
classe (K) qui n’est pas un anneau universellement japonais.

Soient X; i € N des indéterminées et V'=2Z,(X;);en qui est ’anneau
local de B=Z, X; J;ien en l'idéal premier 2B. Donc ¥ est un anneau
de valuation discrete. Posons C=V[[TT][T:Jien/(T?—X)ien et
pour tout entier i soit ¥; l'image de 7T; dans C. Alors Cy=C/2C
~E[T]I[k] (ot k=F3(Y;)ien) est un anneau local régulier d’aprés
(C47] 3.1 p. 206). Donc le séparé complet 4 de C pour la topologie
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2C-adique est un anneau noethérien d’aprés (7] ch. 2, prop. 6, Cor. 3).
Par définition méme de C, C est un F-module plat. Donc 2 n’est pas
diviseur de 0 dans C et 2C=P est un idéal premier. Donc A est
isomorphe a un sous-anneau du complété de l'anneau de valuation
discrete V'=Cp (cf. [2] 23.1.3.1), donc A est intégre et puisque 4/2A4
= C/2C est régulier, 4 est un anneau local régulier ((4] 9.11 p. 28).
Puisque le corps des fractions de A est de caractéristique 0, A appar-
tient 2 la classe (K) d’aprés (II.11) puisque A4 est un anneau japonais.
Mais 4/2A=k*[[ T]][k] n’est pas un anneau japonais d’aprés ([4] 3.2
p. 206) puisque [k: k%]=+ oo, donc A n’est pas un anneau universel-

lement japonais, et il est clair que dim(4)=2. C.Q.F.D.

On ne peut pas espérer que tout anneau japonais appartienne a la
classe des anneaux étudiés dans cet article puisqu'un anneau japonais

n’est pas nécessairement noethérien. Cependant I'auteur ne connait pas

N

d’exemple d’anneau japonais noethérien n’appartenant pas a la classe

(K). Ce qui motive donc la

Question: Existe-t-il un anneau japonais noethérien qui n’appar-

tient pas a la classe (K)?

InsTrTuT HENRI POINCARE
11, rue PiErRRE ET MARIE CURIE
75 Paris V (FrANCE)
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