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Introduction

On sait que Riemann [8] a donné un nouveau point de vue aux
fonctions hypergéométriques F(a, B, y, ). En 1857 il a établi que, si
une fonction a deux branches linéairement indépendantes a les trois
points critiques 0, 1, oo et les exposants convenables relatifs & ces points,
elle remplit nécessairement une équation différentielle hypergéométrique
et par suite elle est une fonction hypergéométrique. Ensuite en 1873
Schwarz [9], 4 la recherche des conditions sous lesquelles #(a, B, y, *)
soit une fonction algébrique, a trouvé les cas particuliers ou I'invertion
du quotient de deux solutions d’une équation hypergéométrique définit
une fonction automorphe sur le cercle unité.

Picard a généralisé ces travaux a deux variables. En donnant
les exposants aux plans critiques (x=0, x=1, xr=o00, x=y, y=0, y=1,
y=o0) dans l'espace d’Osgood (P1)?, il a déterminé univoquement un
systéme cdmplétement intégrables d’équations différantielles dont une
solution n’était autre chose qu’une série hypergéométrique d’Appell
F(a, B1, B2, v, x, %) [1], et remarqué qu’elle a une représentation intégrale
du type d’Euler [3]. Puis il a montré que l'invertion de I'application

a Pespace projectif définie par les trois solutions linéairement indépen-
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dantes donne des fonctions automorphes pourvu que les exposants
soient bien choisis [4], [6], [7].

Ces travaux donnent des exemples de fonctions intéressantes et
des méthodes de les trouver, qui sont importants pour les théories
actuelles de fonctions analytiques de plusieurs variables. Alors nous
allons essayer de les étendre aux plusieurs variables. Dans §1, en
dennant convenablement les monodromies locales, nous déterminons
un systéme de Pfaff complétement intégrable, dont une solution est
une fonction hypergéométrique Fp(a, B1, B, ..., Bu, ¥, X1, %2, ..., Xn)
etudiée par Lauricella [2]. Elle a une représentation intégrale du type

d’Euler aux notations prés
FD=const./ulo‘l(u—xl)ll“l, ...... y (u—x ) Y u—1)Ann-1dy.

Ses propriétés sont examinées en détail dans §2. Grace aux résultats
dans §2, dans §3 on peut construire des fonctions automorphes sur la
boule unité.

Or M. G. Shimura [10] a présenté quelques exemples de groupes
discontinus dont le domaine est la boule unité, et le corps de fonctions
automorphes est purement transcendental. Un de ces exemples est
le premier ou le domaine fondamental est compact au cas de deux
variables. Or tous les notres ont le corps purement transcendental de

fonctions et une partie desquels ont le domaine fondamental compact.

§1. Probléme de Riemann.

On se donne les surfaces caractéristiques
Sy=A{); xi=2} (£/=0,1,...... ,n41, 00, 20=0, xp41=1, x.=00)

et un domaine

D=/FPHYyr— U Sy

o0<i,jsn+l

dans 'espace d’Osgood (P1)" a n variables x1, x2, ..., x4, et des constantes

complexes Ao, A1, ..., Ag41.  Puis on pose A.=n+41— 3 Aa et Ay=
0<asn+1
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N+A—1 (7,7=0,1, ..., z+1, oo, i547) et on note Sij={<x); (x)e Sy,
xi#=x, (a4t,7)}. Et considérons une fonction Fg, A1, ..., Ans1; 21,
%2, ..., Zn) holomorphe sur l'espace D de recouvrement universel de D
qui satisfait les conditions;

1° Les #+42 branches arbitraires sur D sont linéairement dépen-
dantes.

2° 1l existe #+1 branches linéairement indépendantes.

3°  Sur chaque Sy (¢,j5%0), il exste un point Pj; et son voisinage
tels que, si Ay n’est pas un entier, toutes les branches soient engendrées

par les combinaisons linéaires des branches de #
Fig1, Fijs, oy Fign, (xi—27)%i Fijnia

ou Fijq (1<a<{n+1) sont holomorphes sur ce voisinage, et si Ay est
un entier, on remplace (x;—xj)%i Fijn1 par (xi—x5)%ii Fijny1 et Figp
par (xi—xj)"iiFijn.H log (xi—xj)+(xi—xj)1"t‘i F,;j”, ou 2A;j=/\¢j+ [,

Ai—1
2X{;=Xij—1A5|.  Quant & Sy, %{) F a les pareilles monodromies

ou on remplace x;—x; par E7E
Dans ce qui suit, les fonctions £, fa, ..., fm+2 étant données, notons

par exemple,

; fl’ f2 ...... fm+2
o Uk Yz
D(fl)fz, -..)fm+2) _ axil ) ax’il ...... ax’:l
DQ, 2ty oo Za (B 20)) |
Pfmiz  Pfmi s
| 3x¢3x; ’ axtan ...... axiax]‘

Soient /1, Fy,...,Fps1 des branches linéairement indépendantes,
F étant une combinaison linaire de /; (1<¢<%+1) d’aprés la deuxiéme

condition, on a

_.__D(F> £, FZ,...,Fn+1) —0.
.D(]-) X1, X2, ..., Xn, (xi’ x;))

Envisageons d’abord le cas ou 754;. Ces équations s’ecriront sous les



560 Toshiaui Terada

formes
'D(Fr FlyFZ) seey Fn+1)

(1, X1, X2, ..., Xn, (xi) xj)) 0<a<f<n+l

., ®F oF .
= oy T Ze e iy T CHE=0:

() =25 (ta—xg) ap

Comme une substitution linéaire de Fy, Fo, ..., Fype1 rend ces coéfficients
invariants a un facteur constant pres, en remplagant les 7, (1<la<lzz+1)
par le systtme de générateurs & chaque Py (0<(7, j< oo, 7545) donnés
au début, on peut voir facilement que ces coefficients sont méromorphes
en tous les Py et, par suite, de la pseudoconvexité de domaines de
méromorphie, ils sont des fonctions rationnelles. Examinons-les d’abord

en supposant qu’aucun des Ay ne soit pas un entier.

Puisque
(xi—x )1_M,,D(an1, Fiag, ..., (¥i—%a)"* Fiant1)
* D(]., X1y eeey x»n)
et
(o— g tias DU ity - 370 Fionit)
Osasm+laxi D, x1, ..., %n)

sont réguliers & Si, (0<la<{n+1), et & Sy respectivement, on a

Z;(-Fl, ceny Fus1) L
o= t. _ )
D, x, ..., xn) cons 0s«<,3| Sn+1<x“ xg)tap

Or comme £, Fo, ..., Fpq1 sont linéairement indépendantes, cette

constante n’est pas zéro. Sinon, on aurait par exemple,

Fan= 5 caFaq Fmn_ 5 0Fa

a
1<as<n 0x; 1<as<n dx;

(1<Z<7’Z),

ol ¢, sont holomorphes. En prenant les dérivées par rapport a xj

(1< j<#), on aurait 2 Oca F,=0. Donc, un des F,(1<a<%),

1<as<n 3951
serait une combinaison linéaire des autres a coefficients dans les
fonctions holomorphes. Par récurrence on a une contradiction.

De la méme maniere, on a
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: 0 (asti, ;)
D(Fy, Foy ooy Fut) | 7
D(lyxly '--yja) ---y(x’l) xj)) - EMG (a

=1,

oV G= Xq—xg)raB-1
" 0sa<—|‘;rsn+l( “ ﬁ)

D<Fl) FZ)'--)F’YI«‘FI) — Cij G
D(x, ..., xn, (x4, 7)) Xi— 25

oU bija, Cijay ¢ij SOnt des constantes.

Au cas ou ¢=j, on a tout & fait pareillement, en posant

HZI = 1 (xi—xq)
O<a<n+l,a=i

'D(F].] F2, ey F”H—l)
DA, x, ..., &, ..., (x4, x5))

-D(F]., FZ) ey F"‘Fl)
DA, x1, ..., Xk, ..., (x4, x1)

D(Fl, Fg, ey Fn+1)
D(xs, ..., Zn, (%4, %1)

=A;GH;

) =xp(xr— 1) BirGH;

et

=CiGH;

ou A; est un polynéme d’ordre # en x; et d’ordre un en tout x, (a3¢7),
et Bix est un polynéme d’ordre z—2 en x4 et d’ordre un en tout x, (a3¢7,
£) et indépendant de xg, et ¢ est un polynéme d'ordre z—1 en
x; et d’ordre un en tout x, (a=¢7), dont, en train de calculer B, on
utitise une propriété élémentaire de déterminants.

Examinons-les plus précisément.

D, Foy ooy Fp1) .
D, x1, ..., Fy oy G zg)) =0 @F07)
D(Fip, Fys, ..., Fin)

induit D, 1, oy foms oy 2] =0 SUT Si.

Comme ; est arbitraire pourvu qu’il ne soit pas égal 4 7, 0, 41 ni

oo, on a

Bia=bia [ (xi—xp)

1<p<m,B+i,a

ou &j, est une constante. Quant & A4y, on a
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D(Fly FZ; ceny F’I’H—l) :(_l)n—i[i .D(Fl, F2; veey Fn+1)
DA, x, ..., %4, ..., (xi, x7)) ox; D, x1, ..., xn)

_1)n—a+1 'D(F].» FZ) ceey F’IH—I) il
1<as<n,axi D(]-, X1y ey ;ea; coey Xy (xiy xa))

=(—1)n—z[ Yy A=l gwen wm bmx,,wma]a

0<asntl,axi Xi—Xq 1<as<m,axt  Xi—Xqg
Puisque I'équation

(**) 'D<F’ FI!Fzy'“’F’IH-l)

D 71, 720 .0 7y Gty 7)) 0

a une solution Fian+1(xi—x,)"4, on a bjea=0. L’équation (*) a une
solution Fyjp1(xi—x5)%is, on a
(—=D)~teige—(—1)"eigg=Ay—1.
Dés maintenant il faut distinguer les cas ot #»=2 et ou #>3.
Au dernier cas, on différentie 1'équation (*) par une troisieme
variable xy et, en changeant Z, 7, et £ cycliquement, on a trois équations
d’ordres trois. En les additionnant, et en substituant les termes d’ordre

2 par ceux d’ordre 1, on a une équation aux dérivees partielles d’ordre
D(F, Fa,y ..., Fay1)

4 ’
un. n’étant pas zéro, tous les termes sont nuls
D(, 1, ..., xn) P ’

s Gy . D(Fy, ...; Fagn)
d’oll on a la premiére équations de (**#). Donc, D(x1, ..., %n)

étant nul sur Sy, on a Ci=c [ (xi—x,).
a%0,1+1,i

. . 1\2=
De ce qu’on a déja vu et de ce que (**) a une solution Fijn-{.l(};) , on
a finalement,

02F oF oF oy -
(M"’Q)W*‘(M_DTM-(Ai—l)-a}j——o (727)

+Ao+2i—2

RF 1—2,
m(e—1) G+ [xm—l)

1Sas<n, a#xt Xi— Xy

(***)
Do hayu | 1) 3 Felrem]) OF

1<asm,axi Xi—Xy axa

A1 —A) F=0
1

‘ 1-2;
Au cas ot #=2, on a, (*¥*) ayant des solutions Fj.1 (}—i) et
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1-2;
Fiont1 (%) et Aw n’étant pas un entier, &j,=(—1)"*t*1(A;—1).

Comme (*) a une solution Fiwl(?i)l_l., on a Cy=0. Et par le méme
raisonnement que du cas ou #>>3, on a le systéme d’equations (#x*).
Au cas ot quelques-uns de A,g sont des entiers, on a aussi le
systméme (x*#*). Pour le prouver, il ne faudra qu'un peu de modifica-
tion des démonstrations ci-dessus.
Ce systeme d’équations est déja examiné par Lauricella [2]. En
1893 il a défini quelques séries hypergéométriques en imitant les

méthodes d’Appell. Une d’eux est que voici;

FD(a, Bl) BZ) ceey Bn, Ty X1y X2y oo oy xn)

(a, ma+ma+----+my) (B, mn)...( Bn, mn) P
(T, mitmotFmn) (L, m)..(L, mp) 1 72 "Fam

=%

ou (a, m)=a(a+1), ..., (a+m—1). De plusil a montré qu’elle est une
solution de (#**) avec a=An Yy=AutAnt1 et Bi=1—XN(1<i<n), et

qu’elle a une représentation intégrale du type d’Euler
FD=const./lwulo—l(u—xl)ll—l, ooy (—2p) 25 20— D) nr=1 gy,

ou le chemin est le long de la droite réelle si ReA; >0 (0<{/<o0)

Ainsi nous arriverons au

Théoréme 1. S7 aucun de A (0<i< o) w'est pas un entier, la
Sfonction définie au début remplit le systéme d’équations (xx*) qui a
n+1 solutions linéairement indépendantes, une desquelles est donnée
par la série hypergéométrique qui a une représentation intégrale.
Réciproquement, en changeant les chemins de cette intégrale, on obtient
les n4-1 solutions linéairement indépendantes, et ces solitions rvemplis-

sent les conditions données au début.

Corollaire 1. Soient Fi, Fs, ..., Fui1 des solutions de (*%x%)

linéairement indépendantes. Alors on a
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D(F, Fa, ..., Fay1)
= const.
DA, 71wy oSt

xa—xls))‘aﬁ—l,

Corollaire 2. Fy, (1<o<n+1) ne Sannule pas identiqguement
sur Sij.

En effet, la premiére partie du théoréme et les corollaires sont les
conséquences immeédiates des travaux de Lauricella et de ce quon

vient de voir. Et la deuxiéme sera démontrée complétement dans §2.

§2. Propriétés de 1'intégrale du type d’Euler.
Ici examinons les propriétés de l'ingégrale
I= / ()
ou p(u)=ur Lo —x)lL eeeens (u—2p)*n Y oe—1)Aani—1,

D’abord donnons les générateurs du group fondamental =1 de D.

Soit (#{®, 2, ..., x%) un point fixé de D. On marque sur le plan de
la variable # les points x{(=0), x{?, ..., 0, x{, £, (=1), xP(=o00),

et on décrit une courbe fermée de Jordan C® qui passe tous ces
points en suivant cet ordre. Et on note U® le domaine entouré par
C® qui se situe 4 gauche de C®. Puis on décrira une courbe
u=nQ () 1<i<n, 0< <o, i557, 0<#<1) définie comme suite:
Elle part de x{®, se dirige vers x{ en passant en dehors du domaine
U®, tourne autout de x{¥ au sense positif, et retourne & x{® suivant
inversement le premier chemin. Et notons my la classe d’homotopie
des chemins sur D représsentée par la courbe x,=x9 (a757), xi=7 (#).
Il est facile de voir que ces my (¢<j) engendrent le group fonda-
mental 71, et de plus les mj; ot 7<<j forment une base du groupe de
’homologie de dimension une a coefficient dans les entiers.

Une fois fixés les générateurs du groupe fondamental, on va faire
varier (@), C©® et U©®. Soit /y une courbe partant de (x0), alors on
peut, pour tout point (x)E/, décrire une courbe C et fixer le domaine

U qui varient continument par rapport a (¥). Ainsi il y a une cor-
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respondance biunivoque entre le recouvrement universel D et 'ensemble
des paires (C, U) a4 'homotopie prés qui fixe les points x; (0<7<oo)
sur le plan de #. En effet, soit /; xi=x() 1<i<n, 0<2<1, #4(0)=
xi(1)=x{) une courbe fermée sur D. On peut faire correspondre a
chaque # une courbe C®: u=u(z,s) (0<s<1) sur le plan de = ou u(?,s)
est continue par rapport a (4,5) et il y a les constants so(=0)<s1<...
< sp41<<w<<1 tels que (2, s;)=x4(¢) (0< i< o0). Cela posé, il est évident
que /~0 (homotope) induit CO~CW, Réciproquement si CO~CD),
on peut supposer que CO=C®.  Alors, c’est une application continue
d’un tore 7 au plan de #. Plongeons (einbetten) 7° convenablement
dans l'espace euclidien réel a trois dimensions et on peut étendre cette
application dans le domaine qu’entoure ce tore de fagon que, pour
chaque ¢ fixé, elle soit un homéomorphisme a U®. En retractant 7
convenablement en un cercle, on peut retracter la courbe 7/ en le

point x(©@.
Notons  wii,...i,=exp 2my—1 (Aiy+As,+ -+ +Ai,) et posons
wi=y01...i_1/go(u)du (A<Li<L o)

ou le chemin de l'intégrale est une courbe fermée qui tourne une fois
autour de xp, x4, xo et x; respectivement au sense positif, positif, négatif
et négatif respectivement, en passant seulement dans U et prés de xg
et de xq, et la branche de ¢(#) est choisie arbitrairement une fois pour
toutes. Alors, ce qu’on vient de voir indique le moyen de calculer les
substitutions psjw, des w, (1<{a< o) par rapport aux my, qui est la
méthode de Picard [5].

Nous la présenterons succinctement. Il suffit de considérer au
cas ot O<ReA <1 (07 <o) et de la prolonger analytiquement, puisque

l'intégrale /7 dépend analytiquement de ces paramétres. Posons

1
por...ia(1—po)(L—pe) **

z;
Wi = w)du=
of A §D< )
ou le chemin passe dans U. On a d’abord pgwor=w,r et par suite

pywr=wy (k52 7, 770, c0),
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parce que la branche de ¢(#) sur ce chemin peut étre invariant par le
tour de z; le long du m(#). Quant 4 wyy, divisons le chemin en trois
parties; une courbe de xg au prés de x; n’en coupant pas m(2), celle
jusqu'a x; en passant en dehors de U et du domaine Uy entouré par
my(f) et contenant xj, et celle de x; jusqu’a x; en passant dans Uy.

Si on calcule cette intégrale explicitement, on a

pywr=awjtpl—poi—1—p)l—p) 2 wa—1—p)o;
i ou j<a<i
Comme l'intégrale le long de la courbe C en dehors de U étant nulle,
on a Y witw.=0, et par suite
1<asn+l
pijwi= wi— Pijwj+wj

=wi—m(1—M)wi+(1—m)(1—w)i<a2< @at—poos
ou j<a<i

Pareillement, on a

1 y
Prost) =" 0 @),

1
= — - 00 °0 —1 a/s
Pioctt M«M 1)1 S%:S i“’“""*” witphep )i<a§n+1w )

prows=w;—po1...j-1(1—ps) (1 —M)lnga-l-wt) (J#1),
et piowr=wi—(—potA—ppor...c)((A—pg) S§<iwa+wi>~

Ainsi nous avons une représentation linéaire p du groupe fonda-

mental 1. On note w=(wi, wy, ..., wxt1) €t On pose
t Y=, 03, .o wni)
(pijw1, ..., pijwn+1)=p%; (w1, w2, ..., Wp+1

ou p®y est une matrice carrée d’ordre n#--1.

Montrons maintenant que p est irréductible si aucun de A; (0<{7<o0)

n+l
n’est pas un entier. En effet, soit fo= X @w; une fonction non zéro
i=1

contenue dans un espace V invariant par p. On peut supposer que

ay=1 parce que, si @20 pour un 7 et 21=0, il suffit de remplacer fo
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par pijmTio#—i)—ai—. ‘Si tous les ay(1<<s<{n+1) ne sont pas égaux a 1,
on peut supposer que a2=a1=1 parce que, si l=a1=as= -+ =a1-1%5a;
il ne faut que remplacer fy par pg;fo. Posons fi=pisfo—fo=(1—as)
(111 —p2)r+(1—p1)we], alors profi—fi=(1—po) (1 —p)u(l—az)w: est
contenu dans V. Il en est de méme de (1—p2)wa=prow1+p1(l—p)ws:
de suite en suite on voit que tout w; (1<{7<Cn+1) est contenu dans V.
Si tous a; sont égaux a 1, en opérant pi~ a f, on voit que wy est contenu

dans V. En conséquence on a la

Proposition 1. La représentation p est irvéductible, et en
conséquence w1, ws, ..., Wyl Sont des solutions linéaivement indépendantes

du systeme d'équations (x*x*).

En effet, la premiére partie vient d’étre démontrée. L’indépendance
linéaire est paralléelement montrée. Et grice a Lauricella [2], une

branche de we,—wypy1=— 3 w; est une solution, ce qui montre
1<i<n+l

la deuxiéme partie vu la premiére.

Cherchons maintenant la forme quadratique invariante par cette
représentation p (qui est unique a un facteur réel preés s’il existe parce
que p est irréductible) et ses valeurs propres au cas ol tous les A; sont
réels. Aprés une suite de calculs directs, on a une matrice hermitienne

A=(anp) telle que

Hpfytw) A(pijfw)=wdw*  (1<i<n, 0<j< oo, i~ )
a (@<p)
o aag={ T (@a=p=i)  (a=ipu)
a (@>p)

Puis examinons les nombres de ses valeurs propres positives et négatives
respéctivement. La représentation p étant irréductible, la matrice A4
n’a pas de valeurs propres zéro parce que !’espace propre en est invariant
par p. Donc, ces nombres sont invairant pourvu que (Ao, Ay, ..., Ap+1,

A.) reste dans un domaine 7;<A\;<#;-+1 ol #; sont des entiers. En
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conséquence, pour savoir ces nombres, il suffit de les chercher quand
A prennent des valeurs particuliéres. D’abord posons lo=M=...=
Aps1=A, p=exp 2my—1A et

r—b —a —a
—a r—é —a
Sr(r,N)=det

—a —a r—b

ol a=Vpe=p D72, p=2TU _Sln.(n+1)ﬂA et l'ordre de cette
1—p sin 7A
matrice est £2+1. fu(r,A) n'est autre chose que le polynéme carac-
téristique de A4 (avec Ag=A1=---=Ay11=A), et
af(n—k)

"_‘—‘(7' )\”7—0-— £l fk(o )0
Par les relations de récurrence
Fuoii(r, )= (r—b-+) fut 2 b—a—r)k(— 1,

sinmA(z+1—4&) sinfa (242
on & fi0,y=SRTE s mentd)

Si on pose A:;—_?_Zf—l—e ou m est un entier tel que O0<m<n+1 et
¢ (>0) est choisi suffisamment petit tel que (z+1—4)A ne soit pas un
entier pour tout £(=0, 1, .... %), le singe de fx(0, A) est égale a celle de

(—1ymé+1) sin(e —%1)—
(0, A) et par le lemme suivant, si m<(n+2)<m-+1, I'équation f(r,A)=0
P q

a justement #z racines positives si » est paire et elle en a n+1—wm si m

77-). Par les changements des signes des

est impaire.

Lemme 1. Soit f(r)=r"ttapttair® 14 ... +an un polynéme
& coefficients réels non nuls dont I'équation f(r)=0 posséde seulement des

\

racines réelles. Supposons que, i croissant de 2évo a n, les signes de
a; changent m fois. Alors, si ag >0, cette équation a justement m

racines positives et, si ap<0, elle en a m—+1.
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La démonstration se fait par l'induction relative a .
Comme la matrice 4 dépend seulement des p, (0<la<{z+1), on

ala

Proposition 2. Swusppons que tous les A, (0<a<oo) sotent réels
et aucun n'en est pas un entier, et posons Ae=n—+2)d+A® on d est
un entier et —1<2AO<n+1. Alors, si m—1<AP<m, il y a des
solutions 1, Q, ..., Qny1 de (xxx) telles que la forme hermitienne

1921124122124+ | Rps1-m|2— | Luio—m|2— -+ — [Qn+1]2

est invariante par la représentation p.

Maintenant nous allons examiner les aspects de ramification des
solutions de (***). Comme les hypersurfaces Sy ne croisent pas en
position générale, on repart de I'espace projectif P” dont les coordonnées
homogenes sont notées par xi1, 2, ..., #n+1 (quleque fois on posera
xn+1=1 et on considérera =xi, xg, ..., xp, comme un de systéme de

coordonnées inhomogenes). Et designons

Sioil' iy = {(x>' Ky =Xg,=""" inp}l)

et Aigiy- 1, =Nt i, - +Ai,—p

Les points en probléme sont sur un S‘ioil"'iﬁ (p>>2) ou bien une partie
commune des Sig,..., (p=>1). Alors si on pratique le o-processus
de Hopf a chaque Sy,...1, en l'ordre de p plus grands, dans 'espace
modifié¢ o(P")?), surfaces modifiées o(Siz,...1,)? se croisent en position
générale. En effet, c’est évident si #=1. Supposons que c’est vrai
si les dimensions sont au plus #—1. Au cas de dimensions 7, con-

sidérons par exemple Soi2...n et posons xpy1=1. Et pratiquons le

T X1 X2 Xn .
o-processus a l'origine en posant B T A un point tel
n
que £,540, en posant §,=1, on peut choisir ({1, &, ..., £n—1, ¥5) comme
les coordonnées locales et, 14, x1=x2=":-=x,=0 s’exprime comme x,=0

et chaque x;=ux; ont, par ces coordonnées, I'expression &=¢§; (0<z, 7 <,

=0, £&,=1). Alors le probléme se réduit, localement, au cas de
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dimensions z—1, parce qu'on peut considérer séparément dans I’espace
de la variable xy et celui des &, &, ..., é4-1.  Donc, par la récurence,
I'énoncé est vrai localement. Or on peut unir ces o-processus locaux
sans difficultés®), ce qui compléte les démonstrations. Cela posé, il y a
2m+2—(n+-4) surfaces caractéristiques et il est évident que o(Siy,...1,)
N0(Sse,---7,)3P, si et seulement si {7, do, ..., 2p} N {J0, /1, ..., Ja} =,
{d0, 71, ..., Zp} C {Jo, j1, ..., Jq} ou bien {2z, 71, ..., p} D {j0, /1, ..., Jq} €t
que o(So1...7...n+1) correspond naturellement & S‘zm.

Nous commengons par vérifier que la fonction # a les monodromies
données. Les valeurs propres de p?;(1<¢<n, 0<j<n+1, i=47) sont
uij et z-ple de 1, et celles de p3.. (1<{é<{#) sont p. et z-ple de%. La

forme canonique de Jordan de p?;(resp. p%.) est diagonale si ug ¢l
q Py resp. p g Mg

(resp. si pio=¢l) et autrement elle est £ —}—((1) %) (resp.i<E—;—((1) i)) ou

E est la matrice unité. En se servant de ces proprigtiés de matrices
p?y et an calculant les ordres par l'intégration, on peut savoir les états
des w; (1<<i<n+1) au voisinage de S;;9;

En Sy (7,730, 00), wylaz%i, ) et wi+w; sont holomorphes, et si
w7l Fy=pil—pwi—A—p)(l—p) 2 wg—(1—pz)w; correspond

ou j<a<i

A Fijna(xi—xp)tii et, si py=1, Fy et w; correspond respectivement
a Fynn(xi—xi)*ii et & (xi—xp)ViiFyynaalog(xi—x5)+(xi—25)¥ i Fyjn.

° 1— . ..
En Si, wr— 1_Z: g1 k—1w; (, k542, j<k) et (1—po+-(1—ps)

po1. . .i—1)wj—po1...j~1(1 —ps)w; sont holomorphes, et Fp= gi(l—pi)wa
a

+w; et w; si (721, si 7=1, on pose Fypp=we—(1—p1)w1) correspondent

aux derniéres deux fonctions ci-dessus.

o A;—1 R
En Si., (%;) wela=1;...,7,...,2+1) sont holomorphes et (

1 \Ai-1
0

1 1 ) H> t L)%t dent
- —U—= — - nden
[(teo— Dews— (1 —pq) Eiwa"l_#oc(,u'i )a>1 w,] e (x) w; correspo

aux derniéres deux fonctions ci-dessus.
Ce qu’on vient de voir montre que les énoncés de §l sont com-
plétement affirmés. Puis on va faire les recherches des monodromies

3 o(Sigiyo,) (p=2) et 3 Sons1. Pour cela, il suffit de considérer
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seulement 0’(~§01-~m> (m<n) et So1 parce que, si, en décrivant la courbe
C sur le plan de #, on change l'ordre des xp, ¥1, ..., ¥n+1, ¥w, ONn peut

facilement les savoir sur les autres o(Syy;,...1,).%

: L & Em—
En So;... osons xpt1=1 et ——=—""=...=———--=— Alors
01.---my P n+l 71 %2 Tm1 Zm

on a

]——-/ulo—l(u—ﬁxm)‘l“l...(u—fm_lxm)lm-x‘l

X (t— ) n =Y — xma1)ime L, (— 1) nn1dn

et, en posant u=u'xp,

I=xhom "“/u'lo_l(u'—fl)ll‘l. (o —Emt)Am-171(2 —1)An~1

N G 2 ' 1,1
X\ ——— (o' xm— xma1)Ame L (0 X — ) v .
m

Donc, on voit que, par l'intégrale premiéred, wi—wj; (¢,/=m+1, ...
n+1, o) sont holomorphes en ¢ (5:01...7”) et, par la deuxiéme, xyfo:-em
wy (=1, ...,m) sont holomorphe et x1_n)'°"""‘[(P01'~‘m—1)wn+l+a§m(]-_
Pnt+l)Wq] €t xR0 -emwyiy joue le réle des derniéres deux fonctions a §i;.
En effet, si les chemins d’intégrales sont bien choisies, et si xm+1,
Xma+2, ..., Xn sont suffisamment grands, (&' xm1—xm1) m L (0 xmio—
Zmag)meeL, . (4’ xp—2xn)*n71 est holomorphe. En la développant en
série de Taylor, on peut considérer l'intégrale / comme l'intégrale du
type d’Euler & moins dimensions. Par la pseudoconvexité on obtient le
résultat ci-dessus.

En Sop+1 un de 1,2, ..., », disons 7, n’étant pas nul, si on pose
x;=1 et regarde (x1, %9, ..., %4, ..., ¥p+1) comme un systéme de coordon-

nées inhomogénes. on a facilement
]=xﬁil/ul°‘1(u—x1)‘1—1...(u—l)‘i“l...(u—xnﬂ)lnn—l du

et par suite on voit facilement les états des w; (1<7<{#+1) en x,41=0.
Maintenant, si aucun de Ay,...;, n’est pas un entier, on peut savoir
la monodromie aux points communs des quelques o(Sy,...s,), en se

servant des expression ci-dessus et en remarquant ce que, comme le
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groupe fondamental local est commutatif, on peut diagonaliser simul-
tanément tous les éléments du groupe de monodromie locale. Or
nous n’allons qu’'en présenter quelques exemples parce qu’il sera
seulment ennuyeux de décrire le cas général.

En o(So1...m) No(Sm+1 m+2...n+1)®, les générateurs de w; (1<z<C
7n-1) sont donnés par une fonction holomorphe, 7 fonctions en forme de

xpyor++-m X (fonct. holom.) et (n—z) fonctions en forme de (xp—1)Am+1eeens

&1 . 75
m (A<i<m—1)et

X xj—1

X (fonct. holom.) ot on a eu posé xp41=1,

1 . .
= xn—]. <m+1£]gn_1)y et adopte §1’ EERE] fm—l, Xm, "]m+1» ceey 7771«—1;

xp—1 comme les coordonnées locales.

En o(So1-..1) No(So1...m)8 (<), les w; (1< i< n+1) sont engendrés
par (r+1—m) fonctions holomorphes, (m—/) fonctions en forme de
xAo---m X (fonct. holom.) et / fonctions en forme de &foeeet xfoieeomx

E‘L

\ 4 _ _ 1 . 777
(fonct. holom.) ot on a eu posé xp41=1, 'x—i—%(lgzgm—l) et &

=é AL Fj<I—1), et adopté m...m-1é1...ém—1%m... Xy comme les coor-
donnés locaux. Si quelques-uns des A;...;, sont des entiers, les
circonstances sont plus compliquées mais il ne sera pas tres difficile de
déterminer exactement les aspects de ramification. Cependent nous ne

le donnons pas en détail parce qu'on n’a pas besoin pour le moment.

3. Fonctions automorphes.

Etant données les solutions linéairement indépendantes

w1, W2, ..., Wy+l
du systeme d’équations (***), puisque

D(wl! w3, ..., wn+l>
=const X, —X A a—1
D(ly X1, X2, ..., Xn) Osa<_g_sn+1< a ﬂ) af

par le corollaire 1, elles donnent une application analytique w de
I'espace de recouvrement universel de D a I'espace projectif de dimension
n, et de plus elle est localement biunivoque. Donc on peut considérer

I'application inverse w1 qui est généralement multiforme. Notre
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probléme actuel est de chercher les conditions sous lesquelles cette
application w™! est uniforme et de déterminer son domaine. Parle
corollaire 27, on voit que, pour cela, tous les Ajg,...¢, doivent étre
égaux respectivement a linverse d’'un entier® ou zéro, sinon il
existerait deux points qui correspondent & un méme point au voisinage
de o(S4,.-.4,), qui est montré directement ou (si Asy,...¢, est un entier)
par le théoréme de Rouché. Dans la suite, supposons que =2,

Alors pour que ces conditions soient remplies, il faut que 0<{A;<{1
(0<i< ). En effet, comme —%g)‘i+)\w~lg—}2— 0OLi<n+1), en

n+1
additionnant pour tout 7, on a A,<l. Et si A.<<0, on aurait 3 A;>
i=0

n+1 et un des A, disons 7, sera plus grand que :ié . Encore en

additionnant )\H—A;—lg% pour tout ¢ (0<{¢i<{#+1) on a une contradic-
tion.

Sous ces conditions, si tous les A; sont des nombres rationnels, les
w; sont regardés comme des périodes d'une forme différentielle de

premiere espéce d’une courbe algébrique définie par
v=p(u) =0t Y u—x21)" L. (u—xp)*n L(e— 1) nni1

Soient wy’, wy, ..., w'sy un systéme fondamental des périodes de la forme
Y()du, ot g est le genre. Alors grace 4 Riemann, il y a une forme
hermitienne Ao=(a0ag) invariante par le changement de systéme de
cycles telle que

2g Y - -
T @pugwawy=-——== 3 (Wjwyy;—wyriws) >0
Py afWa® g 9 IS‘th< JP9+1 g i)

|

—

Puisque tous les w} sont une combinaison linéaire des wiy(1<7<»), il
existe une forme hermitienne par rapport aux w; qui est invariante par
la représentation p, et comme, p étant irréductible, telle forme est unique
a un facteur réel prés, donc elle n’est autre chose que 4. Dong, si on
prend le nouveau systéme de solutions £y, £2y, ..., 2,41 données dans

la proposition 2, on a (comme 0<{A.<1),

[£21124 82|24+ + 2512 — | 2041120
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On le voit facilement si on calcule la valeur de w4 w* & So;..., en posant

A _n+1/2

A<Li<n) et Agy1=1/4 et remarque que wAw* dépend

continument de chaque A;.

Par suite on obtient une application
Q=<'Ql, 929 LEEH] -Qn+1)

de D a l'espace projectif dont I’ image de D est contenue dans la boule
unité B.

Jusqu'ici on a vu qu’il faut que 0<{A;<1 et Ay, .. .4, soient respective-
ment l'inverse d’un entier® ou zéro pour que 'invertion d’application
£ soit uniforme, et qu’en ce cas 'image est contenue dans la boule
unité B. Mais I'auteur ne sait pas encore si ces conditions sont
suffisantes ou non. Pour cette raison nous nous bornons maintenant a
donner quelques examples.

D’abords préparons les lemmes,

Lemme 2. (a) Soient f1,fe, ..., fni1 les fonctions holomorphes
définies dans {0<|xi|<| 1<i<n}. S7

D(fyy oo fur)) _ a1 Lo 1
—_Da,—;rl’ - xn) xlp X9 P: Xy Py f(xl . xn)

on [ est holomorphe et ne s'annule pas & ['ovigine, en posant
xlzgjlj'y x2=55)2) ey xr:f?') xr+1=§r+1.» cees xn=fn)

DA, .o fur1) est holomorphe et ne s'annule pas & ['origine.

D<1’£1’-~~1£7l/>
(6) Soient f1,f2, ....[n, £ des fonctions holomorphes & ['ovigine

de l’espace des n variables x1,%x2,...,xn. Et posons fpi1=fn log 21+ 4.

D(fl)ny ---)f'lH'l) _i
DA, 11, ) — xS
Jjamais, et si une forme

..xn) ot [ est holomorphe et ne s'annule

n nt+l
E § iifflz—lzdnﬂjfﬂz
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dont tous les ainy1 ne sont pas nuls est invariante par les changements

n n+l

1 1' jz—:laijf”z

. — est bien définie au voisinage
|2 anvuifyl®
de x1=0 et, x; tendant vers zéro, elle converge uniformément localement

al.

des branches de log x1,

D(f1, ..., [n+1)

En effet, (a) est évident si on remarque le fait que D(, & )
’ y eeey SN,

CD(fyyenfur) | D(x1, e Zn) " .
=D, %, ... %n) D En) Par la premiére condition de (b),

fn ne s’annule jamais sur x1=0, et la deuxieme assure que % |ai0]2
—|an+1012=0. Donc on a le résultat désiré. =0

Si tous les A; (0<</<<7z-+1) sont rationnels, les ramifications du
domaine riemannien obtenu par la prolongemenf analytique simultanée
des w; (0<i<<n+1) sont, si on le considére dans o(P™), logarithmiques
(si Agg,...i, est un entier) ou bien algébriques et uniformisables (si
Aig,...i, N'est pas un entier), ce qui est facilement montré par les résultats
de §2. Donc désignons W la variété obtenue en les uniformisant, et

7 la projection naturelle de W sur o(Py).

Lemme 3. Supposons que 0< i <1 (0<i <o) et l'application
puisse se définir partout sur W, qu'elle soit localement biunivoque, et
que, pour toute suite {P,},-1y2, ... de points de W dont tous les points

d'accumulatoin de{r(P,)} se situe sur (1 {0(Sty,...i,) gty . 1, €5 Un
0,b1," 7", %p
entier}, tous les points d'accumulation de {Q(Py)} se situe sur la sphéve

unité. Alors I'application Q271 est uniforme et définie partout sur la
borle unité et elle décide les fonctoins automorphes, dont le groupe est
Uimage du groupe fondamental w de D par la représentation p, dont un
domaine fondamental est I'image par Q d'un domaine sur W dont
limage par v recouvre tout o(P"?) d'une maniéve univalente, et dontle
corps de fonctions est isomorphe an corps de toutes les fonctions

méromorphes sur

c(P”)—i . U i{0<5i0il"‘ip); Aigi,...i, €St un entier}.
R
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Et $'1] existe une variété Vy et une application birationnelle s de o P™)
a Vy de facon que l'image par s de tout o(Sig,...1,) dont My, ...q, est un
entier soit une sous-variété de codimension au moins deux, le corps de

Sonctions automorphes est purement transcendental.

En effet, soit Qo un point de I'image par £. Au voisinage de Qy,
£ est bien défini. Soit L une courbe partant de Qy et se dirigeant
jusqu’a un point Q. Supposons que la prolongement analytique est
possible partout sur L sauf Q. £2-1(Z) est une courbe sur W et 72-1(L)
a au moins un point d’accumulation P. Si P est sur un Sig,...q,
dont Agy,...1, est un entier, Q est sur la sphére unité. Autrement, notons
{P.}r=1,2,... la pré-image de P par 7 et Q, 'image de P, par 2. Si
on choisit un voisinage /M de P suffisamment petit, les composants
M, de 771(M) qui contiennent P, sont disjointes et l'application £
restreinte 4 un de M/, est biunivoque. Comme les M/, se transforment
mutuellement par 'opération du groupe fondamentat ; et il en est de
méme de leurs images /V, par l'opération de la représentation p de =y,
£ restreint & un M, quelconque est biunivoque. Or, comme p rend
invariant la forme iﬁlgi|2_|gn+1|2, tous les NV, sont congruents par
rapport a la distance 1cle Bergman-Poincaré. Donc si, Q ne se trouve
pas sur la sphere unite dB, Q est contenu dans un V,. £ transformant
M, & N, isomorphiquement, £271 peut se prolonger analytiquement
aussi en Q. En consequence £2-1 est défini partout dans la boule unité
B. Comme la boule unite B est simplement connexe, £2-1 est uniforme
dans B. Le dernier énoncé est assuré par la pseudoconvexité de
domaines de méromorphie, et les autres énoncés sont évidents.

Si n=2 et tous les Ay (0<7, j< o0, 75~ f) sont égaux respectivement
a I'inverse d’un entier positif8 ou 4 zéro, ou si #=3 et tout A; est égal &
2/3, le lemme 2 assure toutes les conditions du lemme 3. Pour le voir,
il ne faut que remarquer qu'aucune des surfaces de ramification
logarithmique ne se croisent pas mutuellement, et que, (§1,€,....n—1, %n)

étant des coordonnés locales d’un point de Spi...n par exemple,
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remplacer ; (1<s<n+1) par xztu--.n £ et calculer

D(x;lm'"" er X5 x;l“'"" 'Q"H'l)
D(,&,....¢n1,%n)

Exemple. On obtient les fonctions automorphes dont le corps est

tout purement transcendental, si z=3 et
1) A=2[3 0<Z<4)
ou si #=2 et les A; prennent les valeurs ci-dessous

(2) XN=3/5 (0<i<3), (3) XN=5/8 (03,

(4) X=5/9 (0<<3), (5) A=1/2, i=Ad=A3=7/12,
(6) M=T7/12 (0<i<3), (7) A=A=A2=5/8 A3=5/12

(8) X=T7/15, Ai=A2=2A3=3/5, (9) A=M=2/3, Xo=A3=T/12
10) A=2/3 (0<i<3) (11) de=A=2A2=1/2 A3=2/3
(12) X=M=X3=2/3, A3=T/12 (A3) A=M=1/2, la=23=2/3
(14) M=x=3/4, Ap=23=1/2

En effet, le probléme est seulement relatif & la rationalité du corps
de fonctions, Elle est évident pour (2)~(9) parce que le domaine
fondamental est compact. Pour les autres, on peut construire facile-
ment la variété Iy et I'application .

Les exemples (2), (3), (7) et (10) sont trouvés par Picard, et
lauteur pense que les exemples (1), (2), (10) et (14) correspondent
respectivement a (2), (4), (1) et (3) de M. G. Shimura.
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Notes

On note Siyi,...1p={(x); (XVEStyt;...145, Ti,% 25 pour tout j¥o,zn,...,5p}

Exactement dire, 0=020030'+-00, ol oa (2<a<7) est I'ensemble de o-processus par

rapport & chaque cat+100a+2°...002(Sty1y...4,)-

En effect, par exemple, au voisinage de Sig...n,

m 2 -1, . N L 2
KOS/ SRR L equivaut a n_r_
x e Zn—1 & &

On peut confondre .S.}j et 0(5”[1).
Exactement dire, il faut prende les branches convenables.
les ramifications de w en block.

Exactement, il faut en enlever les sous-variétés,

Mais ce que nous intéresse est

L’énoncé analogue au corollaire 2 est vrai aussi & o(Sig,...¢ »- (P22).

Il faut exclure 1 et —1.



