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§0. Introduction

Ce travail est consacré a I’étude du comportement asymptotique des valeurs
propres de ’'opérateur:

d=do+V

2

dans R", ou & est un opérateur différentiel d’ordre 2m, a coefficients constants,
formellement auto-adjoint et elliptique, et ¥ un potentiel tel que V(x)>1 et lim V(x)
[x| =00
= 4 00.
Soit N(4) le nombre des valeurs propres de & qui sont plus petites ou égales a
A. Alors

NQ)~1p(A, V) A— 400

ol ¢(4, V) est la fonction:
©.1) 8, V)= {(— Vepymdx

(f+ désigne la partie positive de f) et I est une constante qui dépend du symbole
principal «'(£) de «:

0.2) l=(21r)"'S de.
&' (3)S1

Le cas de I'opérateur de Schrodinger, c’est-a-dire le cas o, =Laplacien, a été
étudié par G. V. Rosenbljum [3]. Notre travail généralise donc celui de [5].

Les hypotheses faites sur V sont celles de [3] et sont énoncées au §1.

La méthode utilisée pour étudier N(4) est la méthode variationnelle de R.
Courant, développée dans les travaux de [!] [3] par exemple. Elle consiste a
étudier un ‘‘modele qui est dans notre cas un opérateur « avec ./, homogene et
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V un potentiel ayant une certaine régularité ponctuelle. Ce modele est étudié au
§3. Nous passons au cas général par une méthode de perturbation décrite au §5.
C’est une perturbation dans les formes hermitiennes elles-mémes. Elle est donc
plus naturelle et plus simple que la méthode de [*] qui utilise la perturbation des
opérateurs compacts. Auparavant, nous aurons besoin d’une caractérisation du
domaine de l'opérateur 7, elle est donnée au §4. La bibliographie donnée a la
fin de ce travail est succinte; pour une bibliographie plus compléte, nous renvoyons
a celle de [5].

Le plan de ce travail est le suivant:
§1. Notation et énoncé du résultat
§2. Résultats auxiliaires
§3. Etude du modele
§4. Domaine de 'opérateur
§5. Perturbation asymptotique de formes hermitiennes.

§1. Notations et Enoncé du Résultat

Pour un ouvert Q de R" et m entier >0, nous notons H"(Q) I’espace de Sobolev
usuel d’ordre m sur Q et comme d’habitude L,(Q) I’espace H(Q).
Pour ue H"(Q) et [=0,..., m, nous notons la semi-norme

I!
)}y = |§=IW | D*ul,

ou D* est la dérivation

aa;+'~~+¢,‘
ax?luoax:n

(=il

et || Iz, la norme de Ly(Q) issue du produit scalaire usuel noté < , >, ).
L’espace H™(Q2) est muni de la norme:
ullFrmay = ltlfim@y + 14,0
Nous notons H3() I’adhérence de €3(Q2) dans H™(Q2).
Lorsque 2=R", nous notons H™ au lieu de H™(R"); de méme, les notations
<, >, S F(0)dx, etc..
Suite & I'introduction, nous considérons un opérateur différentiel d’ordre 2m
a coefficients constants
MO(D)= Z aaﬂDa+ﬁ
alsm
Bism

avec a,;=4a,; pour tout o, B; o7¢(D) est donc formellement auto-adjoint.
Nous faisons I’hypothése d’ellipticité suivante: il existe une constante E>0
telle que, pour tout systéme de nombres complexes 1=(1,), |a| =m, nous avons:

J— !
1.1 Ayt =E Y 21,
(- et 2 E E S 1Tl
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11 est clair que (1.1) entraine la condition d’ellipticité usuelle:

LQ= T apIZEL" LeR.

Considérons la forme intégro-différentielle sur R":

ag(u, v)= Y Sa,ﬂD“u DPy dx
alSm
|ﬂ|Sm
Puisque &7 o(D) est formellement auto-adjoint, ay(u, v) est hermitienne sur €g.
Comme ay(u, v) est continue sur H"x H™ et €§ est dense dans H™, ao(u, v) est
hermitienne sur H™.
D’aprés L. Garding, la forme aq(u, v) est coercive sur H™ c’est-a-dire qu’il
existe des constantes «, C positives telles que:

(1.2) ao(u, uy+alull},>Cllulllm ueH™
Considérons un potentiel ¥ sur R", vérifiant:

Ve Lﬁc’ VZI

(1.3)
lim V(x)= + 0.

|x|—o0

Remarquons tout de suite que ’hypothése V' >1 est faite par commodité; on
peut seulement supposer que le potentiel V est borné inférieurement car on se rameéne
au cas précédent en changeant &7 par & cte.

Notons
p={ueH"; V12uelL,}.
C’est un espace de Hilbert avec la norme naturelle

lullfrp=lluldm+1V12uli,.
Considérons la forme intégro-différentielle:
(1.4) ay(u, v)=ay(u, v)+SVu5dx.

Elle est définie et continue sur H} x H.
Puisque V est réel, a,(u, v) est hermitienne sur HJ.
Elle est coercive sur H} car de (1.2), nous avons:

(1.5) ay(u, w)+allul|lz,>Clulfy  uweHp.

(Dans la suite, les constantes issues des majorations seront notées par la lettre
générale C; par conséquent, différentes C se suivent sans étre forcément égales).

Soit A I'opérateur non borné dans L,, auto-adjoint, engendré par le triplet
(ay(u, v); Hp, Ly). A est une réalisation auto-adjointe de I'opérateur différentiel
(-, D)= (D) + V(-) c’est-a-dire que, pour u du domaine de 4, nous avons:
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Au=x/(-, D)u

au sens des distributions.

D’aprés (1.5), le spectre de A4, qui est réel, est semi-borné inférieurement. 1l
est formé de valeurs propres réelles a multiplicités finies dont le seul point d’ac-
cumulation est +co en vertu du:

Lemme 1.1, L’injection de H} dans L, est compacte, lorsque m>0.

Preuve: Cela résulte de I’hypothése (1.3). En effet, soit (u,),y une suite
bornée d’éléments de Hj. 1l existe une sous-suite, notée encore (u4,),en, QUi converge
faiblement dans H vers une limite, notée u. Nous allons prouver qu’elle converge
dans L, vers u.

Soit £>0. PuisqueI llimoo V(x)= + o0, il existe p(¢)>0 tel que:

xl-

SI ) -uGRdx<s2 ke,
x|>p(e)

Dans la boule B(g) de centre 0, de rayon p(e), I'injection de H™(B(e)) dans L,(B(g))
est compacte car m>0. Il existe donc k(e) tel que:

[ we-umrdxser k2.
|x]|<p(e)

1l en résulte que ||u,—u|}.<e pour k>k(e), d’ou le lemme.

Soit (4;);en la suite des valeurs propres de A4, les valeurs propres étant rangées
dans l'ordre croissant, répétées suivant la multiplicité. Notons

NG A= 3 1.
J

Nous allons faire les hypothéses suivantes sur V.

Elles sont de deux sortes. La premiére est de caractére taubérien et concerne
la fonction (A, V)=mes {x; V(x)<4}.

La deuxiéme concerne des hypothéses locales ponctuelles et intégrales sur le
potentiel V. Ces hypothéses sont:

(1.6) o6(24; V)< Ca(4; V)
pour 4 suffisamment grand,
(L.7) V(x)<CV(y)

presque partout, lorsque |x—y| <1,
(1.8) 1l existe une fonction continue (f)>0, 0<t<1,n(0)=0 et un réel fe[0, 1[
tels que:

x=Yy|<1
x+z|—y|Sl

S | [V (x+2) = V(x)ldx <nlz]) |21V (p) 1+ #12m

pour tout y, zeR"_, [z| <1.
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Voici le résultat principal de ce travail:

Théoréme 1.2. Sous I'hypothése (1.1) sur oZo(D) et les hypothéses (1.3),
(1.6), (1.7) et (1.8) sur le potentiel V, nous avons

(1.9) NG A)~ld(h; V) A— + 00

ot ¢(A; V) et 1 sont définies par (0.1) et (0.2).

(Dans (1.9), f(A)~g(2) signifie que lim JA _ 1).
imtw g(4)

Nous aurons besoin dans la suite du résultat technique suivant concernant la
fonction ¢(4; V): :

Lemme 1.3. Il existe une constante C>0 telle que, pour tout ¢>0:
(1.10) d(A(1+e); VIS +C\Je)12m¢(A; V)
pour 1 suffisamment grand.

Preuve: 1l suffit de suivre la preuve du lemme 1.1 de [*]. On utilise seulement
I'hypothése (1.6) sur V. - v : :

§2. Résultats auxiliaires

2.1. Comparaison de formes hermitiennes

Soient a(u, v) et b(u, v) deux formes hermitiennes positives définies respective-
ment sur les domaines X et ¥ avec X Y.

Soit Z un sous-espace de X. Pour AeR, on note:

N(%; a, b; Z)=infcodim {U<=Z; a(u, u)>Ab(u, u), ue U}

étant entendu que I’écriture Uc<Z implique que nons prenons la codimension de
L relativement 4 Z, c’est-a-dire la dimension du quotient Z/L.

Proposition 2.1. SiZ,cZ,cX, alors:
(2.1) N(4;a, b; Z))<N(A; a, b; Z,)
pour tout e R.

Preuve: Si le second membre de (2.1) est + oo, c’est évident. Si non, pour
e>0, il existe un sous-espace U, cZ, tel que

codim U, =dim Z,/U, <N(; a, b; Z,)+5
et
a(u, u)‘>)yb(u, u) YueU,.

Prenons U, =U, nZ,.
Il reste, pour montrer (2.1), a vérifier que
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2.2) dimZ,/U,<dim Z,/U,.

Notons ¢; (i=1, 2) la surjection canonique Z;,—Z;/U;,, On construit une
application de Z,/U, dans Z,/U, de la maniére suivante:

Soient £€Z,/U, et x un élément de Z, appartenant a la classe de &, on vérifie
que la quantité n=q,(x) est indépendante du choix de x car Z, =Z,; on construit
ainsi une application i en posant n=y/(£). ¥ est injective car si Y(£)=0 tout repré-
sentant x de ¢ appartient 4 Z, eta U,, donca U, n Z,=U, ce qui entraine que {=0.

L’injectivité de ¥ prouve (2.2), ce qui termine la preuve de la proposition.

Proposition 2.2. Supposons que X muni de la forme a(u, v) soit un espace
de Hilbert. Soit X, un sous-espace fermé de X et X, 'orthogonal de X,
Alors:

2.3) N(i:a, b: X)<N((1+8)A: a, b: X0)+N( “g‘*‘ Aia b X1>

pour tout L€ R et ¢>0.

Preuve: On peut, comme avant, supposer que le second membre de (2.3) est
fini. Notons t=A(1+¢) et s= il(lei

Pour §>0, il existe des sous-espaces Uy= X, et U; = X, tels que:

codim Uy < N(¢; a, b; Xo)+%

et

a(ug, ug)>tb(ug, uo), uge U,
2.4

codimU,<N(s; a, b; X,)+ g

et
a(uy, uy)>sb(uy, uy), ueU,.

Considérons U=U,®U,.
Comme X=X,®X,, il est clair que I’on a:

im X —dim %o 4dim X1
dim T dim U +dim T,

Nous avons dong, en utilisant (2.4):
2.5) codim U< N(t; a, b; Xo)+ N(s; a, b; X|)+0.
Pour ue L, u s’écrit u=uy+u, avec u;e U; et on a:
a(u, u)=a(ug, uo)+a(uy, uy)

d’ou, en utilisant (2.4) et le fait que b(u, u)'/2 est une seminorme:
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a(uy u) tb(u09 uO)+Sb(ula ul)

B u)  (Bluo, ug) 2+ b(uy, up) iz €U

En utilisant I'inégalité:
@+pr<(+o(ar+Lp2)
nous obtenons, de I'inégalité précédente:

t
a(u, u)>l—+6b(u, u) uel.

Comme =], nous obtenons (2.3) en utilisant (2.5) et en faisant § vers 0.

t
I+e¢
2.2. Probléme de Dirichlet et de Neumann sur un cube

Soit Q, un cube de R", de coté p>0.
Notons:

ag, (u, V)= % S a,zD*u DPv dx.
la|=]8l=mJQ,

Grace a ’hypothese d’ellipticité (1.1), il est facile de voir que pour tout y>0,
la forme ag (u, v)+y<u, v>,,,,, est fortement coercive sur H™(Q,).
Notons:

N (A:9=N@; ag,+, || 11,0, H"(Q,)

NO(A: 1)=N(4; ag,+v, | 11,0, HEQ,))-

Ce sont respectivement les fonctions de répartition des valeurs propres des
problémes de Neumann et de Dirichlet sur le cube Q, relatif & I'opérateur différentiel
&' (D) +7y.

(2.6)

Proposition 2.3. 1/ existe des constantes C>0 et A,>0 telles que:
[(1=e)"2m(p>"(A—y) + )y/2" = CLe= =2 (p2m(A—y) + D{r=D/2m 4 1]
(2.7) <N P)SN,(4;9)
<I(L+e)"2m(p2m(A—y)+ 1)+ Cle (n=Di2m(p2m(f—y) + 1)~ Di2m 4 1]
pour tout y>0, p>0,£€]0, 1] et 1> 4,.
Preuve: En utilisant la proposition 2.1, nous avons:
N9(A; )N, (A5 7).

Montrons d’abord la derniére inégalité de (2.7).

Pour cela considérons I'espace H}(Q,) des fonctions de H™(Q,) périodiques.
On vérifie que I'on a:

(2.8) | N(4; ag, | I1.00,)s HF(Q,)) —1p"2y/>m| < C|p~ 12~ D/2m 1
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pour tout A.

Soit Z, I'orthogonal de HZ(Q,) dans H™(Q,), muni de la norme ay,+p~2".
D’aprés G. Métivier [*] (voir aussi le cours [3] du CIME de C. Goulaouic qui
traite le cas a bord régulier) nous avons, en notant Q,=Q, Z,=Z2:

N ag+1, || 11,03 2)SCQASV12m+1)

pour tout A.
Il en résulte, par homothétie, que I'on a:

(2.9) N(;ag,+p7", || I}, Zp) SC(pm~ 1A~ DI2m 4 1),

Nous allons maintenant comparer H™(Q,) et H}(Q,).
Soient X =H™(Q,), muni de la norme ay + —l—}z;et Xo=HY(Q,).
Si X, est 'orthogonal de X, dans X, il est clair que:

X, cZ,

Donc, d’apres (2.1) et (2.9), nous avons:
(2.10) N(: ag, + —m s | 1Eaigmi X0 SC(pm A4 1)
Pour >0, la proposition 2.2 et (2.8) (2.10) donnent, avec la notation (2.6):
@.11) N,,(A; —p%;)s 1p"(1+g)n/2m 3 1l2m
+ Cp" (1 +¢)(n~D/2mn=1)/2m 4 1]

+C[pn—l< 1:'8 )("—1)/2m1.(‘_n—1)/2m+ 1:| .

Comme:

1 1
Np(l9)’)=Np(}'+ p2m -7 p2m>'

Nous obtenons facilement la derniére inégalité de (2.7) en utilisant (2.11).
Pour montrer la premiére inégalité de (2.7), on compare H(Q,) et H}(Q,) de
maniére analogue, en utilisant encore (2.8), (2.9) et les propositions 2.1 et 2.2.

§3. Etude du modéle
Nous considérons dans ce paragraphe le cas ol «7,(D) est homogene c’est-a-

dire que:

Zo(D)= ¥ a,D**P

|e|=|8|=m

et le cas ol1 le potentiel V posséde une régularité ponctuelle.
Soit = un réseau laticiel de cubes unités. Par
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Wo=W,(E)

nous notons la classe de potentiels V satisfaisant (1.3) (1.6) et I'hnypothese suivante:
il existe une fonction décroissante w(t), te[1, oo[ avec v(f)—0 lorsque t—+ oo et

un o vérifiant 0<a <1 tel que pour tout cube Q € = et tout x, y € Q, I'intérieur de Q,
on ait

(3.1 V(x)=V(I<Ix=p|*V(x)*2my(V(x)) .

Ce paragraphe est consacré a la preuve du:

Théoréme 3.1. Si Ve W,(E) pour un certain réseau laticiel =, alors
3.2) NA)~I1p(A, V) A— +o00.

Preuve: Soit p, 'inverse d’un entier >1, et considérons Z, le réseau laticiel
obtenu en faisant une partition de chaque cube de = en cube Q, de coté p. Notons
V}, V7, respectivement les bornes supérieures et inférieures essentielles de V sur

Qp

D’apres le principe variationel de Courant, on a:

(3.3) 2 NO(A VSN, A)SQZ_ N@A; VD).

QpeZ, p€EE,

D’apreés (2.7), il existe une constante C> 0 telle que pour tout ¢ vérifiant 0<e<1,
il existe une constante C(e) telle que:

N(@, 4)
(3.4)  <I(1+g)" Y Y (p2m(A—V;) + 1)/
+CE) T pm™(A-V,)+ )= bizmyp CF1]
ou X! est la sommation des Q, pour lesquels:

(3.5) V;s,1+—p%.

Soit —,])— >0>0 fixé arbitraire et prenons A>4,= ('5—

Choisissons p tel que:
(3.6) OAL p~Im<L 284,

Alors, pour Q, figurant dans la sommation 3!, on a, en vertu de (3.5) et (3.6):
3.7 vV, <A(1+426).

Dans le second membre de (3.4), il y a trois termes que nous notons dans l'ordre
(D), (IT) et (III).
En utilisant (3.6) et (3.7), nous avons:

() < 7,C7 31 vol 0, < (262)"2mg(A(1+28); V) .
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En utilisant I'hypothése (1.6) sur V, nous obtenons:
) < Com2mp(A, V) A>2

avec C indépendante de d, A (et de &).
Pour la somme (II), nous avons:

(D) = C() T (p2(A— V) + D)n=DI2m< C(e) (22p2m) = 1/2m x (TII)
Il vient, en utilisant (3.6) et la majoration de (I1I):
(ID < C(e)ot/ (A, V) A= 2q.

Pour majorer (1), fixons un >0 (4 choisir dans la suite) et soit >.!" la sommation
des cubes Q,, figurant dans 3!, pour lesquels V, <t et 3 '" ceux des cubes Q, de
X’ pour lesquels:

1<V, <A(1+420).
Ecrivons (I)=(I")+(I"). Alors, en utilisant (3.6), nous avons
(I =11 +e)" 2TV (p2™"(A=V )+ 1)"/2m
<I(14+e)"¥(a(1428))"2ma(t, V)

pour A> A,
I<i +a)"/2"'2"’§0p (A(1+28) = V(x)+ | V(x) — V,f Iv)ﬂ',/z"'dx.
En utilisant la propriété (3.1) de V, nous obtenons:
(") <I(1+e)r2my 1" SQ [A(L+28) — V(x) + p=(V3) 1@/ 2my (1) ] 1/2mdlx.

Choisissons maintenant t=t, suffisamment grand pour que I'on ait:
5—a/2m(l+26)1+(a/2m)v(to)sé‘

Alors, nous obtenons:

(1)< K1+ o2 (a1 +30) = V(ynds.

En groupant toutes les majorations, il en résulte que, pour 0<e<1et0<d< %,

on a, d’apres (3.3):
NG, A)<I(1+8)m2m g(m +38) — V(x))1/3mdx + CAl2a (1, V)
+(C(8)8"/2m 4 CE"12m) $(2, V)

pour A> é— et C des constantes indépendantes de €, 6 et A.
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En utilisant le lemme 1.3, nous obtenons:
N, A)KI(1+&)"2m(1+ CoV2)n2mb (A, V) + CAM2mg(ty, V)
+ (C(g)61/2m 4+ CoM 2™y (A, V) .

Comme A"/2m=0(¢p(4, V)) lorsque A— + 00, nous obtenons, en prenant la limite
supérieure, lorsque 41— + o0, du quotient N(A, A)/I$(4, V), puis en faisant tendre
d’abord 6—0, ensuite e—0 dans le second membre de I'inégalité précédente:

m NG, 4)

im ey <

Un calcul analogue, en utilisant les premiéres inégalités de (2.7) et de (3.3),
permet de prouver aussi:

NG, A)
Am eary 2

Ceci termine la preuve du théoreme 3.1.

§4. Domaine de I'opérateur 4

Nous allons, dans ce paragraphe, caractériser le domaine 2(A) de I'opérateur
A. Cette caractérisation sera utilisée dans I'étude de la perturbation asymptotique
en approximant un potentiel satisfaisant (1.8) par un potentiel satisfaisant (3.1). '

Dans tout ce paragraphe, nous supposons que V est un potentiel > 1, vérifiant
seulement ’hypotheése (1.7).

Le lemme suivant est essentiel :

Lemme 4.1.  Soit Q un cube unité et § le cube concentrique a Q de cété 2.
Soit ue 2(A) telle que Au est nulle sur .

Alors, pour tout h>0, il existe une constante C,>0 (indépendante de u et de
la position de Q) telle que:

(4.1) SQ Vi) 2dx < Cpl|ul gy + |V 72ul1200)) -

Preuve: Nous allons montrer que pour tout entier k>0, il existe C,>0 telle
que:

4.1’ SQV“’"‘“'"’Iu 12dx < Cillulfpmoy + 1V 2ull}(q)) -

11 est alors clair que (4.1)" prouve (4.1).

Nous montrons (4.1)" par la méthode de ‘‘contours successifs’”. Soient Q,=0Q,
Qs Ox—y, 0, =0 des cubes concentriques a Q tels que Q ; est relativement com-
pact dans I'intérieur de Q; .

Alors nous obtenons (4.1)" si nous montrons:
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VIHG=D2m |y | 2dx+ Y m! Y k=0)i2m| Day | 2dx
o [ al Jo,

al=m

(4.2) gck<g V= 12m) | 24
Qy+1

m! S V(k—j—l)/2m|Dau|2dx>
Qj+1

la|=m o!

pour tout j=0,..., k—1.
Soit donc j fixé. Soit { € ¥F, positive, égale a 1 sur Q;, a support dans 0 -
Comme Au est nulle sur §, on a:

<Cu-Au>,,=0.

Comme 2(A)c HY, on a &u e HY et ’égalité précédente donne

(4.3) [retuizax+ ¥ (29D () PP dx=0.

11 est facile de voir, en utilisant la régle de Leibniz, que I'on a

(4.4) >3 Sa,,,,pa(éuwﬂ‘u dx= ¥ Sa,,,,wmm dx+R
HES HE
avec.:
(4.5) [RISC £ lulurgyenllusgy.r
p+quS2”r’n—l

En utilisant I'hypothése (1.1)', nous obtenons, puisque £>0 et égale 2 1 sur

Q;:

(4.6) z Sa,péD“um dx>E|u|}mgq,)

H
De (4.3), (4.4), (4.5) et (4.6), nous obtenons:

il

m

4.7) SQ'V|u|2dx+E|u|%,m(Q,)SC pZm Ul brg el #l a1

J
qasm
ptgqs2m—1

Notons V7, V7 les bornes sup et inf essentielles de V sur Q.
Nous avons de (4.7):

(4.8) S Vl+((k-j)/2m)|uIdes(V}-)(k—j)/ZmS Viu|2dx
Qy Q,

SC(V}.)("—”/ZM p§m lulH"(Q/H)lulH"(QJn)'

q<m
p+tgs<2m-—1
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En utilisant I'inégalité de Young et des inégalités classiques d’interpolation dans
les espaces de Sobolev, il existe C telle que:

p§m |u|H"(QJH)IuIH°(QJ+1)

a<m
p+gs<2m—1
< C(g I u ' %"'(Qj-# 1) + 81-2"'" ull%z(QJ-*l))

pour tout £¢>0.
En prenant e=(V1)~!/2" dans I'inégalité précédente, nous obtenons de (4.8):

S V1+((k—j)/2m) I u | 2dx
Q

+
<C3)ki- lwm(|u|;,,,mm,+ s S V|u|2dx)
J+1 Qi+

la[=m o!

(k—j—1)/2m ] 3
<C< ) ! ( )y LS Y (k=i=0)/2m| Day | 2dx
V_]+l Q]+I

Vi

J+

+ g V1+(("_j'”/2"')|u|2dx>.
Qj+1

L’hypothése (1.7) sur le potentiel V prouve donc:

S pLHk=i)i2m) |y | 24 x
i

! .
sc(I ) %SQ Y k=i=1/2m| Day | 2dx
af=m . -+t

+ S Vl+((k—j—l)/2m)|u|2dx>.
Qj+1
De la méme maniére, en utilisant encore (4.7), nous avons aussi:

'Z—fg Y k=Di2m| Day | 2dx
lal=m ! Jo,

<C< S Y k=i=0i2m| Day |24
lal=m O JQ;+,

+S V‘*“"“’"”zm)lulzdx).
Qj+1

Les deux derniéres estimations prouvent (4.2), ce qui achéve la preuve du lemme
4.1.

Théoréme 4.2. 1l existe une constante C>0 telle que:
(4.9) IVull,, <C(lAullp,+lulL,)  Vue2(4).

Preuve: D’apres (1.5), la forme a, +o est fortement coercive sur H. Donc,
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quitte & remplacer o (D) par 7 ((D)+a, on peut supposer que la forme ay elle méme
est fortement coercive sur Hj. Dans ce cas, nous allons montrer que I'on a:

4.9) Vull,,<CllAull., Vue 2(A).

11 est clair que (4.9)' prouve (4.9) dans le cas général.
Puisque a, est fortement coercive sur H}, I'opérateur A est inversible et son
inverse G=A""! est un opérateur continu de L, dans Hy. Soit |G||.,;z7 la norme

de cet opérateur
(4.9) est équivalent a:

(4.9)" IVGol,,<Clvll,,  VveL,.

Nous allons prouver (4.9)".

Soit un réseau laticiel de cube unité Q. Pour chaque j, notons (J/ le cube
concentrique a Q/, de coté 2, x; et j; respectivement les fonctions caractéristiques
de QJ et de Q.

Alors:

(4.10) IvGoli,
= ;le;Vleli,
SZ(§”XjVG(I—ij)v”%.z'k;”ijVGva”%z
<2(8;+S,) .

Notons u;=G(1— j;)v.
Alors u; € 2(H) et Au; est nulle que §/.
Nous pouvons utiliser le lemme 4.1, avec h=2, pour obtenir:

SQ V2|u,.|2arxs0(|u,|§,m«,,)+&2 Viu,)2dx) .
J 5

Nous avons donc:

siscx( x 2 {y10:6a-gpoiras+ {5y 160 -7 01%dn)

scz( S |D“Gv|2dx+SxJV|Gv|2dx)

+CZ< Z Sx,ID“Gx, [2dx +Sx,V|Gx,v|2dx>

@10 = (1 f1ax =22 lax =2+ 1a.
J J

Il vient, en utilisant (4.11):
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!
> ™ (2,1 DGoldx + {1,¥16012dx)
7 \|a[=m O:

<CUGolEm+V2G0|1,) <CIGIE,;apllvl,

De méme:

J

' (s ~ ~ ~
2( %, 2 ulpeypirax +{zvi61,01%x)

< ; (1GH;v 1 7m+ 1 V2GT,01E,)
<CIGIL, iy S 110125 < CIGIE gl
En groupant les majorations, nous avons:
(4.12) S, <Clv%,-
Pour estimer S,, nous décomposons comme G. V. Rosenbljum:
X, VGE;= (V1) (V12612 (G2
pour obtenir:
4.13) S,<C|vl%,.

Alors (4.10), (4.12) et (4.13) prouvent (4.9)", ce qui termine la preuve du
théoreme.

Corollaire 4.3. Nous avons:
(4.14) 2(A)={ueH*, VuelL,}.
11 existe une constante C>0 telle que:
@.15)  Vuld, +1Lo(D)ul}, <C(l4ul}, +lul},), ued(4).
Preuve: Notons:
HX={ueH™, VuelL,}.

Il est facile de voir que H2 = 2(A).

Inversement, si ue€ 2(A), alors VueL, d’aprés le théoréme 4.2. Comme
L o(D)u+VuelL,, il en résulte que & o(D)u € L,.

L’hypothése d’ellipticité montre alors que ue H?", d’ou (4.14). (4.15) est
alors immédiat.

Remarque: 1l résulte du corollaire 4.3 que ¢§ est dense dans 2(4), muni
de la norme du graphe. Par conséquent, A est la plus petite extension fermée de
Ay, Ao étant la restriction de 4 4 €F. A, est donc essentiellement auto-adjoint.
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§5. Perturbation asymptotique de formes hermitiennes

5.1. Réduction au cas homogéne
Avec les notations introduites au §2, il est bien connu que 'on a:

(5.1 N, A)=N(@; ay, || 11,5 HY)
avec a, définie par (1.4).

Considérons la forme ay associée a la partie homogene de &7 :

ay(u, v)=| ' |ZI Saa,D“u—D—”t_) dx + SVut‘)dx.
al|=|p|=m

L’hypothése d’ellipticité (1.1) prouve que a;, est fortement coercive sur H.
Soit A’ I'opérateur non borné dans L,, auto-adjoint strictement positif, engendré
par le triplet (ay, HY, L,).

Alors nous avons aussi:
(5.2) N, A)=N@; ay, || 11,; HP.

Voici le résultat de réduction:

Proposition 5.1. Si le théoréme 1.2 est vrai pour A', il est vrai aussi pour
A.

Preuve: Nous allons montrer que ap est une ‘‘perturbation asymptotique”
de a,. 1l est clair que I’on a:

lay(u, w)—ay(u, w)|<C 3 |ulgslulna  ueHp.
o
p+as2m—1
Nous avons, comme pour (4.8), I'inégalité d’interpolation:

Y lulpelulpe<e|ul|fm+e'"2"|ullf, ueH™
pPSm
a<m
p+qsS2m—1
pour tout £¢>0.
En utilisant la coercivité de a,, on en déduit qu’il existe une constante >0
telle que:

lay(u, u)—ay(u, w)| Seay(u, w)+tet=2mul3,  uecHp

pour tout £¢>0.
En utilisant (5.1) et (5.2), nous obtenons:

N(l—l—‘lﬁ:‘ﬁ ; A )SN(A" A)SN(}»(1+£)+1;81—2m; AI)‘

1/2m

En prenant s=(%>_ , nous voyons qu’il existe des constantes C,>0, C,>0
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(calculées en fonction de 7) telles que:

(5.3) N = C,A~12my; AV N(A, A)S N@A(+CA712my; 4%,
L’hypothése donne:
(.4) lim NGA+C AP A)

ime 1AL+ C A712m))
D’aprés le lemme 1.3, nous avons:
(5.5) (A, V)SPA(1+ CiA~2m)) < (1 + CCY2A~HAm)n2mg (A, V) .
Alors (5.4) et (5.5) donnent:

(5.6) lim N+ CA712m) 0 4)

A=® l(,b(/l, V) =L

Il résulte de la deuxiéme inégalité de (5.3) et (5.6) que I'on a:

lim Y, 4)

m st vy ST

De la méme maniére, on montre aussi:

lim N& 4

Hm s a2 !

ce qui termine la preuve de la proposition 5.1.

5.2. Perturbation du potentiel

En vertu de la proposition 5.1, nous pouvons désormais supposer que 7 y(D)
est homogéne d’ordre 2m.

Soit maintenant un potentiel V; équivalent a V, c’est-a-dire qu’il existe C>0
telle que

5.7 CV,<V<CV,

presque partout.
Il est clair que Hp=Hy, et Hy=H2%? avec des normes équivalentes.
1

L’homogénéité de o7 ,(D) montre que ay(u, v) et ay,(u, v) sont fortement coercives
sur Hp.

Si I'on note A4, 'opérateur engendré par le triplet (ay,, Hp,, L,) le corollaire
4.3 prouve que:

(5.8 2(A)=2(A,)=H¥".
Notons:
59 MHN=

in codim {L. 2 ()3 dul, > (X7 uj2ax)™, wer]
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Pour >0, nous aurons 4 considérer aussi:

5.10) L,()=

inf codim {Lc@(A);ay(u, w)+ o Aulay (02> A ulg,, ueL}

Dans (5.9) et (5.10), les codimensions sont prises relatives 8 2(A4) évidemment.
Lemme 5.2. Nous avons:

(5.11) L(A)<N(; A)+M(®n)

pour tout n>0, Ae R.

Preuve: D’aprés I'inégalité de Schwarz, nous avons:

(5.12) lay(u, u)—ay (u, u)|
— 2 1/2
s(g—'—"?’/l'— ul?) @ wr ueHy,

Soit £>0. Il existe des sous-espaces L, M de 2(A) tels que:
codimL<N(A; A))+¢/2 et ay (u, u)>2A|uli,, uel

. I V-V |2 1/2
codim M< M(n) +¢/2 et ||Au||Lz>r,(S_V1_ |u|2dx> . ueM
En utilisant (5.12), nous obtenons:
ay(u, w)+ o | Aullpay(u, w)V2>Aulf,  weLnM.

Comme codim L N M <codim L+codim M, nous obtenons (5.11) en faisant
tendre é—0, ce qui termine la preuve du lemme 5.2.
Comme 2(A) est dense dans HY, nous avons:
N(1; A)=infcodim {Lc 2(A4); a(u, u)>Al|u|},, uelL}.

En utilisant la décomposition de 2(A) suivant la base (e;) ;. de vecteurs propres
(orthonormée dans L,, associée a la suite des valeurs propres (4;);.y de 'opérateur
A), on voit aisément que N(4; A) s’écrit encore, de maniere duale:

(5.13) N(@A; A)=supdim {R<=2(A); ay(u, u)<Al|lu|3, ueR}.
De la méme maniére, nous avons aussi:

(5.14) L(A)=
sup dim{RcPZ(A):ay(u, u) + # | Aull,ay(u, 0) 2 < Aul,, ueR} :

Voici le résultat de comparaison entre N(1; A) et N(4; A4,).

Proposition 5.3. Nous avons:
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(5.15) N(% A, )—M(e“/ll’z)sN(/l; 4)

SNQA(+e); A)+ M 1A1?)
pour tout €>0, e R.

Preuve: Puisque A et A, sont strictement positifs, il suffit de prouver (5.15)
pour 2>0. Par symétrie, il suffit de prouver seulement la deuxieéme inégalité¢ de

(5.15).
Soit £>0 et notons k= N(4; A) pour 1>0.
Il est aisé de voir que k est I’entier vérifiant:

(5.16) I <A<hisy.

Soit E,, le sous-espace de dimension k de 2(A), engendré par e;,..., €.
D’apres (5.16), on a:

|Aull}, <Aay(u, u) YuekE,.
D’ol, en prenant n=¢~111/2, nous obtenons:
ay(u, u)+ o | Aul ay (u, )2 < (1+e)ay (s, u)
<A1 +e)lluli,, uek,
D’aprés (5.14), nous avons donc:
NQA; A)=k< L,-1;12(A(1+¢)).
Le lemme 5.2 donne finalement
N(A; A)S N1 +e); A)+M(e7121/2)

ce qui est la deuxieme inégalité de (5.11).
Pour étudier M(A), posons:

(5.17 R(A)=
inf codim{L c2(A);

— 2
Ioto(Dyult, +1Vull, > 2L ujzax,  ueL]

Nous avons le:
Lemme 5.4. Il existe une constante C>0 telle que:
(5.18) ' M(A)<R(CA) VieR.

Preuve: Noussommes dans le cas ou a, est fortement coercive sur Hf, puisque
o o(D) est supposé homogeéne. Nous avons donc, d’apres (4.9)":
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IVull,,<CllAully,  ue2(4).
Comme Au =/ o(D)u+ Vu au sens des distributions, nous avons:
(5.19) | o(Dul},+1Vul}, <ClAult, ue2(4).
Alors (5.17) et (5.19) prouvent immédiatement (5.18).

Soit = un réseau laticiel de cubes unités.
Notons

(5.20) 6_==inf<1, sup (Va)"SQ V=7, dx)
V! étant la borne inf essentielle de V' sur Q.

. . n - , . .
Lemme 5.5. Soit o=inf (%, m)et Z un réseau laticiel de cubes unités.

Il existe une constante C>0 telle que:
(5.21) R(A) < Cogp(A%; V)
pour tout A€ R.

Preuve: Elle suit des idées de G. V. Rosenbljum et nous la donnons briévement

seulement pour le cas 4m>n. Dans le cas n>4m, nous renvoyons a [5]. Notons
_ Vr=r
piz
Utilisant (5.17), nous avons:

R(3) <inf codim {LCQ(A);

X(Ixo(p)u|2+ —'“2—|2~)dx> S(pﬁ— yay %)+|u|zdx, ueL}

Comme V2 — —21— > _;;—2_ , nous avons donc:

R(A) < inf codim {Lc 2(A);
2
S(IMO(D)u|2+ l“zL) dx>1 S(zazﬂ- V2), |u|2dx, ueL}
Comme 2(A) est dense dans H?™, nous avons aussi:

R(l) <inf codim {L c H2m :

| o(Dyu |2+ 2 Vax> L (@a2r2—v2), (u|2dx,  ueL
3 2

Le cas 4m>n permet d’utiliser un résultat de M. S. Birman et V. V. Borzov
(cf. [2]) qui donne:
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(5.22) R(AHLC 3 lgaltits,
Qe

ot g, =(242f2—V?), et E un réseau laticiel quelconque de cubes unités.
On prouve ensuite, comme dans le lemme 5.1 de [*], que:

(5.23) > 9.l Eits) < Cogltmarima (A2 V)
QeZ

0z étant donné par (5.20).
Alors (5.22) et (5.23) prouvent (5.21). Lorsque 4m <n, la puissance de : dans

(5.21) peut étre prise égale a 1 et lorsque 4m=n, égale a ;— (cf. [5D).

5.3. Approximation de ¥ par des potentiels de la classe W,

Soit £ un réseau laticiel de cubes unités.
Pour h€]0, 1[ et t>0, définissons p=p(t, h) par I’égalité:

pPthiZmy(pnt/2) = h.
Pour ¢ fixé, on a lim p(t, h)=0.
h-=0

Pour Q e E, notons pg=p(Vy, h), Q,(x) le cube de centre x et de rayon p, et
définissons une fonction V, par: '

5.24 V. (x)= "'S V(y)d €Q.
( ) n(x) Po 2N Gste) (»)dy xeQ

Les lemmes suivants sont analogues a ceux établis dans [*] auquel nous ren-
voyons par la preuve.

Lemme 5.6. Pour tout he]0, 1[, le potentiel V,e W\ (E) et V, vérifie les
hypothéses (1.6), (1.7), (1.8) et (5.7) avec des constantes C indépendantes de h.

Lemme 5.7. Notons é(h)=h+ p(1, h).
Il existe une constante C>0 telle que:

(5.25) SQW— Vildx < Co(h)V
pour tout he]O, 1[ et Qe &E.

Lemme 5.8. Nous avons:

i OV i e @A V)
(5.26) Wm i Spaiv = et lim im gy !

Le Lemme 5.8 prouve que la famille ¢(4; V,) est une perturbation asymptotique
de ¢(4; V). Nous allons voir que cela est vrai aussi pour N(4; 4,) ol A4, est
I'opérateur non borné associé au triplet (ay,, Hy, L;). Nous avons Hp=H?p, en
vertu du lemme 5.6.
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5.4. Preuve du Théoréme 1.2

Soit £>0, he ]0, 1[ fixé.
En utilisant la deuxiéme inégalité de (5.15) avec 4, = A4, et les estimations (5.18),
(5.20), (5.21) et (5.25), nous avons:

(5.27) N(; A)SN(A(1+¢); Ay)+Co(h)y dp(e~24; V)

pour tout A€ R, ¢ étant un nombre >0, défini au lemme 5.5, d(h)=h+p(1, h), C
une constante >0 indépendante de ¢, h, A.
Il est facile de voir que I’on a:

(5.28) o225 V)SC(e)p(A; V).

Divisant les deux membres de (5.27) par ¢(/; V), et prenant la limite supérieure
lorsque A— +oc, en tenant compte du théoréme 3.1 (modéle appliqué a ¥, qui est
de la classe W, en vertu du lemme 5.6) et de (5.28), nous obtenons:

+3(h)?Cle).

77— N4 4A) _ 7= ¢4 +e); V)
(5-29) }11-.13 1p(A; V) = il-n; d(r; V)

Faisons tendre h vers 0 dans le second membre de (5.29). La seconde égalité
de (5.26) et le fait que lim 6(h)’ =0 montrent que nous avons:
h—=0

im "N(A; A) <Tim d(A(1+¢e); V)

A—vo0 ld)(l, V) A= ® d)(}., V)

En faisant tendre ¢—0, nous obtenons, en utilisant le lemme 1.3:

— NG A)
m vy <b

On démontre de la méme maniére que

. N(A; A)
Am ey = b

ce qui achéve la preuve du théoreme 1.2.
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